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Хорошо известно, что ‘всякое тело может совершать два вида движе- 
ния — поступательное и вращательное. Первое из них достаточно под- 
робно изучается в школьном курсе физики. А вот вращательному 
движению «не повезло», Из-за недостатка времени ему уделяется 
очень мало внимания. Между тем вращательное движение встречается 
и в природе и в технике ничуть не реже поступательного. Во многих 
случаях реальное движение тел представляёт собой комбинации 
обоих видов движений. В других случаях поступательно движущиеся или 
даже покоящиеся тела имеют вращающиеся детали. Сюда относятся преж- 
де всего все устройства, имеющие колеса, — от тачки и телеги до самолета 
и вертолета. А попробуйте найти станок, в котором бы что-нибудь не вра- 
щалось! Такой распространенный прибор, как часы, можно сказать, «бит- 
ком набит» вращающимися сцеплениыми друг с другом колесиками. 

Вращательное движение не редкость и в природе. Достаточно вспом- 
нить о сложных вращательных движениях планет, их спутников, о вра- 
щении Солнца и, вероятно, других звезд. Заметим кстати, что в примене- 
нии к планетам слово «вращение» употребляется по отношению к двум 
различным видам их движений. Говорят, например, что Земля вращается 
вокруг Солнца, но говорят также о вращении Земли вокруг своей оси. Что 
же, это одинаковые движения? Можно ли сказать, что оба они вызываются 
одними и теми же причинами? Известно, что Земля потому движется вок- 
руг Солнца по траектории, близкой к окружности, что на нее действует 
сила притяжения к Солнцу. Но можно ли сказать, что эта же или подоб- 
ная ей сила заставляет Землю совершать и вращение вокруг своей оси? 
Очевидно, что нет. В действительности движение Земли как раз можно 
рассматривать как комбинации поступательного и вращательного движе- 
ний — поступательного движения вокруг Солнца и вращательного дви- 
жения вокруг оси, проходящей через оба земных полюса. 

В этой статье рассказывается о вращательном движении тел, о том, 
что отличает его от движения поступательного, и о том, чем ско на него 
походит. 


Кинематика вращательного движения 


Прежде всего напомним читателям то, что им уже известно о вращатель- 
ном движении из школьного курса физики. Начнем с определения. 

Вращательным движением тела называется такое его движение, 
при котором все точки тела движутся по окружностям, центры которых 
лежат на одной прямой — оси вращения. 

Если ось вращения закреплена, то тело, как целое, не перемещается, и 
единственное что изменяется со временем — это угол поворота, который 
здесь играет такую же роль, какую играет перемещение какой-нибудь точ- 
ки тела при его поступательном движении. 

При повороте тела на угол ф каждая его точка проходит определенную 
дугу окружности. Если обозначить длину дуги через 5, то между значения- 
ми $ и ф существует простое соотношение 


5$=фг, 


| Квант № | 


где г -— расстояние точки от оси вращения. Точки, расположенные на раз- 
ных расстояниях г от оси вращения, описывают различные по длине дуги, 
но угол ф один и тот же для всего тела. 

Задача механики вращательного движения состоит в том, чтобы уметь 
определять угол поворота тела в любой момент времени, если нзвестен 
начальный угол поворота. Для этого нужно знать быстроту изменения угла 
поворота, то есть угловую скорость, которую принято обозначать буквой ©. 
Для тела, вращающегося с постоянной угловой скоростью, 

о — т, 


где Ф—Фо — изменение угла поворота за промежуток времени в { секунд. 


Если угловая скорость постоянна, то значение угла поворота в любой 
момент времени легко находится: 


ф-т ©%ё 
если начальный угол поворота ф, равен нулю, то 
ф-=®{. 


Это выражение подобно формуле 5 -= иЁ для равномерного поступатель- 
ного движения. Следовательно, угловая скорость при вращательном движе- 
нин играет такую же роль, какую для поступательного движення играет 
линейная скорость и. 

Угловая скорость, так же как и линейная, может быть и непостоянной. 
Тогда, для того чтобы найти скорость в любой момент времени, нужно знать 
угловое ускорение, которое подобно линейному ускорению а определяется 
как быстрота изменения угловой скорости. При равноускоренном вращенин 


ш — 6 
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где хи ®, — значения угловой скорости в коние и в начале промежутка 
времени длительностью { секунд. 


„Легко найти связь между угловыми скоростью и ускорением и их лн- 


кои В 5 
нейными «двойниками» оиа. Так как ®-= >, а ф=-—; 10 м. 





5 
Но —г- — 9, следовательно, 
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© р Н 9 -- ог. 





Т л © — 6% р о Со 
очно так же, поскольку а — ^^, а и ^^, 10 я. 
е— в т о [7 рт 

т а . Но“ равно лннейному ускорению а, так что 


а -- ^ ич=аг. 
г 

Таким образом, численные значения линейных величин 5, ина для 
какой-либо точки вращающегося тела равны соответствующим значениям 
угловых величин (они относятся не к отдельным точкам, а ко всему телу}, 
умноженным на радиус г вращения этой точки. 

Если пользоваться величинами ф, ® и а, то можно решать задачи, 
относящиеся к вращению тел, ирименяя хорошо известные формулы кине- 
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матики поступательного движения, но заменив в них линейные величивы 
УГЛОВЫМИ. Приведем некоторые формулы кинематики поступательного двн- 
жения и аналоги этих формул для вращательного: 


Поступачельное Авиженис Вращатсльное движение 


ИР равномерное 


= равноускогезное 


оЁ 
э = 0 3 2 





Напомним также, что угол поворота ф измеряется в радианах. Тогда угло- 
вая скорость измеряется в разнанах в секунду (рад/сек). Единица углозого 
ускорения — раднан, деленный на секунду в квадрате (род/сек”). 

Описание вращательного движения, однако, неполно, если нам из- 
вестны только численные значения указанных выше угловых величин. 
Для полного описания вращения нужно еще знать, вокруг какой оси и в 
каком направлении (по или против часовой стрелки) вращается тело. И то и 
другое будет определено, если считать н угол поворота ‘и угловую скорость 


= 


свособразными векторными величинами. Принято считать, что вектор ф, 


так же как вектор ®, направлен вдоль оси вращения, так что если задан 
вектор одной из этих величин, то тем самым задана н ось вращения. Направ- 
ление же вращення определяется так называемым правилом буравчика- 
штопора или правилом винта {это далеко не единственный в физике случай, 
когда приходится прибегать к хуслугам» такого прибора). Оно состоит в сле- 
дующем: если мысленно вращать рукоятку буравчика так же, как враща- 
ется тело, то направление поступательного движения буравчика пока- 


жет направление вектора угловой скорости ®. Если, например, красная 
ъ 

стрелка на рисунке | изображаст вектор « для вращающегося диска, то 
это означает, что диск вра- 
щается так, как показано 
желтой стрелкой. Как 
обычно, длина вектора в 
избранном масштабе дает 
нам численное значение со- 
ответствующей угловой ве- 
лИчины. 

Угловое ускорение — 
тоже векторная величина. 
Еслн направление оси вра- 
щения в пространстве не 
меняется со временем, то 


о 


вектор ©, так же каки век- 


> 


тор ®, направлен вдоль оси 
вращения. В этом случае 
если угловая скорость воз- 
растает со временем, то нг- Рис. 1. 
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Рис. 2. Рис. 3. 
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правление вектора © совпадает с направлением вектора ®, если же угловая 


- > 


скорость уменышается, то направления векторов а н ® противоположны. 
Динамика вращательного движения 


Динамика поступательного движения изучает, как известно, причины 
появления у тел ускорений и позволяет определять их величины и направ- 
ления. Динамика вращательного движения делает то же самое для углово- 
го ускорения. Если ускорение поступательно движущегося тела вызывается 
приложенной к нему силой, то причина появления углового ускорения 
тела — это момент приложениой к нему силы. С ним читатели знакомы 
по курсу физики 8 или 9 класса. Напомним, что численное значение момента 
силы относительно какой-нибудь оси равно произведению силы, приложенной 
к телу, на длину перпендикуляра, проведенного от оси к линни действия 
силы. Например, если к ободу плоского диска, изображенного на рисунке 2, 
приложена сила Р, вектор которой лежит в плоскости диска, то момент 
этой силы относительно осн, перпендикулярной плоскости диска и прохо- 
дящей через точку О, равен Ёг. Если бы ось проходила не через точку 0, 
а через точку О, то момент этой же силы относительно новой оси был бы 
другим: он был бы равен Рг,. Если та же сила приложена так, как показано 
на рисунке 3, то ее момент относительно оси, проходящей через точку О ра- 
вен нулю, так как линия действия силы проходит через эту точку. Такая 
сила не может вызвать поворот вокруг этой оси, не может изменить угло- 
вое ускорение. Но эта же сила способна вызвать вращение диска вокруг 
оси, проходящей через точку О.. 

Момент силы — тоже векторная величина. И направление вектора мо- 
мента силы определяется с помощью того же буравчика. А именно, направ- 
леннем момента силы условились считать то, в котором движется вдоль оси 
буравчик (винт), если его рукоятка поворачивается так, как вращалось 
бы тело под действием приложенной к нему силы. Например, вектор мо- 
мента силы Р относительно оси, проходящей через точку О, на рисунке 2 
направлен перпендикулярно плоскости чертежа «от нас». 

Как уже указывалось, законы механики Ньютона справедливы и для 
вращательного движения. Из того, что только что было сказано о моменте 
силы, следует, например, что закон Ньютона в применении к вращательно- 
му движению утверждает, что тело вращается с постоянной угловой ско- 
рестью или вовсе не вращается, если момент силы, действующей на него, 





Рис. 4. Рис. 5. 


или сумма моментов всех действующих на него сил равна нулю. Не сумма 
сил, а сумма моментов сил должна быть равна нулю, чтобы тело вращалось 
равномерно или вовсе не вращалось. Если, например, Земля вращается с 
постоянной угловой скоростью вокруг своей оси, то это значит, что среди 
действующих на чее сил нет такнх, момент которых относительно оси ее 
вращения был бы отличен от нуля. 

Обратимся теперь ко второму закону Ньютона. 


Второй закон Ньютона для вращательного движення. Момент инерции 


Для любой точки массы т вращающегося тела справедлив, конечно, 

второй закон Ньютона, который имеет вид 
Е= та. 

Так как для вращательного движения, как мы знаем, существенна не 
сила, а момент силы, то умножим обе части равенства на г — расстояние 
от оси вращения до линии действия силы. Обозначив момент силы через 
М, получим 

М— Ег—= таг. 

Линейное ускорение нам, конечно, нужно заменить угловым ускорением 
«, которое равно =. Тогда уравнение второго закона Ньютона принимает 
вид о 

М = т/га. 

При рассмотрении всего тела возникает такая трудность. Как быть с 
расстоянием г до оси вращения? Ведь в твердом теле бесчисленное множест- 
во точек. Если, например, вращающееся тело—-Диск (рис. 4) с осью враще- 
ния, проходящей через его центр, то от какой его точки отсчитывать г? 
Быть может, от точки приложения силы? Но ведь силу можно приложить 
к различным точкам и получить при этом одно и то же значение момента. 


Не ясно также, как быть с массой тела. Она распределена по всему 
телу, а раднус вращения г относится к одной какой-то точке. Чтобы понять, 
как найти выход из этих трудностей, мешающих нам пользоваться вторым 
законом Ньютона для вращательного движения, отложим пока вопрос с 
вращении диска и займемся более простым случаем — вращением малень- 
кого шарика, прикрепленного к тонкому твердому стержню, вокруг точки 
О (рис. 5). Стержень мы будем считать таким тонким, чтобы его массой можно 


было пренебречь, а шарик настолько малым по сравнению с длиной стержня, 
чтобы он мог считаться материальной точкой. 
Теперь у нас сразу исчезнут все трудности. В формуле 
М тг 


т —— это масса шарика, а г -- это расстояние от шарика до оси вращения. 
Так как для данного шарика и стержня ни т, ни гне изменяются, то произ- 
ведение тг? есть величнна постоянная и его можно обозначить одной буквой. 
Выберем для этой величины букву /. Тогда формула второго закона Ньюто- 
на принимает вид 


М=: Га. 
Бросается в глаза сходство этой формулы с формулой 


Е=та. 


Только сила ЕЁ заменена моментом силы, а вместо линейного ускорения а 
в формулу входит угловое ускорение а, как это н должно быть, раз речь идет 
не о поступательном, а о врашательном движении. Роль же массы в этой 
формуле играет совсем новая, необычная величина, равная произведению 
массы на квадрат ее расстояния до оси вращения. 

Подобно тому как ускорение поступательно движущегося тела зависит, 
помимо силы, еще и от массы ускоряемого тела, так угловое ускорение вра- 
щающегося тела зависит не только от момента силы, но и от величины у”, 
являющейся, так сказать, вращательным «двойником» массы. Называется 
эта величина моментом инерции тела относительной оси. Для вращатель- 
ного движения важна, значит, не только масса. Важно еще, насколько 
удалена эта масса от оси вращения. Ясно, что малая масса на большом 
удалении от оси вращения может получить такое же угловое ускорение 
прн данном моменте силы, как большая масса, расположенная вблизи оси. 

Все это относится как будто бы к шарику, вращающемуся на тонком 
стержне. Но в действительности формула оказывается верной и тогда, ког- 
да вращается диск, колесо, цилиндр и вообще любое «настоящее» твердое 
тело, которое тоже обладает определенным моментом инерции. Чтобы най- 
ти момент инерции тела относительн> какой-нибудь оси, нужно мысленно 
разбить его на множество малых частей (в пределе бесконечно малых), для 
каждой из них определить произведение ее массы на квадрат расстояния 
от этой оси и все произведения сложить. Это и будет момент инерции все- 

го тела. Ясно, что момент 

инерции тела тем больше, чем 

Ро болыше масса тех его частей, 
которые расположены вдали 

от оси. Иными словами, мо- 
мент инерции тела зависит от 
того, как распределена масса 
тела по его объему. Для раз- 
личных осей момент инерции 
одного и того же тела будет 
различным. Например, моменг 
ннерции стержня длины Ён 
массы т, относительно оси, 
перпендикулярной к стержню 
и проходящей через его сере- 


те 


дину (рис. 6), равен 5. А мо- 


Рис. 6. менг инерцин того же стерж- 





ня, отнссительно оси, 

проходящей через конец 

(рис. 7), в 4 „раза боль- 
{ 


т 
ше и равен ——: вокруг 


конца стержень вращать 
труднее, чем вокруг сере- 
дины. «Груднее» — это зна- 
чит, что для получения од- 
ного и того же углового ус- 
корения потребуется боль- 
ший момент силы. 

Вычисление момента 
инерции — задача обычно 
трудная. Но для тел одно- 
родных и имеющих пра- Рис. 7. О 
вильную. геометрическую 
форму такое вычисление 
относительно — некоторых 
осей вращения возможно, 
хотя и не всегда простыми способами. Для одного особенно простого случая 
мы такое вычисление приведем. 

Вычислим момент инерции колеса, в котором почти вся масса сосредо- 
точена в его ободе, относительно оси вращения, перпендикулярной плос- 
кости колеса и проходящей через его центр. Примером может служить ве- 
лосипедное колесо с тонкими спицами. 

Разделим обод на отдельные малые части с массами ту, т», т. ит. д. 
Каждую из них можно считать материальной точкой, расположенной на 
расстоянии ® от оси вращения, где К — радиус колеса. Момент инерции 
каждой такой части равен т,Ю?, т,Ю*, т.В? ит. д. Общий момент инерции 
всего колеса. равен сумме моментов инерцин его частей: 

р=тьЕт,т,-...} В?. 
Но сумма т.-+т,[т, Г... равна, очевидно, массе всего колеса т. Так что 
момент ннерцин колеса относительно оси, проходящей через его центр и 
пернендикулярной его плоскости, равен 
[--тВ?. 

Для тел произвольной формы или неоднородных по составу, или для 
относительно не столь «удобных», как в рассмотренном случае, осей враще- 
ния моменты инерции определяют опытным путем, например, по измеренно- 
му угловому ускорению при известном моменте силы *). Как мы видим, оп- 








*) В таблице приведены формулы для моментов ниерции некоторых тел. 


однородный шар через центр шара 


сферическая оболочка через центр сферы 


стержень через центр тяжести 


стержень через конец 





ределенне массы тел — задача значительно более простая, чем определение 
ее вращательного «двойника» — момента инерции. Если масса определяется 
простым взвешиванием, то «взвешивание» для вращательного движения — 
довольно сложная операция, которая к тому же для одного и того же тела, 
но для разных осей вращения должна проводиться отдельно, а «весов» для 
такого «взвешивания» не существует. 


Момент количества движения, момент импульса 


Итак, для вращательного движения второй закон Ньютона записыва- 
ется в виде М=/7а, 
где М —- момент силы, / — момент инерции и © — угловое ускорение тела. 
Но угловое ускорение выражается формулой 


® —@ 
в 


Поэтому формулу второго закона Ньютона можно записать в виде 


_ Ч — №0 
М. 


В таком виде формула эта означает, что момент силы равен изменению 
величины Гов единицу времени. Но, как, известно, второй закон Ньюто- 
на можно записать в виде 


ти — тив 


Е — ; ‚ 





где то — величина, называемая количеством движения или импульсом 
тела. Ясно, что импульс ти также имеет аналог в динамике вращательного 
двнжения и этим аналогом является величина Го. Это следует уже из того, 
что момент инерции Г играет при вращательном движении такую же роль, 
как масса в движении поступательном, а угловая скорость ® заменяет ли- 
нейную. скорость и. Величина Г. == {[% называется поэтому моментом коли- 
чества движения тела или моментом импульса. Это тоже векторная ве- 


личина (так же, как н ©, Р, а, по, М), направленная так же, как век- 
тор угловой скорости. Аналогично другим приведенным нами величинам, 
относящимся к вращательному двнжению, момент импульса различен от- 
носительно различных осей вращения. 

Если тело имеет такую форму или размеры или такой радиус вращения, 
что можно говорить о вращении точки (например, шарик на тонком стерж- 
не, планета при ее вращенни вокруг Солнца), то момент импульса легко 
связать с импульсом. В самом деле, момент инерции / равен гих, а угловая 


[2 
скорость ® равна —. Поэтому 
тг? 
Г. = ю = —=— =. 


Момент импульса точки, следовательно, равен по величине произведению 
раднуса г окружности, по которой движется точка, на импульс ти. Понят- 
но, что для тела произвольной формы такое простое соотношение напн- 
сать нельзя. 


.-.-- = ——-— < —— 


Закон сохранения момента импульса 


Момент количества движения (момент импульса) похож на своего 
«двойника» в механике поступательного движения — импульс тела —— еще 
и тем, что для него тоже выполняется закон сохранення. 


Из формулы 
о 10 — ю 
{ 


сразу видно, что если момент М внешних сил, действующих на тело, равен 


нулю, то и изменение момента импульса /®— /, тоже равно нулю, так что 
если тело не вращается, то иикакие силы, момент которых относительно 
какой-либо сси равен нулю, не могут заставить его начать вращаться вок- 
руг этой ссн. Наоборот, если тело по каким-нибудь причинам уже враща- 
ется, то силы, комент которых относительно сси вращения равен нулю, не 
могут изменить мсмент импулеса или прекратить вращение тела. 

Как показывает ‘опыт, это верно не только для одного тела, но и для 
любой группы взаимодействующих тел, на которую внешние тела не дей- 
ствуют с силами, мсменты которых отличны от нуля. Такая группа тел на- 
зывается, как мы знаем, замкнутой системой тел. Надо только иметь в виду, 
что «замкнутость» по отношению к вращению означает не отсутствие внеш- 
них сил, а отсутствие моментов внешних сил. 

Интересным проявлением закона сохранения момента импульса явля- 
ется случай вращения не абсолютно твердого тела, в котором взаимные ргс- 
стояния отдельных частей сстаются неизменными, а, так сказать, «мягкого» 
тела, у которого внутренними силами можно изменить расстояние между 
его частями. 

Когда, например, фигуристке (рис. 8) требуется увеличить скорость 
своего вращения, она прижимает руки к корпусу и тем самым уменьшает 


Рис. 8. 
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момент инерции тела относительно вертикальной оси вращения (масса рук 
оказывается ближе к этой оси). Так как это уменьшение момента инерции / 
дсстигается не внешними, а внутренними силами, то момент количества 
движения /® не может измениться. Поэтому угловая скорость « увеличи- 
вается во столько же раз, во сколько раз фигуристке удалось уменьшить 
свой момент инерции. Наоборот, перед завершением вращения, когда ско- 
рость нужно уменьшить, фигуристка широко расставляет руки, увеличивая 
момент инерции своего тела. Таким же образом поступают танцовщицы 
при выполнении пируэтов, акробаты, когда они совершают сальто, и т. д. 
Интересные опыты такого рода можно провести с помощью так называемой 
скамьи Жуковского. Она представляет собой платформу, которая может с 
малым трением вращаться вокруг вертикальной осн (рис. 9). Встав на такую 
вращающуюся платформу, можно, манипулируя руками, заметно изменять 
угловую скорость вращения. 

Сохранение момента нмпульса означает сохранение не только численно- 
го значения реличины /ю. Не нужно забывать, что момент импульса — 
величина векторная. Поэтому сохранение момента импульса означает так- 
же сохранение его направления. Но момент импульса направлен, как мы 
знаем, вдоль оси вращения. Поэтому всякое вращающееся тело, на которое 
не действуют внешние моменты сил, не может изменнть и положение осн 
вращения. В этом «секрет» устойчивости катящегося колеса, волчков 
ит. д. Именно поэтому дискоболы (метатели диска), бросая свой снаряд, 
приводят его во вращение. Это позволяет диску лететь, не кувыркаясь. 
Способиость вращающихся тел сохранять положение оси своего вращения 
(при отсутствии моментов внешних сил) широко используется в технике. 
На этом свойстве основано применение так называемых гироскопических 
компасов, всевозможных стабилизаторов н т. д. Гироскопический ком- 
пас — это в сущнссти вращающееся тело. Если прн пуске в ход оно бы- 
ло установлено так, чтобы ссь вращения была ориентирована на север, 
то она будет сохранять это направление лучше магнитного компаса, на 
который влияют и железный корпус корабля и изменения магнитного по- 
ля Земли. На кореблях иногда устанавливают гироскопические стабилиза- 
торы, которые представляют собой огромные многотонные колеса, приво- 
димые во вращение мощными двигателями. Стремясь сохранить положе- 
ние оси вращения, такой стабилизатор препятствует качке корабля. 
Важные применения находят гироскопические стабилизаторы в технике 
космических полетов, в автоматических устройствах самого различного на- 
значения. 


Кинетическая энергия вращающихся тел 


Вращающееся тело — это движущееся тело, так как все его части, кро- 
ме точек, расположенных на оси вращения, движутся. Поэтому оно облада- 
ет кинетнческой энергией. Чтобы найти выражение для кинетической энер- 
гии, начнем опять с вращения маленького шарика на тонком стержне, то 
есть с вращения точки. Кииетическую энергию в этом случае можно записать 
в обычной форме 


ти? 


— р. , 
где т — масса шарика, а ‹ — его линейная скорость. Но так как 9==®0г, 
то выражение для К можно написать в виде 


том 
К ой р] . 





9+ 


В это выражение опять входит величина п”? — момент инерцин шарика. 
Поэтому кинетическая энергия равна 


оз 


а, 

Эта формула напоминает нам снова, что при вращательном движении 
момент инерции играет роль массы, а угловая скорость — роль линейной 
скоростн. 

Полученная формула для кинетической энергии верна не только для 
вращающегося шарика на стержне, но и для всякого тела, у которого масса 
распределена по всему объему. В самом деле, момент инерции тела мы мо- 
жем получить, сложив моменты инерции его частей относительно оси вра- 
щения. Угловая же скорость одна_и та же для всего тела. Поэтому, так как 
кинетическая энергия тела равна сумме кинетических энергий его частей, 
то для всякого вращающегося тела кннетическая энергия определяется 


1% 
равенством К = 5: 


Во многих случаях тела совершают одновременно и вращательное и 
поступательное движение. Наиболее известный пример — движение колес 
повозок, автомашнн и т. д. В этом случае у вращающегося тела нет закреп- 
ленной оси: она сама движется поступательно. Для рассматриваемого приме- 
ра катящегося колеса, у которого ось вращения проходит через центр тя- 
жести (центр масс), общая кинетическая энергия складывается из энергии 
поступательного движения и энергии вращательного движения 


ги? 10 
о 


® — скорость поступательного движения центра тяжести тела, а 
! — момент инерции относительно оси, проходящей через центр тяжести 
тела. 


Тот факт, что тело совершает вращательное движение или одновремен- 
ное вращательное и поступательное движение, не может, разумеется, поме- 
шать ему иметь еще и потенциальную энергию, если оно взаимодействует 
с какими-то другими телами. Поэтому для полной энергнитела, движущегося 
поступательно и одновременно вращающегося, можно написать уравненне 


Как и в других случаях, изменение энергии вращающегося лела может 
произойти только тогда, когда силы, действующие на него, совершают ра- 
боту. Нетрудно догадаться, что работа, совершаемая при вращении тела, 
выражается формулой 


А= Мф, 


аналогичной известному выражению для работы при поступательном дви- 
жении. Сюда, однако, не входит косинус угла, потому что векторы момента 
силы М и угла поворота всегда лежат на одной прямой — оси вращения и 
угол между ними может быть либо 0”, либо 180”. В первом случае работа 
силы положительна (угловая скорость растет), во втором — отрицательна 
{скорость вращения уменьшается). 


и 
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В заключение опять приведем для сопоставления некоторые формулы, 
известные читателям из механики поступательного движения, и аналогич- 
ные им формулы, относящиеся к вращательному движению. 


Поступательное движение Вращательное двнжение 





Задачи н вопросы 


1. В какнх еднницах измеряется момент инерции? 

2. С наклонной плоскости скатываются без проскальзывання два цилнндра одина- 
ковых диаметров и масс. Один из них свиицовый и имеет пробковую сболочку, дру- 
гой — пробковый со свннцовой оболочкой. Какой цилиндр скатится с плоскости за мень- 
шее время? 

3. Колесо, момент инерции которого равен 0,01 единицы-СИ, вращается с угловой 
скоростью 4 обрек. Каков должен быть момент силы трения, чтобы вращение колеса пре- 
кратилось после 5 оборотов? 

4. Приливы в морях ин океанах действуют на вращающуюся Землю подобно тормозным 
колодкам и создают тормозящую силу трения. Из-за этого действия приливов через 
100 лет продолжительность суток на Земле будет на | секунду больше иынешней. Вычис- 
лить приливную силу трения. , 

5. Судовой гироскопический стабилизатор радиусом К=2 м и массой М-= 120 т при- 
водится во вращение мотором. Какая мощность требуется для того, чтобы втечение 10 часов 
довести скорость вращення стабилизатора до 13 обдек? Считать, что масса стабилизатора 
сконцентрирована на его ободе (в этом случае момент инерции равен МА?). 

6. Однородный шар раднуса Ю и массы М в начальный момент пущен по плоскостн 
так, что ои скользит по ней без качения со скорсстью и. Между шаром и плоскостью су- 
ществует трение, коэффициент которого Ё. Как расстояние пройдет шар. прежде чем 
прекратится его проскальзывание стносительно 1 лоскости? Какова будет к этому моменту 
скорость шара? 

7. Два нллюмнинатора сферического ‘спутника расположены в днаметрально противо- 
положных точках оболочки. Космонавт идет из центра корабля по радиальному трапу к 
одпому из нллюмниаторов, затсм идет вдоль борта корабля ко второму иллюмииатору и, 
наконец, возвращается по радиальному трапу на свое место в центре корабля. На какой 
угол поворачивается прн этом корабль отиосительно звезд, если масса корабля М. его ра- 
днус К. масса космонавта т и можно считать, что вся масса корабля сосредоточена в его 
оболочке. 

8. Для замедления вращеиня спутннков предлагается использовать следующее уст- 
ройство. К боковой поверхности спутника прикрепляются на нитях длины { два груза мас- 
сы т каждый. Грузы одновременно отпускают. Они отлетают от спутника н в тот момент, 
когда нити натягиваются, слетают с крючков к которым прикреплены. При какой длине 
нитей скорость вращения спутннка после этой операции уменьшится в п раз? 

Считать, что спутник — это цилиндр массы М и радиуса Ю, вся масса которого сосре- 
доточена в боковой оболочке. 


КОМБИНАТОРИКА 


Н. Я. Виленкин 





Вероятно, каждому читателю «Кванта» знакомо волнение, охватываю- 
щее болельщиков перед крупным спортивным соревнованием — будь то 
чемпионат мира по футболу или «матч века» по шахматам. Даже от тех, 
кто не совсем точно помнит правила рокировки. можно услышать глубоко- 
мысленные замечания вроде «а я бы на первую доску сборной мира поставил 
не Ларсена, а Портиша». Знатоки и любители шахмат спорят о шансах 
на победу Смыслова и Кереса, а у любителей футбола дело доходит чуть ли 
не до драки при обсуждении возможного исхода матча сборных команд Бра- 
зилии и Англии. 

Очень часто перед такими соревнованиями газсты объявляют конкурс 
знатоков, предлагая угадать как исход соревнования в целом (предсказать, 
кому достанется «Золотая богиня», или счет. с которым сборная СССР по 
шахматам победит сборную мира). так и исходы отдельных состязаний. 
На первый взгляд есть совсем простой способ победить в таком конкурсе: 
послать в редакцию столько писем. сколько есть теоретически возможных 
исходов соревнования, и в кождом письме дать один из вариантов. Хоть 
одно письмо попадет в цель! 

Но дело совсем не так просто — вариантов слишком много. Конечно, 
если надо предсказать только счет, с которым окончится матч века, то дос- 
таточно послать 81 письмо: игралось 40 партий, и сборная СССР могла 
набрать любое число очков от 0 (брр...) до 40 (вот было бы згорово!). Но 
если требуется еще указать исход матча на каждой доске (хотя бы предска- 
зать, кто в нем победит), то число возможных гариантов растет катастро- 
фически. 

Задачи. в которых надо найти число возможных вариантов для той или 
иной операции, того или иного события, возникают в самых разных областях 
человеческой деятельности. Эти задачи называют комбинаторны- 
ми, а область математики, изучающую методы их решения, комби- 
наторикой. В этой статье мы и расскажем, как решаются комбина- 
торные задачи (хотя комбинаторику сейчас в школе и не проходят. она 
изучается факультативно). 


°_Ь Правила суммы и произведе- 
ння. В основе решения комбинатор- 
ных задач лежат два простых пра- 
вила — правило суммы и правило прс- 
изведення. 

Правило суммы. Если в 
нашем распоряжении т способов вы- 
брать элемент а н (независимо от них} 
п способов выбрать элемент 5, то 
выбор «или а или 6» можно сделать 
т-- п способами. 

Например, если на тарелке ле- 
жат 5 яблок и 9 груш, то выбор «яб- 
локо или грушу» можно сделать 14 
способами — выбрать либо одно из 
5 яблок, либо одну из 9 груш. 


Несколько сложнее правило про- 
изведення. В нем речь идет о выборе 
пары элементов (а, Ь)*). 

Правнло произведе- 
ния. Если в нашем распоряженни т 
способов выбрать элемент а и л сно- 
собов выбрать элемент №, то пару 
(2,5) можно выбрать тп способами. 

Таким образом, если на блюде 
лежат 5 яблок и 9 груш, то пару (яб- 
локо, груша) можно выбрать 5.9= 
=45 способами. 


*) Две пары, получающиеся друг из друга 
перестановкой элементов, счнтаются различ- 
ными, например пара (1,4) считается не 
совпадяющей с парой (4,1}. 
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Чтобы убедиться в справедливости 
правила произведения, обозначим все 
способы выбора элемента а через 
ат, --., @т, а все способы выбора эле- 
мента 6 --- через 6., ..., 6„. Тогда все 
пары, которые можно составить из 
этих элементов, располагаются в сле- 
дующую таблицу из т строк и л столб- 
цов: 

(а, В,), ..., (ав Вы), 
(о ее ие 6). 

В этой таблице как раз тл пар. 

Заметим, что иногда выбор бывает 
более сложным — надо сначала вы- 
брать элемент а, а потом, в зависимо- 
сти от этого выбора, элемент 6. Но 
если элемент а можно выбрать т спо- 
собами, а после каждого такого 
выбора элемент Ь можно выбрать л 
способами, то число различных пар 
(а, ) опять равно тля. Докажите это 
самн. 

Конечно, может случиться, что 
нам надо сделать не два, а несколько 
выборов. В этом случае надо пере- 
множить числа вариантов для каждо- 
го выбора. Иными словами, верно сле- 
дующее правило. 

Если элемент а; можно выбрать л; 
способами, элемент а. — п. способа- 
ми, элемент ак — п, способами, то 
набор (а,. ..., @,} можно выбрать 
п, ... П, способами (при этом наборы, 
отличающиеся друг от друга только 
порядком элементов, считаются раз- 
личнымиН). 

Теперь мы уже можем решить за- 
дачу о числе возможных исходов мат- 
ча века. На каждой доске могло быть 
3 исхода: победа, ничья и поражение. 
Так как число досок равно 10, то 
различных исходов могло быть 310 
= 59 049. А если надо предсказать не 
только исход каждого поединка, но 
н его счет, то получится ответ 9. 

С помощью правила произведе- 
ния можно решать и довольно слож- 
ные задачи, в которых на выбор ва- 
рнантов наложены дополнительные 
условия. 

Пример. В русском алфавите 
33 различные буквы. Сколько слов, 
содержащих по 5 букв, можно соста- 
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вить, если не допускать слов, в ко- 
торых две одинаковые буквы идут 
подряд? 

Конечно, «слова» здесь имеют иной 
смысл, чем в филологии, — допуска- 
ются такие «слова», как абвгд или 
абаба. Но слова типа ссора, пресс, 
аахен не допускаются — в них. есть 
две идущие подряд одинаковые бук- 
вы. 

Чтобы решить этот пример, будем 
выбирать буквы одну за другой — 
сначала первую, потом вторую, тре- 
тью, четвертую, пятую, Первую бук- 
ву можно выбрать 33 способами —- 
ведь в нашем распоряжении все 33 бу- 
квы русского алфавита. А вот вторую 
букву можно выбрать лишь 32 спо- 
собами — ведь она должна отличать- 
ся от первой. 32 слособами можно вы- 
брать и третью букву — она должна 
отличаться от второй; четвертую ни 
пятую буквы тоже можно выбрать 
32 способами. А всего получается 

33.32.32.32.-32-34 603 008 
различных слов, удовлетворяющих по- 
ставленному условию. 


2. К-подмножества. С помощью 
правил суммы и произведения можно 
решать различные задачи комбина- 
торики. Но это не всегда удобно, так 
же, как далеко не всегда удобно сво- 
дить решение любой геометрической 
задачи к аксиомам. Наряду с акси- 
омамн мы используем в геометрии те- 
оремы, что позволяет сократить ре- 
шение задачи. Точно так же в комби- 
наторике есть несколько  простей- 
ших, «стандартных» задач, к которым 
часто удается свести решение других 
задач. 


Эти задачи му лируютея на языке те- 
орни множеств. Если читатель не знаком с 
тем, что такое «множество», «эдемент мно- 
жества», «пересеченне множеств», «объедине- 
ние множеств», отсыласм его к лнтературе, 
список которой приведен в конце статьн. 
Впрочем, мы будем пользоваться лншь про- 
стейшими понятиями теорни множеств, ко- 
торые теперь будут нзучаться в 4-м и 5-м 
классах средией школы, а в качестве примера 
мы возьмем множество из четырех элементов 
и будем изображать его подмножества ин 
слова, составленные из элементов этого мно- 
жества (рис. 1—5). 





ща. 


$43 


АЙ 


Рис. 1. Пусть множество А’ состоит из четы: 
рех элементов: коня, слона, ферзя и ладьи. 





Решим следующую задачу. 5 сту- 
дентов сдают зачет по плаванию. За- 
чет сдан, если студент проплывает 
100 метров (время любое). Если же 
студента приходится вылавливать, то 
зачет не сдан. Сколькими’ способамн 
может окончиться заплыв? 

Возможны различные случаи. Мо- 
жет случиться, что все студенты ока- 
жутся хорошимн пловнцами, а может 
случиться, что всех нятерых придет- 
ся снасать. Общее число исходов мож- 
но сосчитать так. Расположим всех 
студентов в каком-то порядке, ска- 
жем по алфавиту: Андреев, Борисов, 
Володин, Григорьев, Дмитриев. Для 
каждого из них есть две возможно- 
сти — либо он сдаст зачет, либо нет. 
В первом случае поставим в соответ- 
ствке этому студенту цифру 1, а во 
втором — инфру 0. Тогда исход за- 
плыва выразится ° последователь- 
ностью длины 5 из нулей н единиц. 
Например, последовательность 0, 1, 
|, 0, 1 означает, что достаточно хо- 
рошо плавают только Борисов, Во- 


лодин и Дмитриев. А если зачег сдаст' 


только Григорьев, то отчет об исходе 
соревнований будет иметь такой вид: 
0, 0, 0, 1, 0. Последовательность 0, 
0, 0, 0, 0 означает, что ни один сту- 
дент не достиг финиша. 

Таким образом, задача о числе всех 
исходов заплыва свелась к следующей: 
сколько последовательностей длины 5 


можно составить из цифр 0 и 1? Ответ 
на эту задачу дастся правилом про- 
изведения: поскольку на каждом ме- 
сте последоватсльности у нас выбор 
из двух возможностей, то общее число 
исходов равно 2.2.2-2-2=32. Итак, 
имеется 32 возможных исхода заплы- 
ва. 

В разобранной задаче нам надо 
было узнать, сколько подмножеств 
можно составить из множества 
М№: [Андреев, Борисов, Володин, Гри- 
горьев, Дмитриев}. 

При этом допускалось и пустое 
подмножество, а также подмножество, 
совпадающее со всем множеством №. 
Ответ оказался равным 32=2$. Точно 
так же доказывается, что если мно- 
жество № содержит п элементов, то 
оно имеет 2” подмножеств. Этот же 
результат можно доказать, восполь- 
зовавшись математической индук- 
цией. 

В олимпийских играх поступают 
так: в финал выходяг двое лучших. 
Выясним, сколько исходов могут иметь 
соревновання в этом случае. Мате- 
матически задача формулируется так: 
сколькими способами можно выбрать 
2 элемента из множества, содержаще- 
го 5 элементов? Легко проверить, что 
это можно сделать 10 способами (вы- 
пинзите сами все эти способы). Но та- 
кой метод «прямого перебора» го- 
дится лини, при малом числе учасг- 
ников. Хотелось бы иметь формулу, 
позволяющую сразу давать ответ на 
вопрос. Итак, нам нахо решить сле- 
дующую задачу. 

Сколько А-нодмножеств  содер- 
жится в множестве № из я элементов? 

Здесь мы для краткости говорим 
«А-подмножество» вместо «иодмножс- 
ство, содержащее # элементов». 

Выбор подмножества нз данного 
множества № можно наглядно пред- 
ставить себе следующим образом. Эле- 
менты множества № сложим в мешок, 
а затем запустим в этот мешок руку 
н вытащим подмножество.  Разу- 
меется, все А элементов подмножества 
вытаскиваются сразу и никакого ра- 
зумного порядка для них установить 
нельзя. 
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Рис. 2. В М имеется всего 2 подмножеств: 
С% =1 0-подмножество (пусто^ 


С4=4 1-подмножества, 


с=6 2-подмножеств, 


С т 4 3-подмножества, 


64=1 4-подмножество (все множество М). 


Обозначим число Ё-подмножеств 
в множестве из п элементов через 
СЕ ы 
ие): 

Числа С* (их называют биноми- 


альными коэффициентами) — обла- 
дают целым рядом любопытных 
свойств. О многих из них было рас- 
сказано в статье Д.Б. Фукса и 
М. Б. Фукса «Арифметика биноми- 
альных коэффициентов» («Квант», № 6, 
1970). В этой статье было доказано, 
что 


С, (1) 


и с помощью метода математической 
индукции получена формула для С*: 
вм ** 

И Те (2) 
Оба утверждения были выведены 
из равенства 
(1-Ех)" -= СОС С2х* +... Стх", но 
них можно доказать и комбинатор- 
ными рассуждениями. р 
Чтобы доказать, например, ра- 
венство (1), зафиксируем один элемент 
а из М и разобьем все Ё-подмножества 
в М на два класса: содержащие а 


*) Это число называют чнслом сочетаний из 
п элементов по Ё (С — первая буква француз- 
ского слова сотЪ!па1оп — сочетание). 
**) Через л! обозначают произведение всех 
натуральных чисел от ! до л. Например: 
6!=1.2.3.4.5.6=720. 
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- множеств В 





и не содержащие а. Проверьте, что 
чнсло подмножеств первого класса 
равно С*-|!, а число подмножеств 


второго класса равно С*_/. Так как 


каждое К-подмножество принадлежит 
либо первому, либо второму классу, 
общее число всех А-подмножеств рав- 
но С*, то равенство (1) доказано. 


Чтобы вывести формулу (2), вы- 
ясним сначала, как получаются #- 
подмножества из (&— 1)-подмножеств. 
Ясно, что для этого надо к (Е—1)-под- 
множествам присоединить не входя- 
щие в них элементы. Так как все 
множество № содержит п элементов, то 
в данное (Е —1)-подмножество не вхо- 
дит п-- (К—1} элементов. Значит, 
из каждого (&-—[)-подлмножества мо- 
жно получить л—&-|1 различных 
Е-подмножеств. Но одно и то же #- 
подмножество может быть получено из 
различных (Ё--1)-подмножеств — мы 
не знаем, какой из К элементов ока- 
зался присоединенным в последнюю 
очередь. Иными словами, любое Ё-под- 
множество может быть получено Ё 
различными способами из (&—1)-под- 
множеств. Поэтому общее число #-под- 
& раз меньше, чем 
(ИЕН) С*—!. Итак, 


Г: п &-1 &—1 
"ЕТ Ся". 


Пользуясь этой формулой и мето- 


22| 92 №21 82 
29 [29] №9. ЕЯ 
[28] 25 8 ВЕ 


Рис. 3. Существует Е. 16 2-слов. состав- 
ленных из элементов множества ^.. 


лом математической индукции, легко 
доказать и формулу (2). 

3. К-слова. Снова возьмем в руки 
мешок с элементами множества №, 
но на этот раз будем вытаскивать эле- 
менты не сразу, а по очереди. Сначала 
вынем один элемент, обозначим его 
@а,, занишем н положим обратно в ме- 
шок. Потом вытащим второй элемент 
(может случиться, что нам снова по- 
падется тот же самый элемент а}, за- 
пишем его нт. д. После А выборов у нас 
получится запись винда (и,, ..., ал), 
где а,, .... аа какие-то элементы из 
множества №. Такую запись мы назо- 
вем словом длины Вили А-словом (нна- 
че ее называют кортежем), составлен- 
ным из элементов множества №. 

Два Е-слова считаются совпада- 
кидими, если у них одннаковые пер- 
вые элементы, одинаковые вторые эле- 
менты, одинаковые. А-е элементы. 

С А-словами мы часто встречаемся 
на практике. Например, десятичные 
записи чисел — это «слова», ссстав- 
ленные из 10 нифр, обычные слова — 
это «слова», составленные из русскнх 
букв, фразы — это «слова», состав- 
ленные из русских слов. Решим сле- 
дующую задачу. 

Дано множество №, состоящее из 
п элементов. Сколько А-слов можно 
составить из элементов этого мно- 
жества? 


4 Квант №1 





Рис. +. Существуег Аз 12 2-слов без пов- 
торений. составленных нз элементов  мно- 
жеств Л. 


Поскольку первый элемент можно 
выбрать п способами, второй тоже п 
способами, ..., Е-ый тоже п способами, 
то Ё-слово можно выбрать л* сиссо- 
бами. 

Окончательно: из п элементов мож- 
но составить л“ слов длины А. 

Многие комбинаторные задачи ре- 
наются по этому правилу. Найдем, 
например, сколькими способами мож- 
но разделить А различных предметов 
между л людьми. Для этого располо- 
жим элементы в каком-то порядке и. 
над каждым предметом укажем, кому 
он предназначается. Например, за- 
пись 





ааа [| || 
(|213 +58 85 ю 




















показывает, что первому участнику 
раздела достанутся 1-й, 2-й, 6-й, 10-й 
предметы, второму -- 4-й, 5-й, 7-Й, а 
третьему - 3-й, 8-й, 9-й предметы. 

Мы видим, что каждый снособ раз- 
дела задается А-словом (гле Ё — чнесло 
предметов) из п элементов (номеров 
участников раздела). Значит, число 
способов раздела равно п“. 

4. К-слова без повторений. Опять 
возьмем в руки мешок, в который сло- 
жены элементы множества № и нач- 
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Рис. 5. Существует Р,=4!-24 перестановки элементов множества \. 


нем вытаскивать из него один за дру- 
гим элементы этого множества. Но на 
этот раз не будем возвращать эти эле- 
менты в мешок, а выложим их в ряд. 
После А выборов у нас снова появится 
К-слово (@,, ..., @,}, НО на этот раз 
среди элементов а., ..., а, нет повто- 
ряющихся *). По-другому можно ска- 
зать, что Ё-слова без повторений 
это упорядоченные А-подмножества 
множества М. 

Число А-слов без повторений из п 
элементов обозначают А*. Из прави- 


ла произведения сразу вытекает, 
то 


а 


Айн (и—1) ... И. (3) 


В самом деле, первый элемент мож- 
но выбрать пл способами, второй — 
только п—] способами, ведь взять 
уже выбранный элемент нельзя. Тре- 
тий элемент можно выбрать л—2 сио- 
собами, ..., Е-й-—(л— + 1) способамн. 


*) Такие А-слова называются размещения- 
ми без повторений. 
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— 


®№м 


Значит, общее чнело способов дейст- 
внтельно выражается формулой (3). 

Например, если из 10 членов ко- 
миссни надо назначить председателя, 
его заместителя н секретаря, то это 
можно сделать 10.9.8 720 снособа- 
МИ. 


5. Перестановки. Если из мешка 
вытаскиваются н выкладываются в 
ряд один за другим все элементы мно- 
жества № (и ни один элемент не воз- 
вращается обратно), то в конце кон- 
цов все элементы множества М№ ока- 
жутся расположенными в некотором 
порядке. В этом случае говорят о нс- 
рестановках без повторений из п эле- 
ментов. Таким образом, перестановка 
из л элементов — это л-слово без пов- 
торений из п элементов. Полагая в 
формуле (3) &— п, получаем, что число 
перестановок из п элементов равно п! 
Его обозначают символом Р,. Итак, 


Р. п! 


л 


6. Перестановки с повторениями. 
Мы уже знаем, что изя «букв» можно 


составить л* слов длины А. Некоторые 
из них отличаются друг.от друга своим 
составсм, а другие — только поряд- 
ком элементов. Соберем все слова, 
имеющие один и тот же состав, а 
именно такне, в которые входят #, 
раз первая буква, №, раз вторая бук- 
ва, ..., , раз я-я буква (мы считаем, 
что «буквы» в ‹алфавите» расположе- 
ны в каком-то порядке). Ясно, что 
ЕЕК ТЕ, т...ГЕ,. Число «слов» в 
этом подмножестве обозначим через 
Р (К,. ..., Е). Мы докажем сейчас, что 


| В 
Р(Е,, №, В а Ри) = у Е! | (4) 


Для этого заметим, что буквы, вхо- 
дящие в данное слово, можно пере- 
ставлять друг с другом А! способами. 
Но не все нз этнх способов изменяют 
слово. Например, слово баллада не 
нзменяется при перестановке второй 
и пятой или третьей и четвертой букв 
(в первом случае переставляются ме- 
жду собой две буквы а, а во втором — 
две буквы л). Подсчитаем число пере- 
сгановок букв, не изменяющих слово 
состава (Ё\, Ё.. ... А„). «егко видеть, 
что число таких перестановок равно 
ЕЦА,! ... А! (например, для слова 
баллада число таких перестановок ра- 
вно 3! 2! ——- мы можем переставлять 
друг © другом 3! способами буквы а 
и 2! способами буквы л; буквы би 9 
входят лишь один раз). Поэтому, что- 
бы сосчитать число перестановок с 
новтореннями, надо А! разделить на 
Е А... Е! Формула (4) доказана. 

Найд?м, например, сколько раз- 
личных слов получается при переста- 
вовке букв слова метаматематаика. 
В это слово входят 3 буквы м, 2 бук- 
вы е, 3 буквы т, 4 буквы а, 1 бук- 
ва ни |1 буква к, а всего 14 букв. 
Значит, число перестановок букв это- 


го слова равно 
243.234 1П Га 


зи = 
50 450 400. 


С помощью формулы для переста- 
новок с повторениямн можно получить 
новое доказательство формулы (2). 
Мы уже знаем, что каждое подмно- 


3* 


жество множества М можно зашифро- 
вать с помощью нулей и единии. Еслн 
множество № содержит м элементов, 
а подмножество — Ё элементов, то 
получим А единиц и л—А нулей..Зна- 
чнт, в множестве из л элементов есть 
столько же ЁЕ-подмножеств, сколько 
перестановок можно сделать из К еди- 
ннц и М нулей. Таким образом, 
1 

СЕР, ПЕ) = — 


ип Ю! о 


Задачн 


1. Пусть р,. -.-, — различные ‘простые 
числа. Сколько делителей имеет число 


а = р! раз а РЕК. 


где 01,....0% — некоторые натуральные числа 
(включая делители Ги 9$}? 

2. Сколькими сиособами можно пересга- 
внгь между собой буквы слова перешеек 
так. чгобы четыре буквы е че шли подряд? 

3. Сколькими способами можно  перс- 
ставить буквы в слове  камелия так. 
чтобы не менялся порядок гласных букв? 

4. Сколькими способами можио  пере- 
ставить буквы слова огоро? так, чтобы 
гри буквы в ис стояли рядом? 

5. Найдите сумму всех трехзначных чи. 
сел, которые можно записать с помощью цифр 
|, 2, 3, 4 (любую ия цифр можно использо- 
вать несколько раз). 

6. Найдите сумму четырехзначных чиссл, 
котолые получаются при всевозможных по- 
рестаиовках цифр -1. 2, 3, 4. 

7. Реиште ту же задачу для цифр 1, 2, 
в: 

8. С помощью комбинаторных рассужде- 
ний докажите тождества: 

8}. 4: 01 р 


б) ВА С^ С". 


Г 
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ДВИЖЕНИЕ ПЛАНЕТ 


Я. А. Смородинский 


В этой статье рассказывается о некстарых свойствах эллипса и о разных 


закономерностях движения плансг. 
законами Кеплера 


Сила тяжести 

Закон инерции кажется сейчас 
самым элементарным и естественным 
законом — с него начинается изуче- 
ние механики. Однако чтобы понять 
его, надо было отвлечься от того, что 
иронсходит непосредственно перед 
глазахит. В обычных условиях движе- 
нию тела в горизонтальной плоскости 
мешают трение и сопротивление воз- 
духа; при движении в вертикальной 
плоскости на тело действуют сила 
сопротивления воздуха и сила тяже- 
сти. От их влияния надо было осво- 
бодиться хотя бы мысленно. На это 
ушло много лет. 

Только после того как был нонят 
закон инерции — закон движения тел 
ирн идеализнрованных условиях, мо- 
жно было рассматривать движение 
тел под действнем сил. 

Закон падения тел на Земле уста- 
новил Галилей {1564 1642). Он пер- 
вым поставил перед собой задачу по- 
нять, как меняется скорость надающе- 
го тела в последовательные промежут- 
ки времени. Таким образом, он ввел в 
механику ускорение и установнл, что 
ускорения всех тел, падающих на 
землю, одинаковы и постоянны. Ното, 
что причина ускорения — сила тя- 
жести, было лишь позже понято Нью- 
тоном. 

Почти через сто лет после нублика- 
иян работы Галилея Ньютон открыл 
закон всемирного тяготения (1687 г.), 
согласно которому сила тяжести не 
постоянна, а убывает с увеличением 
расстояния между теламн как квад- 
рат этого расстояния. 

Если бы физика исторически раз- 
вивалась в таком порядке, в каком 
она излагается в учебниках, то только 
носле открытия Ньютона можно было 


я 


самые важные из которых называются 


бы перейти к изучению законов двн- 
жения ‘планет. Но развитие науки 
не подчнняется логике учебника. Зна- 
чительно раньше Ньютона эти законы 
установил современник — Галилея 
Иоган Кеплер (1571-1630). 

Познания Кеплера в механике по 
сравненню со знаниями современ- 
ного школьника были крайне скуд- 
лыми. Он не только не знал законов 
Ньютона (они еще не были открыты), 
но п имел весьма смутное представле- 
ние о том, что такое сила. Все, что бы- 
ло вруках Кеплера, - это очень акку- 
ратные дневники наблюдений движе- 
ння небесных тел, которые в течение 
многих лет вел его учитель Ти- 
хо Браге *} и продолжал вести он 
сам. Только необычайное трудолю- 
бие и уверенность в существовании 
простых законов, управляющих двн- 
жением иланет, позволили ему отк- 
рыть законы, которые с тех пор но- 
сят его имя. 

Законы Кеплера и сейчас не так 
уж очевидны. В основном это связа- 
но с тем, что эллипсы - - кривые, по 
которым движутся планеты, плохо 
известны обычному читателю. В дей- 
ствительности же получить законы 
Кеплера не так уж трудно. Для этого 
нужно воспользоваться двумя зако- 
нами механики: законом сохранения 
энергии (который не был известен ии 
Кеплеру. ни Ньютону) и законом со- 
хранения момента количества движе- 
ния. Последний, как мы увидим, экви- 
валентен второму закону Кеплера: 
площади, заметасмые радиусом-век- 
пором планеты за одинаковые про- 
межутки времени, одинаковы. 


*”) Тихо Браге был одним из последних 
астрономов, наблюдавших движение небес- 
ных тел невооруженным глазом. 





Рис. 1. 


Закон сохранения момента 
количества движення 


Мы не будем выводить этот закон, 
а только сформулируем его для слу- 
чая движения одной частицы под 
действием силы тяжести Солнца или 
Земли. - 
Если частица © массой м движется 
в поле тяжести Солнца или Земли 


-ь 


(точка О на рисунке 1) со скоростью о, 
то ее количество движения (импульс) 


> 


Р-=то. 
На рисунке | изображен кусочек 


траекторни частицы. Вектор Р нап- 
равлен по касательной к траекторни- 
Опустим из начала координат — то- 
чки О -- перпендикуляр на ирямую, 


определяемую вектором Р. Расстояние 
в от начала координат до-этой ирямой 
(ллину опущенного нами нерпендику- 
ляра) называют прицельным пара- 
метром. 

Моментом количества движения 
нли угловым моментом /. называется 
произведение 

[. = рту — рР. 


Так как момент силы тяжести отно- 
снтельно точки О равен нулю, мо- 
мент количества движения части- 
цы не изменяется при све движении. 
Покажем, что закон сохранения 
момента” количества движения экК- 
вивалентен закону площадей Кепле- 


ра. 


Действительно, если иобсмотреть 
ка голубой треугольник с основанием, 
равным СА то легко заметить, что 
его площадь равна 


1 


Здесь рф — высота треугольника и в 
то же время прицельный параметр. 
Если АЁ мало, то основание тре- 
угольника практически совнадает с 
кусочком траектории, который ча- 
стица проходит за время ЛЬ, а сам 
треугольник — это кусочек илощади, 
которую проходит (иногда говорят 
«заметает») радиус-вектор частицы за 
время АЁ Но рту=ЬЁ, поэтому 


1 
5 = от САМ. 


Так как момент количества движе- 
ния Г не меняется со временем, то 
наощадь, которую «заметает» раднус- 
вектор частицы, пропорциональна вре- 
мени. За равные промежутки времени 
радиус-вектор частицы всегда «за- 
метает» равные площади. 

Второй закон Кеплера можно рас- 
сматривать как обобщение закона 
инерцин. ри свободном ` движении 
остается постоянным путь, прохо- 
димый частицей в единицу ‘времени, а 
при Овижении в поле тяжести оста- 
ется постоянной площадь, «замета- 
емая» радиусом-вектором частицы. 

Кеплер не знал закона сохране- 
ния момента количества движения и 
открыл его эмпирически. Сначала он 
думал, что скорости движения планст 
обратно пропорциональны их рас- 
стоянням до Солнца. Но такое иред- 
положение не сходилось с наблюде- 
ниями, записанными в журналах Ти- 
хо Браге. Тогда Кеплер попробо- 
вал найти несколько более сложный 
закон. Он стал рассматривать все 
возможные радиусы-векторы планеты 
одновременно. Такая картнна —- сво- 
сго рода эквивалент вычисления пло- 
щади. И Кеплер обнаружил, что пло- 
щади, покрываемые радиусом-векто- 
ром планеты в единицу времени, одн- 
наковы на всех участках орбиты. 
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Рис. 2. 


Закон сохранения знергии 


На поверхности Земли сила тя- 
жестн равна лс. Если ввести потен- 
циальную энергию тела в поле тя- 
жести И=тей (й — расстояние от 
тела до Земли), то можно утверждать, 
что при движенин тела сумма его кн- 
нетической и потенциальной энер- 


в ту? 
гий Е ---5- т тай не меняется. 


Однако выражение для {/, ко- 
торое мы написали, справедливо толь- 
ко при небольших расстояниях от 
тела до Земли, когда Я мало по срав- 
нению с раднусом Земли и силу тя- 
жести можно считать постоянной. 
Если высота становнтся большой, то 
сила тяжести уменьшается с рассто- 
янием. Согласно закону Ньютона 

|| ы т, 
где \ — гравнтационная постоянная, 
М — масса Земли н А — расстояние 
от тела до центра Земли. 

Если пользоваться точным выра- 
жением для силы тяжести, то потен- 


циальную энергию надс заменить на 
тМ 
И — —у-р-. Проверим это. Вспом- 


ним, что работа, которую совершает 
тело при движении, равна уменьше- 





Рис. 3. 


нию его потенциальной энергин. Со- 
считаем работу, совершаемую телом, 
падающим с высоты ВЮ. да высоты КЮ. 
от центра Земли (рис. 2). Для этого 
надо вычислить разность потенциаль- 
ных энергий тела: 


работа -= И, — М, = 
- утМ — =- Е к. = 
= у М (м) } 


Если ,—Ю,<В, (Ю.=Е)), то произ- 
ведение ЮР ‚ можно заменить на К? — 
квадрат среднего геометрического Ю, 
н Ю, (прин Ю.Ю, К=Ю.=Ю,), а 
К.Ю, заменить на {-- путь, прой- 
денный телом. Тогда последняя фор- 
мула прнобретет вид 
че тм 
работа = силах путь = ф-рг [. 


сила путь 
Тяжести 


Это и означает, что выражение для (/, 
которое мы написали выше, — дейст- 
вительно лотенциальная энергия тела 

Теперь нам по-другому нужно за. 
нисать формулу для полной энергии 
тела: 


ти? тм Г 2 М \ 
а о. 
Эллипс 


Начнем с обычного определениу 
эллипса (рнс. 3). Эллинсом называ 
ется геометрическое место точек, сум 
ма расстояний которых до двух точе! 
(фокисов эллимса) постоянна. 





Рис. 4. 


Из этого определения можно вы- 
вести интересное «оптическое» свой- 
ство эллипса: если в одном из фокусов 
зеркального эллипсонда *) поместить 
источник света, то все лучи, вышедшие 
из него, соберутся в другом фокусе 
эллипсоида **). Это означает, что углы 
между прямыми, идущими в точку 
эллипса из его фокусов; и касательной 
к эллипсу равны между собой (рис. 4). 

Докажем, что эллипс обладает еще 
одним свойством, которое даже удоб- 
но принять за определение эллипса. 
Для этого проведем касательную & к 
эллипсу в точке А и опустим из обоих 
фокусов эллипса перпендикуляры на 
эту касательную (рис. 5). Один из пер- 
нендикуляров. продолжим за пря- 
мую & На расстояние Ё,М№,, равное 
№.Ё›. Соединим теперь точки РЁ; и Ё, 
с точкой А. Покажем, что Р.АЁР, — 
прямая. 

Это сразу видно из того, что &, = 
=. (по построению} и &,=0., (со: 
гласно оптическому свойству эллип- 
са). Следовательно, и,—@©., а, зна- 
чит, РАЁ, — прямая. 





*) Эллийсондом называется геометричес- 
кое место точек, сумма расстояний от ко- 
торых до двух фиксированных точек постоян- 
на. Такая поверхность получается при пра- 
щении эллипса вокруг свосй оси. 

**) Доказать это свойство эллипса проще 
всего, воспользовавшись принципом Ферма 
{см. «Кваит» № Ш, 1970). 





Рис. 5. 


Далее, так как АЁР,-=АР», то 
Е.Е. = В.А АЕ, = Р.А + АЕ», то 
есть отрезок Ё,Ё. равек сумме рас- 
стояний от точки эллипса до фокусов. 
Обозначим эту сумму 2а. Опустим 
теперь перпендикуляр Ё,В на пря- 
мую Е›Ё›, вычислим длину катега 
Е.В из двух прямоугольных треуголь- 
ников — коричневого и желтого — и 
приравняем оба выражения для Ё,В 
друг другу: 

(2а}* — (р, рр-)* == (26) — ф.-р1. 
Раскрывая скобки, получим 
Рафа —2". 

Итак, произведение ро не зависит 
от того, в какой точке проведена ка- 
сательная. Проведем ее в конце малой 
полуоси (рис. 6). В этом случае 


а*.—6--с. Поэтому ро. == 6". 


Таким образом, мы получили ос- 
новную теорему: 

Произведение расстояний от двух 
фокусов до любой касательной эллипса 
есть величина постоянная, равная квад- 
рату малой полуоси. 





Рис. 6. 


Первый закон Кеплера 


Теперь мы можем рассмотреть двн- 
женне планеты. Для простоты мы не 
будем доказывать, что орбита плане- 
ты — эллипс, а, предположив это и 
испоаъзуя законы сохранения момен- 
та количества движения и энергии, 
найдем его полуоси и убедимся в том, 
что движение по эллнпсам в поле тя- 
жести не противоречит законам сохра- 
нения. 

Отметим два положения планеты 


-А и А’, симметричные относительно 


центра эллииса (рис. 7). Можно ска- 
зать и иначе: точка А — истинное по- 
ложение иланеты в некоторый мо- 
мент времени, а 4”’— получена из 
первой переносом Солнца в другой 
фокус, в то время как планета оста- 
етея на прежнем месте. 

Запишем закон сохранения энер- 
гни. Отмечая величины индексом ] для 
точки А и индексом 2 для точки А’, по- 





лучим (Е, =Ез-Е)*). 
а то г т М. тез т М 
р Ат Гав: ЗОН т г. 


Угловой момент иланеты равен 
произведению количества движения 
ти, (или то.) на «илечо» — при- 
цельный параметр р, (или р.), при- 


*) Кинстическая энергия планеты меныйс 
потенциальной {иначе планета улетела бы от 
Солнца), поэтому полная энергия ТГ +- И* и 
Е 0. 
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Рис. 7. 


чем угловой момент для обонх поло- 
жений планеты одннаков: 

фто. =тарь. 
Вычислим произведение кинетических 
энергий планеты в точках А и А’: 


Ека 
ти 


г“ -[-Е+-}х 


по? 


Г.7.= 


` 


и 4 к 





Го 
(Здесь @ = = уМт.) 
Заменив в этом уравнении скорости 
нх выраженнямн через момент коли- 
чества движения, после простых пре- 


образований получим: 


р, ВИ А __— @ (ть 2 73) Е-- а? 
Е тр? р? 7 таз ь 


Нетрудно увидеть, что это равенство 
выполняется, если орбита планеты — 
эллийс. Действительно, для этого ну- 
жно Положить 
а 
ЕЕ 2а 
и 
Е 3 
Варе Эр: 


Оба эти равенства —- не что иное, 
как два определения эллииеа, при- 
веденные выше. 

Таким образом, нашатраектория - 
эллипс с полуосями: большой 


НМ и малой Бе 
ИИ 


Еще одно уравнение эллипса 


Веркемся к закону сохранения 
энергин. Выразив опять скорость пла- 
неты через ее момент количества двн- 
жения Ё, и подставив затем в выраже- 
ние для полной энергии планеты, по- 
лучим 

[3 тм 
ЭтЕр? — 7ТВЕ 
Если в этом уравнении заменить вы- 


ражение и. на а, а выражение 
[2 
5тЕ На Ь?, то мы получим, что 
ес] 
В ЗО 
или 
Ь2/а 2 1 
р = В а 


Здесь Ю — расстояние от точки на 
эллипсе (планеты) до какого-либо фо- 
куса (Солнца), ар --— длина перпенди- 
куляра, опущенного из этого же фо- 


куса на касательную к той же точке. 
Ь2 
Можно показать, то —— — [.. ор- 


днната точки эллипса, для которой 
абсцисса равна с (точка А на рис. 6). 
Тогда закон сохранення энергии мож- 
но записать так: 


} 
(+) ===. 

Так как мы знаем, что планеты двн- 
жутся по эллипсам, то это равенство 
можно рассматривать как уравненне 
траекторин, связывающее расстоянне 
Ю до планеты с расстоянием до каса- 
тельной р. Оно называется полчрно- 
касательным уравнением эллипса. Ес- 
ли бы мы его знали раньше (оно редко 
приводится в учебниках), то сразу 
могли бы сказать, что первый закон 
Кеплера — это пржто закон сохра- 
нения энергии для движения планет. 


Скорость 


Оказывается, мы можем опреде- 
лить не только траекторию планеты, 
но и ее скорость в любой точке тра- 
ектории. Пусть это точка А на рн: 


— 


сунке 7. 


Напишем опять 
Рара — 6 н Е -тира. 
Отсюда 


1. 
0: — ть Ра. 


Е 


г так как 6=-— 
| И2тЕ’ 


то и == и 


аким образом, величина скоро- 
сти пропорциональна расстоянию от 
касательной к эллипсу в точке А до 
второго фокуса эллипса. Направлена 
скорость, конечно, по касательной к 
эллийсу. 

Проведем еще касательную Г к 
эллипсу в точке А’ (рис. 7). Очевидно, 
что расстояние от фокуса Ё, до ка- 
сательной Г также равно р.. Поэтому 
при движенни планеты отрезок КК” 
вращается вокруг точки Ё, так, что 
его длина меняется, но произведение 
отрезков КЁ, и К’Ё, остается посто- 
янным. 

Из формулы рр. 65? можво по- 
лучить интересное свойство траекто- 
рнн планеты. Заменяя прниельные 


параметры р, ир. на скоростн (г ыы 


92[. | В 
н р 2Е | и подставляя вместо $ 


[3 
выражение ЗЕ Е’ получим 
ЗЕ 
9103 т. 


Здесь и, и и, — скорости планеты в 
двух точках эллипса, симметричных 
относительно центра. 

Упростим эту. формулу. Если бы 
частица с энергией Е двигалась сво- 
бодно, то ее скорость была бы равна 


2 
/2Е теб 
бо =: у -= (так как —_ -Е ). Бу- 


дем нзмерять скорость в единицах и *). 


*) Введя и, выражение для малой полуосн 
эллипса можно записать в таком виде: 


1. 


о 


Из этой формулы, в частностн, следует, что 
скорость планеты на концах малой полуосн 
как раз равна 4. 
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каждой точке годографа, то годограф ие из- 
менится, а просто скорость повернется на 
180°. Эго свойство иазывается инварнант- 
ностью движения относительно ниверени 
скорости. 

Если траектория планеты круговая, то 
Р=1 (локажите"). В этом случае годограф — 
окружность с центром в начале координат. 


ГОДОГРАФ \. 


ча ко 


Период обращения 


\/ Для того чтобы вычислить пернод 
2 обращения -- время полного оборота 
планеты вокруг Солнца или искусст- 

и венного спутиика вокруг Земли, — 
| надо сосчитать время прохождения 
| каждого участка траектории {от- 
Рис. 8. 


| 
1 
|} 
| 
} 
| 
| 





Тогда скорость планеты будет без- 
размерной. Скорость — это число, пс- 
казывающее, сколько раз содер- 
жнтся в скорости планеты: 


Ра #. 
В, ре и В, м“ 


Согласно предыдущему скоросги В, 
н В. связаяы соотношеннем 


В. г. 


Что это значит? Если частица движет- 
ся в какой-то точке орбиты со скоро- 
стью В, то вточке, симметричной отно- 
сительно центра орбиты, ес скорость 


| 
будет равна В 


Мы онисывали траекторию планеты, за- 
давая ‘се положение (координаты) в каждый 
момент времени: Можно поступить и нначе — 
задевать скорости планеты. Кривая, кото- 
рую мы ири этом получим, называется го- 
дографом скорости (можно сказать, что это 
траектория в простраастве скоростей). Так 
как произведение отрезков В; и В» постоян: 
но, 10 годограф скорости планеты — окруж- 
ность (рис. 8) (вспомиите тебрему: «Иусть 
внутри окружности дана точка. Тогда для 
всех хорд, проходящих через эту точку, 
произведения длин отрезков, га которые делит 
хорды эта точка, одинаковы»). 


| 
Если мы заменим скорость В на р 
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дельно, так как скорость все время 
меняется) и просуммировать затем 
пр всем участкам, Сделать это эле- 
ментарно, конечно, нельзя, но можно 
обойти все ‘трудности. 

Из второго закона Кеплера мы 
знаем, что за время АЁ радиус-вектор 
планеты «заметает» площадь, равную 


[ 
ть АЕ (напомним, что [.—=с01$). Зна- 


чит, период обращения можно вы- 
числить, поделив площадь элипса 
на постоянную скорость «заметания» 
уе Зэалниеа 
[/2т 
Так как эллиис получается из окруж- 
ностн, сжагой в одном направлении 


с з 
в — раз*), то площадь эллипса равна 


ь 


у |) 
у ’ 
Ти Энру МВ ИР -[ 


Из этих формул получаем 


Зларт 
тетя. 





Но Ь А поэтому 
у 2Ет ы 


аи 





*) См. статью И. Н. Бронштейна «Эллипс» 
(«Кваитя № 9. 1970 }. 


=== 





или, подставив сюда выражения для 


. Мт` [2 Е з 
а [4=75Е | и заменив (=) на #3, 
получим 
а дд т. т лум 


Из этой формулы видно, что период 
сбращения зависит только от вели» 
чины 9,. Если из одной и той же точ- 
ки над поверхностью Земли выпущено 
несколько одинаковых снутников в 
разкых направленнях, нос одной и той 
же скоростью и,, то все они одновре- 
менно (через время Г) соберутся в той 
же точке. 


1» 


Третий закон Кеплера 
Если теперь в формулу (=) для пе- 
риода обращения планеты вместо энер- 


гии Ё подставить се выражение через 


г тм \ 
Болывую полуось | Е а}, то но- 


яучим 

1 
Следовательно, 7Т* пропорционально 
4”, ТО есть квадрат периода обраще- 
ния планеты ` пропорционален кубу 
большой полуоси эллипса. А это и 
есть третий закон Кеплера. 
1 


Т_- 2ла* 





Рис. 9. 


Эллияс — геометрическое место центров ок- 
ружностей, проходящих через фокус и ка- 
сающихся заданной окружности (наирав- 
ляющей окружности}. 


В этой статье мы рассказывали по- 
немногу о геометрии, об оптике и ме- 
ханике. Решите теперь задачи. 


Оптическая задача 
В одном изфокусов эллиясоида, виутрем- 
няя поверхность которого зеркальна, нахо- 
дится точечный источник света. Построить 
изображение эгого источника для наблюда- 
теля, находящегося во втором фокусе эллип- 
сочда. 
Геометрическая задача 
Показать, чго эллийс есть геометрическое 
места центров окружностей, проходящих 
через фокус н касающихся заданной окруж- 
ностн (направляющей окружности) (рис. 9}. 
Нарисункевндно, что основания перпенди- 
куляровр; ир. лежат на «главной окружнос- 
ти». Случайно ли это? 
Космическая задача 
Орбита спутийка Земли имеет параметры: 
панболыьшее расстояние К, наименьшее рассто- 
яние г. Вычислить полную энергию и угло- 
вой момент спутника. Найти скорости спут- 
ника па концах большой и малой осей. 
Красивое построение 
Рисунок па обложке журнала построен 
так: "внутри окружности выбрана точка, 
ц из нес как из центра проведена окружность 
меньшего раднуса. Из ценгра этой второй ок- 
ружности прозедены лучи до встречи с боль- 
шой окружностью. Через точку на каждом 
луче. лежащую посередине между двумя ок- 
ружностями, проведена хорда, перпендн- 
кулярная этому лучу. Пятно внутри имеет 
форму эалинса. 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК 





ВСПОМОГАТЕЛЬНАЯ 
ОКРУЖНОСТЬ 


Э. Г. Готман 


Решение многих геометрических задач начинается с проведения вспо- 
могательных линий, которые помогают установить связь между данными 
и неизвестными элементами фигуры. Отыскать удачное вспомогательное 
построение часто бывает нелегко. Поэтому к каждой решенной задаче сле- 
дует присмотреться и постараться выяснить, почему те или иные вспомо- 
гательные линни приводят к цели. Нельзя ли найденный прием использо- 
вать при решеннн некоторых других задач? 

На очередном заседании математического кружка рассмотрим однн из 
интересных приемов решения геометрических залач, который состоит в 
том, что в чертеж вводится вспомогательная окружность. 


Пример |1. В остроугольном 
треугольнике проведены высоты АР, 
ВО н СЮ. Доказать, что САВО == 
== .АРЮ *). 

Решен не. Пусть ЯН — точка ие- 
ресечения высот треугольника АВС 
(ряс. И. Так как САРВнХСВВ пр»- 
мые, то около  четырехутольника 
ВРНИЮ можно описать окружность, 
приняв ВЯ за диаметр. Пострбив ес, 
замечаем, что /.АВО = (ДАРЮ (как 
виисанные углы, онирающиеся иа 
сдну и ту же дугу). 


*} См. «Квант» № 1, 1970. ср. 59. 





Рис, №. 
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Такнм образом, построение всно- 
могательной окружности позволило 
нспользовать теорему о вписанных 
углах н благодаря этому установнть 
связь между указанными в задаче 
углами. 

Выясните, как изменится резуль- 
тат, ели ХВ зреугольшика АВЕ 
ТУНОЙ. ь 

Решите самостоятельно несколько 
аналогичных задач. 

т. Из произвольной точки АД ка- 
тета ВС прямоугольного треугольни- 
ка АВС опущен на тниотенузу АВ 
пернендикуляр ММ. Доказать, что 
МАМ = Х.МСМ. 

2. Доказать, что прямая, соединя- 
кицая пернишу прямого угла прямоу 
гольного треугольника с центром ква- 
драта, внешние ностроеиного на гино- 
тенузе, делит прямой угол треуголь- 
ника понолзм. 

3. Из пронзвольной точки А внут- 
ри даиного угла опущены пернеяди- 
куляры МР и 440 на стороны угла. 
Из вериины угла А опущен перпен- 
дикуляр АК-на отрезок РО. Дока- 
зать, что КАР == ДМАО. 

Пример 2. Доказать, что отре- 
зок, соеднияющий основания двух 
высот остроугольного треугольника, 
отеекает от него треугольник, но- 
добный данному. 








Рис. 2. 


Решение. Пусть АА, и ВВ, — 
высоты остроугольного треугольника 
АВС (рис. 2). ГАА Ви х АВ, В пря- 
мые, поэтому окружность, построен- 
ная на стороне АВ треугольника как 
на диаметре, пройдет через точки 
А, и В,. Далее, ДАВС = 180°— 
—САВА,, ГА, В,С = 180° — 
—/АВ.А,, поэтому ХАВС = 
= А. В.С, и треугольники АВС и 
А,В,С подобны. 

Эту задачу можно решить и без 
вспомогательных построений, если за- 
метить, что треугольники АА,С и 
ВВ.С подобны, и записать пропорцию 


и И 
АС Г ВС 


Решите каждую из двух следую- 
щих задач обоими способами. 

4. Из вершины А параллелограмма 
АВСО проведены высоты АМ и АМ. 
Доказать, что треугольники АММ и 
АВС подобны. 

5. Из основания Н высоты СН 
треугольника АВС опущены на сто- 
роны АС и ВС перпендикуляры НМ 
и НМ. Доказать, что треугольник 
СММ подобен треугольннку АВС. 


Иногда выгодно описать окруж-. 


ность и около треугольника. 
Пример 3. Доказать, что квад- 
рат биссектрисы треугольника равен 
разности между произведением зак- 
лючающих ее сторон и произведением 


Рис. 3. 


отрезков третьей стороны, на которые 
она делится биссектрисой. 

Решение. Около треугольни- 
ка АВС опишем окружность и про- 
должим биссектрису СО треугольни- 
ка до встречи с окружностью в точке 
Е (рис. 3). Пусть ВС =а, АС = Ь, 
АБ = т, ВО = в, СР = Е ОЕ =х. 

По условию АСЕ = { ВСЕ, кро- 
ме того, ДАЕС = ДАВС, как впи- 
санные углы, опирающиеся на одну 
и ту же дугу. Следовательно, треу- 
гольники АСЕ и ВСР подобны и 
Г-х а 
с амИкьС 
откуда ? = аб — (х. Хорды АВ и 
СЕ пересекаются в точке О. Поэтому 
выполняется равенство [х = тп. Сле- 
довательно, {= аб—тя. 

Пример 4. Высота и медиана 
треугольника, проведенные из одной 
вершины внутри него, различны и 
образуют равные углы со сторонами, 
выходящими из той же вершины. 
Локазать, что треугольник прямоу- 
гольный. 

Решение. Пусть высота СН и 
меднана СМ треугольника АВС об- 
разуют со сторонами АС и ВС равные 
углы (рис. 4). Опншем около треуголь- 
ника АВС окружность и продолжим 
медиану СМ до встречи с окружно- 
стью в точке О. Рассмотрим треуголь- 
ники АСН и ВСО. Так как _АСН = 
= Х ВСМ по условию и (А = (О, 
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справедливо равенство 
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Рис. 4. 


как вписанные углы, опирающиеся на 
одну н ту же дугу, то ДАНС = 
== СВР = 90°. Следовательно, СО— 
диаметр окружности. 


Центр окружности лежит на диа- 
метре СР и на перпендикуляре т 
к стороне АВ в ее середине М. Так 
как медиана СМ не является высотой, 
то прямые СО и т имеют только одну 
общую точку М, которая и является 
центром описанной окружности. Сле- 
довательно, АВ — диаметр окруж- 
ности и АСВ = 90°. 

Используйте полученный резуль- 


тат для решения следующих двух 
задач. 


6. Определить углы треугольника, 
в котором 

а) меднана и высота, проведенные 
из одной вершины, делят угол на 
три равные части; 

6) медиана, биссектриса и высота, 
проведенные из одной вершины, делят 
угол при этой вершине на четыре 
равные части. 

7 Построить треугольник, зная 
углы, которые образуют меднана, бес- 
сектриса и высота, выходящие из од- 
ной вершины. 

Пример 5. Построить равно- 
сторонний треугольник так, чтобы 
вершины его лежали соответственно 


на трех данных параллельных пря- 
МЫХ. 





Рис. 5. 


Известно несколько решений этой 
интересной задачи с использованием 
вращения вокруг точки, подобия н 
алгебраического метода. Весьма крат- 
кое решение получается с помощью 
построения вспомогательной окруж- 
ности. 

Решение. Пусть АВС — ис- 
комый равносторонний треугольник, 
вершины которого лежат соответст- 
венно на параллельных прямых а, В 
и с (рис. 5). Окружность, описанная 
около него, пересекает прямую с, 
кроме. точки С, еще в некоторой точке 
р. Тогда на основании свойства впи- 
санных углов имеем ХАОС = 
= С АВС = 60°. 

Отсюда вытекает следующее по- 
строение. Из произвольной точки О 
прямой с проведем лучи, образующие 
с прямой с углы 60” и 120?. Пусть 
один из лучей пересечет прямую а 
в точке А и прямую Ь в точке В,, 
а другой пересечет прямую 6 в точке 
В. Тогда отрезок АВ будет стороной 
треугольника АВС. 

Отложим на прямой с отрезок ОС, 
равный отрезку АВ,, так, чтобы 
точки С’и А лежали по одну сторону 
от прямой ВР. Тогда точка С — 
третья вершина треугольника АВС, 
так как треугольники АВВ, и ВСР 
равны, откуда следует, что АВ = 
=ВС и ДАВС = 60°. 

Таким образом, прием построе- 





Рис. 6. 


ния вспомогательной окружности це- 
лесообразно применять и при реше- 
нии некоторых задач на построение. 

Рассмотрим еще одну более слож- 
ную задачу, при решении которой 
самое трудное — догадаться описать 
около квадратов окружности. 


Пример 6. На сторонах АС и 
ВС треугольника АВС вне его по- 
строены квадраты АСА.А, и ВСВ,В.. 
Доказать, что прямые АВ,, А,В 
и А.В, пересекаются в одной точке, 
и определить углы между этими пря- 
МЫМИ. 


Решение. Если АСВ = 90°, 
то справедливость теоремы очевидна. 
Прямые АВ, и А,В перпендикулярны 
и каждая из них пересекает прямую 
А.В, в точке С под углом 45° (рис. 6). 

Если /_АСВ--90°, то окружности, 
описанные около квадратов, имеют 
кроме точки С еще одну общую точку 
С., которая как раз и оказывается 
точкой пересечения прямых АВ,, А.В 
и Л.В. (рис. 7). — Действительно, 
ДА.С.С = 90°, как вписанный, 
опирающийся на  полуокружность. 
Аналогично .СС.В, = 90°. Поэ- 
тому ХА,.С.С + С СС,В, = 180', 
т. е. лучи С.А, и С,В. составляют 
прямую. ` 

Точно так же доказывается, что 
точка С, лежит на прямых АВ, и 
А :В. 

Рассматривая полученные — впи- 
санные углы, находим, что прямые 
АВ, и А,В взаимно перпендикуляр- 
ны и каждая из этих прямых обра- 
зует с прямой А.В» угол 45°. 


Рис. 7. 


Следующая задача имеет много 
общего с предыдущей. 

8. На сторонах АВ, ВС и СА про- 
извольного треугольника АВС вне 
его построены равносторонние треу- 
гольники АВС,, ВСА, и САВ.. До- 
казать, что прямые АД,, ВВ., СС, 
пересекаются в одной точке и каждая 
из них образует с другой угол 60°. 

3. Доказать, что если два противо- 
положных угла четырехугольника ту- 
пые, то диагональ, соединяющая вер- 
шины этих углов, короче второй диа- 
гонали. 

Приведем еще две задачи на мак- 
симум и минимум, для решения кото- 
рых также целесообразно определен- 
ным образом построить — вспомога- 
тельную окружность. 

10. На одной стороне угла с верши- 
ной в точке $5 даны точки А и В. Най- 
ти на другой стороне точку С, из 
которой отрезок АВ виден под наи- 
болышим углом. 

1. Из произвольной точки М, 
лежащей на стороне АВ треугольни- 
ка АВС (или на ее продолжении}, 
проведены перпендикуляры МР и 
МО к сторонам АСи ВС..При каком 
условии отрезок РО будет наимень- 
шим? 

Таким образом, разнообразные гео- 
мегрические задачи решаются с по- 
мощью одного и Того же приема. 
Построение вспомогательной окруж- 
ности позволяет увеличить число тео- 
рем, которыми можно пользоваться 
при решении задачи, и благодаря 
этому отыскивать зависимость между 
элементами фигуры. 
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ЛАБОРАТОРИЯ «КВАНТА» 


А. Г. Косоуров 


ВОЛНЫ В МЕЛКОЙ ТАРЕЛКЕ 
(ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ) 


Бросая в вору камешки, 
наблюдай круги, ими обра- 
зуемые. 

К. Прутков 


Во 





Рис. 1. Установка для наблюдения волн. Одиночный источник. 
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Нет в природе явления более уни- 
версального, чем распространение 
волн. Волны на поверхности воды, 
звук, свет, радио, передача деформа- 
ции от одних частей твердого тела к 
другим — все это волновые процес- 
сы. Квантовая механика показывает, 
что и движением микрочастиц управ- 
ляют волновые законы. Все этн волны 
нмеют разную физическую природу, 
разные скорости распространения, раз- 
ные частоты ин длины волн. Но неза- 
висимо от этого в движенин любых 
волн много общего. Изучив законы 
распространения волн одной приро- 
ды, можно большинство их них пра- 
ктически без изменения перенести на 
волны другого типа. Изучать же вол- 
ны удобнее всего на поверхности воды. 

Что такое волна? Бросьте в пруд 
камень. На спокойной горизонтальной 
поверхностн пруда возникнут разбе- 
гающиеся круги. Точки поверхности 
воды, до которых дошла волна, на- 
чинают колебаться относительно сво- 
его равновесного положения. Это ио- 
ложение соответствует горизонталь- 
ной поверхности. Чем дальше нахо- 
дится точка от места падения камня, 
тем с болышим запозданием «узнает» 
она о падении камня. Возмущение рас- 
пространяется с определенной ско- 
ростью. Точки, до которых возмущение 
дошло одновременно, находятся в одн- 
наковой стадии колебательного дви- 
жения (в одинаковой фазе). Скорость 
перемещения этой фазы и есть ско- 
рость волны. Она измеряется в нап- 
равлении вормали к фронту волны. 

Для волн любой природы всегда 
можно указать физические объекты, 
которые под действием волны испы- 
тывают возмущение, то есть отклоне- 
ние от своих равновесных значений. 
Для звука — это периодические по- 
вышения и понижения давления. Для 
радноволн и света — быстрые изме- 
нения напряженности электрического 
и магнитного поля. | 

Свойства всех без исключения сред 
таковы, что возмущение, возникшее в 
некоторой области, распространяется, 
ередаваясь от точки к точке с ко- 
нечной скоростью, которая зависит 


от природы возмущения и свойств сре- 
ды. 

Для возникновения волны необхо- 
дим источник возмущения, т. е. внеш- 
няя причина, вызывающая в неко- 
торой области среды нарушение рав- 
новесия. Источник малого размера, 
как, например, камень, брошенный 
в воду, излучает в однородной среде 
(т.е. в такой среде, в которой ско- 
рость волиы не завнсит от направле- 
ния ее распространения) сферические 
волны (на поверхностн воды — кру- 
говые), распространяющиеся по ра- 
диусам. Такие источники волн назы- 
вают точечными. 

Один из основных принципов эле- 
ментарной волновой теорин — прин- 
цип независимости волн или принция 
суперпозицин. Он утверждает, что 
возмущение, которое вызывает волна 
в точке наблюдения, не зависит от 
того, что через эту точку одновременно 
проходят другие волны. Принцип су- 
перпозиции дает простое правнло для 
нахождения суммарного действия волн 
от нескольких нсточников: суммарное 
колебание просто равно сумме ко- 
лебаний, вызываемых каждым ис- 
точником в отдельности. 

Характерная особенность волно- 
вых процессов — интерференция волн. 
Интерференцией называют совокул- 
ность явлений, возникающих в среде 
при распространении волн от двух 
или нескольких источников, колеблю- 
щихся согласованно (синхронно). При 
этом оказывается, что в некоторых 
точках среды колебания, вызванные 
одновременным действием двух ис- 
точннков, будут сильнее или слабее, 
чем колебания, вызванные каждым 
источником в отдельности. Может 
случиться, что согласованные волны 
вообще погасят одна другую. 

На первый взгляд явление интер- 
ференции противоречит принципу су- 
перпозиции. Прежде чем обсуждать 
это, постараемся посмотреть на интер- 
ференцию собственными глазами. Ис- 
кушенный глаз без труда увидит ин- 
терференцию при пересечении волн 
от двух брошенных в пруд камней. 
Однако для изучения интерференции 
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этот способ не годится. Мы получим 
устойчивую ннтерференционную кар- 
тину водяных волн на лабораторном 
столе. 

Прежде всего необходим сосуд с 
водой. Чтобы волны, отраженные от 
его стенок, не маскировали волн, 
идущих от источников, нужен сосуд 
с пологими стенками. В этом отно- 
шении хороша обыкновенная мелкая 
тарелка, в которую вода наливается 
почти до самого верха. Набегая на 
стенки, волны быстро затухают и по- 
чти не отражаются. Генератором волн 
может служить электрический зво- 
нок с отвинченным колпачком. К мо- 
лоточку звонка прикрепите кусок 
проволоки, на ее конец наденьте проб- 
ковый шарик, который и будет то- 
чечным нсточником волн. Проводя 
опыты, следите за тем, чтобы провода 
были хорошо изолированы. 

Звонок нужно „укрепить над та- 
релкой так, чтобы поворотом звон- 
ка можно было погружать пробковый 
шарик в воду у края тарелки. Питать 
звонок лучше всего через автотранс- 
форматор. Это позволит регулировать 
амплитуду колебаний. Очень удобен 
автотрансформатор от детской желез- 
ной дороги. Подойдет и трансформа- 
тор от прибора для выжигания. Вклю- 
чив устройство, мы увидим на поверх- 
ности воды круговые волны с рассто- 
янием между соседними горбами — 
ллиной волны — около 1 см (рис. 1 
на стр. 36). 

Наблюдать волны лучше всего но 
тени на дне тарелки при прямом сол- 
нечном свете или свеге яркой лампы. 
Каждая волна, действуя как ци- 
линдрическая линза, дает на дне та- 
релки светлую полосу, повторяющую 
форму фронта волны. Однако волны, 
бегущие со скоростью около 10 см/сек, 
сливаются для взгляда, фиксирован- 
ного на неподвижной тарелке. Они 
видны только вблизи источника, где 
их амплитуда велика. Чтобы увидеть 
их на всей поверхности воды, нужно 
быстро поворачивать голову. Точно 
так же при быстрых движениях голо- 
вы можно рассмотреть спицы катяще- 
гося колеса. Очень эффектно наблю- 
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дать волны на матовом стекле фотоап - 
парата, особенно крупноформатного. 
Держа камеру в руках и плавно лока- 
чивая ее, легко добиться, чтобы волны 
были вндны на всей поверхности. При 
этом кажется, что они бегут очень мед- 
ленно. Можно смотреть на отражение 
поверхности воды и в зеркале. Легкне 
двнжения зеркала также делают вол- 
ны видимыми по всей поверхности. 
Но удобнее всего наблюдать волны при 
стробоскопическом освещении. Если 
‘освещать установку короткими вспыш- 
ками света с частотой, равной часто- 
те источника волн, то от одной вспыш- 
ки до другой волны переместятся на 
одну длину волны, ин волновая картина 
волн будет казаться неподвижной. 
Такое освещение чрезвычайно легко 
осуществить. Достаточно параллельно 
обмоткам магнита звоика включить 
небольшую лампочку. С расстояния 
0,5—-| м она хорошо и равномерно 
осветит установку, и неподвижная те- 
невая картина волн будет хорошо вид- 
на. Для фотографирования лучше вос- 
пользоваться прямым солнечным све- 
том. 

Укрепите теперь на молоточке звон- 
ка согнутую из проволоки вилку с ку- 
сочками пробки на концах. Рассто- 
яние между концами вилки 2—3 см. 
Еслн концы будут опускаться в воду 
одновременно, получится два источ- 
ника волн, колеблющихся не только 
синхронно, т. е. в такт, но и синфазно, 
т. е. волны от обоих источников будут 
возникать в один и тот же момент 
времени. Картина будет примерно 
такой, как на рисунке 2. Ог источни- 
ков волн веером расходятся области 
больших амплитуд, разделенные об- 
ластями «молчания». Центральная 
область болыних амплитуд располо- 
жена перпендикулярно линии, соеди- 
няющей источники. Как области мол- 
чания, так и областн больших ампли- 
туд проходят между источниками. 

Исследование интерференционной 
картины с линейкой покажет, что рас- 
стояние между двумя максимумами на 
линии, соединяющей источники, равно 
половине расстояния между двумя 
горбами, т. е. половине длины вол- 





Рис. 2. Интерферениия волн от двух источ- 
ников (24/А=4). 


НЫ. Если изменить расстояние 
между источниками, то изменится н 
число полос большой амплитуды (рис. 
3). Чем больше расстояние между 
источниками, тем больше «перьев» в 
нашем веере. Но расстояние между 
максимумами на линин, соединяющей 
источники, всегда равно половине дли- 
ны волны. Поэтому общее число полос 
с максимальной амнлитулой будет 
вдвое больше, чем число длин волн, ук- 
ладывающееся на расстоянии между ис 
точниками. Отсюда следует, что если 
расстояние между источниками мень- 
ше половины длины волны, то интер- 
ференции вообще не будет. Такие ис- 
точники действуют как один, давая 
одну систему круговых волн. Это мож- 
но увидеть, постепенно уменьшая рас- 
стояние между источниками. Обра- 
тнте внимание еще и на то, что, про- 
должая в какой-нибудь области боль- 
ших амплитуд фронт волны, проходя- 
щий через горб, мы в соседней об- 
ласти встретим впадину. Другими 
словами: при переходе через нуле- 
вую область фаза волны меняется на 
половину полного колебания. 
Теперь представьте себе, что у нас 
не два молоточка, а два источника 
света, излучающих световые волны, 
н лериендикулярно поверхности воды 
мы помещаем экран. Мы увидим осве- 
щенные места, соответствующие иере- 


Рис. 3. Интерференция воли от двух источ- 
виков (24/4=2) 


сечению экрана и областей с боль- 
цой амплитудой, и темные, не осве- 
щенные места. Мы увидим темные н 
светлые интерференционные полосы. 
О том, как осуществить ннтерферен- 
ционный опыт в оптике, поговорим 
как-нибудь в другой раз, а сейчас 
попробуем объяснить то, что увнделн. 

Нарисуем на листе бумаги обе 
системы волн так, словно они замерлн 
в какой-то момент (рис. 4). Горбы 
волн отметим красным цветом, а впа- 
дины -- синим. Перенумеруем вол- 
ны, отметив одинаковыми числами 
те, которые вышли из источников од- 
новременно. Из чертежа видно, что на 
линию, равноудаленную от источни- 
ков, одновременно приходят волны, 
имеющие одинаковые номера. Это и 
понятно, так как до точек этой пря- 
мой волны прошли одинаковые пути. 
По принципу суперпозиции мы можем 
заключить, что на этой линии удво- 
ятся как высоты горбов, так и глу- 
бнны впадин. Правее и левее этой 
линии лежат точки, в которых горбы 
одной системы волн совпадут со виа- 
динами другой. В то время как воляы 
от одного источника вызовут в этих 
точках отклонение вверх, волны от 
другого в тот же момент вызовут в 
этих точках отклонение вниз. Сум- 
марное отклонение в этих точках бу- 
дет близко к нулю. Соединим все та- 
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Рис. 4. Сложение колебаний при интерферевкин волн 07 двух точечных источников, 24/4 ==3,6. 


Красные линии — горбы, синие — впадины. Утолщенными лнннязни локазаны результиэующие 
волны. 


кие точки непрерывной линяей. Ес- 
лин проследить за нумерацией горбов 
и впадин, легко заключить, что до 
всех точек правой лнинн лезые вол- 
вы проходят путь на половину дли- 
ны волны болыший, чем правые. Для 
левой линии на роловнну длины волны 
отстают правые волны. 

Справа и слева от нулевых линий 


лежат точки пересечения первого горба 
со вторым, второго с третьим ит. д. 
Легко понять, что это тоже области 
максимумов. Соединив этИ точки, мы 
получим линию, до точек которой од- 
на система волны отстает от другой 
на одну длину волны. 

Продолжая анализ чертежа, можно 
найти все нулевые ливии и все линин 


максимумов. Линии, которые мы по- 
лучили, математики называют гГИ- 
перболами *). 

Теперь совершенно ясно, почему 
расстояние между максимумами на 
линии, соединяющей источникн, рав- 
но половине длины волны. Действи- 
тельно, в среднюю точку этой линин 
волны приходят в одинаковой фазе 
и усиливают друг друга. Если смес- 
титься из этой точки на полдлины вол- 
ны, то путь одной волны увеличится 
на половину длины волны, а другой — 
уменьшится на такую же велнчину. 
Разность хода между волнами в этой 
точке (разность путей, пройденных 
волнами от источников до точки) бу- 
дет равна одной длине волны, и волны 
снова будут взаимно усиливаться и 
т. д. через каждую половину длины 
ВОЛНЫ. 

Максимум, соответствующий нуле- 
вой разности хода, называют нуле 
вым максимумом или нулевым по- 
рядком интерференнии. Максимумы 
с разностью хода в одну длину волны— 
максимумами первого порядка ин- 
терференции и т. д. Максимальный 
порядок интерференции определя- 
ется целым числом, ближайшим к 
241, где 4 — расстояние между нс- 
точниками, а А, - длина волны. Те- 
перь попробуйте проанализировать 
сами с помощью чертежа, а может 
быть, н проверить эксиериментально, 
как нзменится картина, если один из 
источников будет излучать волны с за- 
позданием на половину периода или 
на какую-нибудь другую его часть. 
А если сдвиг между колебаниями бу- 
дет меняться случайным образом? 
Для экспериментального осуществлс- 
ния волн со сдвигом фаз достаточно 
сделать концы вилки разной длины. 


*) Гиперболой называется геометрические 
место точек, разность расстояний от которых 
до двух точек (фокусов) постояниа. 


Из записной книжини 
экзаменатора 


Реитгеновская трубка состо- 
ит из стеклянного баллона, 
наполненного в-куумом. 


зе 


Источники света — разде- 
ляются на два лагеря: ©с- 
тественные н искусственные. 


хх 


Единица частоты — герц — 
назвава в честь учевого, 
открывшего эту единнцу. 
че 
Ивдуктивность  нзмеряется 
в генрях. 
ххх 
Чем лальше находится пред- 
мет от линзы, тем изображе- 
ние будет  действительнее, 
чем ближе, тем минмее. 


Линзы бывают двояковы- 
пуклые и одиояковы- 
пуклые. 
вх = 
Атом сложен н он долго 
морочил голову ученым. 
ме 
Все окружающие нас пред- 
меты: столы, стулья и Т. д. 
лавят на нас с силой, рав- 
ной своему весу. 


У нормальных людей зре- 
ние хорошее, как вблизи, 
так и ина болыцом расстоя- 
ИН. 

ж хх < 
Гамма-лучи вмеют боль- 
шую проницательность. 


Е В 
Насыщеяные пары отлича- 


ются от нецасыщенных тем. 
что они уже насытились. 


и 
Луч красного цвета самый 


длинный, а луч фиолетово- 
го — самый короткий. 


Угловая скорость выра- 
жается в омегах. 
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ЗАДАЧНИК 





Этот раздел журнала ведется у нас из номера в 
номер. В нем публикуются задачи по физике и мате- 
матике, некоторые из которых довольно трудны. 
Даже специалистам физикам и математикам решение 
их дается нелегко. Поэтому не отчаивайтесь, если не 
сумеете справиться с той или иной задачей. Попробуйте 
со временем вернуться к ней снова. 

Ремить задачу — это значит понять, какой ма- 
тематический аппарат, какие уравиения (или теоремы) 
для этого нужно использовать, какие факторы учесть, 
а какими — пренебречь; это значит попытаться также 
установить, где и как применяются на практике ука- 
занные в задаче явления. Но вот решение найдено. 
Вы удовлетворены. Не следует, однако, на этом успо- 
каиваться. Подумайте, как можно обобщить задачу. 

Во второй части раздела (примерно через полгода 
после начала публикации самих задач) мы будем по- 
мещать их решения с учетом присланных читателями 
писем. Такое время нам требуется потому, что на 
подготовку к печати очередного номера уходит более 
четырех месяцев. 

Школьники, регулярно присылавшие особенно ори- 
гинальные и удачные решения, получат право участ- 
вовать вобластных турах Всесоюзной олимпиады школь- 
ников наравне с победителями Всесоюзной. заочиой 
олимпиады. Кроме того, редакция журнала устано- 
вила несколько специальных премий для авторов на- 
иболее интересных решений. 

И последнее. Придумать задачу обычно труднее, 
чем ее решить. Труднее, но зато и интерескее. По- 
пробуйте придумать задачи и пришлите их нам. Луч- 
шие из них мы опубликуем в «Задачнике Кванта». 

Свои решения и новые задачи присылайте по ад- 
ресу: Москва, В-71, Ленинский проспект, 15, ре- 
дакция журнала «Квант», «Задачник «Кванта», 
математика (физика). Решение каждой задачи (если 
вы посылаете сразу несколько) должно быть написано 
на отдельном листке (листках), страницы пронуме- 
рованы. В конце укажите свою фамилию, имя, от- 
чество, а также класс и школу. Решения рассматри- 
ваются только в том случае, если они получены не 
позднее, чем через полтора месяца после выхода соот- 
ветствующего номера журнала. 


Рис. 1. 


М6!. Два мудреца нграют в но- 
вую игру, состоящую в следующем. 
Выписаны числа 0, 1, 2,..., 1024. Пер- 
вый мудрец вычеркивает по своему 
выбору 512 чисел, второй вычерки- 
вает 256 из оставшихся чнсел, затем 
снова первый вычеркивает еще 128, 
потом второй — еще 64 числа ит. д. 
Своим последним пятым ходом вто- 
рой вычеркивает одно число. Оста- 
ются два числа, и второй платит пер- 
вому разницу между этими числами. 
Как надо играть первому игроку, ыто- 
бы получить как можно больше? Как 
второму, чтобы проиграть как можно 
меньше? Сколько уплатит второй пер- 
вому, если оба будут играть наилуч- 
имм образом? 

ХХХИ Московская 
математическая 
олимпиада 


Мб2. Докажите, что для любого 
нечетного числа а найдется такое на- 
туральное 6, что 28—-| делится на а. 


М63. Можно ли из 18 плиток раз- 
мером 1>2 выложить квадрат так, 


Г 
А С С 
Рис. 2. 


чтобы при этом не было ни одного 
прямого «шва», соединяющего про- 
тивоположные стороны квадрата и иду- 
щего по краям плиток? (Например, та- 
кое расположение плиток, как на ри- 
сунке |, не годится, так как здесь 
есть «пов» АВ.) 

А. А. Кириллов 


М64. На плоскости даны прямая { 
и две точки Ри 9, лежащие по одну 
сторону от нее. Найти на прямой [та- 
кую точку М, для которой рассто- 
яние между основаннями высот тре- 
угольника РОМ, опущенных на сто- 
роны РМ и ОМ, наименьшее. 


Г. А. Палатник 


М65. а) Пусть Е, Ё, С — такие 
точки на сторонах АВ, ВС и СА тре- 
угольника АВС, для которых 


АЕ ВЕ Сб . 
ТВ — ЕС == ба == Е, где 021. 


Найдите отношение площади треуголь- 
ника, образованного прямыми АР, ВС 
н СЕ, к площади треугольника АВС 
(рис. 2). 

6) Разрежьте треугольник шестью 


- прямыми на такие части, из которых 


можно сложить семь равных тре- 
угольников. 

А. Л. Сойфер 
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Рис. 3. 


Ф72. Почему в марте продолжи- 
тельность дня меняется быстрее, чем 
в декабре> 

Г. Л. Коткин 


Ф73. Внутрь стеклянной трубкн 
налит раствор сахара. Нижний конец 
трубки затянут пленкой, проница- 
емой для воды, но непроннцаемой для 
молекул сахара. Трубку погружают 
в чистую воду до уровня раствора са- 
хара н закренляют в этом положении. 
Уровень жидкости в трубке ири этом 
начинает подниматься и через доста- 
точный промежуток времени уста- 
навливается на некоторой высоте над 
уровнем воды (рис. 3). 

Чем объясняется это засасывание 
воды внутрь цилиндра? Откуда берет- 
ся энергия для поднятия жндкости? 


Ф74. Два конденсатора включены 
последовательно. Первый имеет ем- 
кость С, и рассчитан на максималь- 
ное напряженне {/,, второй — ем- 
кость С, и рассчитан на напряжение 
(,. К какому максимальному напря- 
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Рис. 4 


жению можно подключить эту бата- 
рею конденсаторов? 
А. Р. Зильберман 


Ф75. Поршень с площадью $ шар- 
нирно связан с шайбой С, скользя- 
щей без трения по рычагу АВ. Длина 
рычага 2. Какую наименьшую силу 
нужно приложить к рычагу АВ для 
того, чтобы увеличить давление в 
жидкости на Ар (рис.4)? 

Б. Б. Биховцев, 
физическая олимпиада МГУ, 1970 г. 


$76. Тяжелый обруч с невесомы- 
мн спицами расположен в вертикаль- 
ной плоскости и может вращаться вок- 
руг его горизонтальной оси, прохо- 
дящей через центр. В толще его обода 
закреилена материальная точка, нме- 
ющая такую же массу, как и сам об- 
руч. Какнм будет иернод колебаний 
обруча вокруг оси? Как он изменится, 
если: а} маятник перенестн на «Ту- 
ну, 6} поместить его в жидкость, в 
которой он будег двигаться без тре- 
НИЯ? 


ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 


МЕТОД ПОДСТАНОВКИ ПРИ РЕШЕНИИ 


УРАВНЕНИЙ И СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ 


Метод подстановки заключается в 
переходе от искомой величины к не- 
которой другой величине. Он позво- 
ляет свести решаемые уравнения 
к более просто устроенным или к 
уравнениям изученных типов. Вели- 
ко разнообразие случаев, когда прн- 
ходится пользоваться этим методом. 
Охватить нх какой-либо общей ре- 
комендацией, разумеется, невозмож- 
но. Поэтому успех в выборе целесооб- 
разной подстановки существенно завн- 
сит от таких достоннств решающего, 
как его опыт, смекалка, интуиция... 
Рассматриваемыениже примеры демон- 
стрнируют метод подстановки в дейст- 
ВНи. 

Пример 1. Решить уравнение 


| 1. 
хх  @-и и 12: 


Решен ие.Разность дробей, рас- 
положенных в левой части данного 
уравнения, представляет собой дробь, 
у которой знаменатель есть много- 
член четвертой степени относитель- 
но х. В таком случае шаблонная обра- 
ботка уравнения приведет его к урав- 
нению четвертой степени, что решаю- 
щего устроить нс может. После обду- 
мывания начинаем понимать, что по- 
лезно выбрать подстановку 


хх 2, {*) 


поскольку она преобразует данное 
уравнение к значительно более просто- 
му: 

1 1 


-- ее 


2 1 12 


Относительно г получаем квадрат- 





н 


М. И. Сканави 


ное уравнение с корнями 2,=3 н 
2.—=-—4. Подстановка (») приводит к 
двум квадратным уравнениям относи- 
тельно х: 
х?--2х=3 
И 
х-++2х=--4. 


Из них мы находим все четыре корня 
данного уравнения: 


Хх! а — 2 == —3, = — ] + УЗ 


н непосредственной проверкой убеж- 
даемся в пригодности каждого из них. 


Пример 2. Решить уравнение 
4 --12х3— 47х24 12х--4=0. 


Решение. Предложено для ре- 
шения так называемое возвратное 
уравнение -- коэффициенты членов, 
равноотстоящих от концов его левой 
части, равны. Для возвратных урав- 
нений разработан стандартный способ 
приведення их к уравнению более 
низкой стснени. Представление об 
этом способе можно получить, про- 
следив за тем, как он применяется 
к уравнению, которое предстоит ре- 
нить. Заметив, что х5:0, разделим 
уравнение на х?; получим 

Аха 12—47 0. 


х2 


Теперь следующим образом сгруп- 
пируем члены: 
4 (+ ==) + 12 (х+ -—) 4730 

) ' 8 | Хх! | 


` 


При такой записи уравнения уже 


нетрудно сообразить, что оказыва- 
ется эффективной подстановка. 


к 
Е = . 


В самом деле, находим, что тогда 
1 
хз -|- = = и —2 


и решаемое уравненне преобразуется к 
уравнению : 
ди -+12и—55=0, 
квадратному относительно новой ве- 
личины и. Решив его, найдем, что 
| 5 | О: 
и = и = —-5-.Для отыскания 
х получаем два уравнения 


р 


х 


1 и 
ое. 


Из них находим, что 


— + И105 


1 
Ху, = 12, , = 4 


х—_=и- И 
8 4 5 
Расширяя границы нашей беседы, 
сообщим чнтателю, что если прихо- 
дится решать возвратное уравнение 
нечетной степенн, то какова бы ни бы- 
ла эта степень, один корень такого 
уравнения пишется сразу —„ он ра- 
вен (—1). Проверить это можно на 
примере возвратного уравнения пятой 
степени 


ах + сх сх Ьх--а=0. 
Если х=—1, то 
дао с —ЬРа=0. 


После деления на (х-+-1} это урав- 
нение сводится к возвратному уравне- 
нию четвертой степени, которое можно 
в общем виде решить при помощи спо- 
соба, показанного при решенни при- 
мера 2. 


Пример3з. Решить уравнение 
10х3— Зх*—2х-{ 1-=0. 


Решение. Читателю должно быть 
известно, что целые корни алгебра- 
ического уравнения следует искать 
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среди делителей свободного члена. 
Но здесь он’равен единице, а | или— 1 
как легко проверить, корнями дан- 
ного уравнения не являются. Итак, 
целых корней данное уравнение не 
имеет. Посоветуем читателю для всех 
уравнений, у которых нет целых кор- 
ней, попробовать подстановку 


1 
х=—-. 
у 
В нашем случае эта подстановка прн- 
водит к уравнению 


10 К] 2 
ГИ о. 


8 — 22 — ЗУ -+ 10 =- 0. 


Испытав делители свободного чле- 
на этого уравнения, с радостью обна- 
руживаем, что делитель (—2) служит 
его корнем. В таком случае, понизив 
при помощи этого корня степень урав- 
нения, находим остальные два корня 
уз=2-- и у,=2—. Следовательно, 


Ве а 
Ем отт 
Пе > 
Хоу =-5 + 


Пример 4. Решить уравнение 
Ух уму х+!-. 
И2 2х +9. 


Решение. Если пытаться осво- 
бодить уравнение от радикалов воз- 
ведением его в квадрат, то страшно 
подумать о том, какая получится сте- 
пень уравнения после того, как все 
радикалы исчезнут! Ясно, что этот 
прием ничего хорошего нам не сулит. 
Но и тут после обдумывания можно 
заключить, что подстановка 


х2--х{-1=Е 


приведет нас к более простому уравне- 
нию относительно &, а именно к та- 
кому: ^ 
УРЕЗНИЕ= И +7. 
Это иррациональное уравнение по- 
советуем решать так (прием, который 


мы сейчас используем, хорош и для 
многих других иррациональных урав- 


нений, содержащих радикалы второй 
стелени!): составим разность подко- 
ренных выражений радикалов, расло- 
ложенных слева, и получим, что 
(+3) — #=3. 
Теперь эту разность разложим на 
множители (при помощи формулы для 
разности квадратов) н найдем, что 


(УР+З+УЙ (/3-уД= 
Отсюда делением на первоначаль- 


ное уравнение (относительно #} по- 
лучаем, что 


3 
Ут. 
Вычитанием из первоначального 


уравнения того, что мы сейчас полу- 
чилн, обнаруживаем, что 


УЕ+З— УЕ = 


- т 3 
ЗУЕЕТ 2+ т, 
_ 244 о. 
2 
Ут УЕ? и «Иг, 
Процедура, которую мы сейчас 


провели, позволяет освободиться от 
радикалов посредством только одного 
возведения частей уравнения в квад- 
рат. Проделаем это: 
4-4 п 

орт 1 +31—-4=0. 

Отсюда &=1, $, =—4. Далее за- 
метим, что нас интересуют только по- 
ложительные значения #, поскольку 


= ха х-+ 1>0 


для всех значений х. Отбрасываем 
поэтому непригодный корень #, и по- 
лучаем для отыскания х одно квад- 
ратное уравнезие 


хх 1 = х--х=0 


с корнями х,=—1 их, 0. Как не- 
трудно проверить, оба они являются 
корнями данного  иррационального 
уравнения. 


Пример 5. Решить систему 
уравнений 
р ху=40 
= , 
г + ху=10. 


(Ограничиться отысканием” действи- 
тельных решеннй). 


Решение. Метод подстановки при 
решенни систем уравнений учащими- 
ся практикуется значительно реже. 
Вместе с тем и в этих случаях он 
сплошь и рядом оказывается весьма 
эффективным. Прежде, чем присту- 
пить к решению предложенной сн- 
стемы, я позволю себе высказать не- 
которые общие соображення по по- 
воду метода подстановки при решении 
систем двух уравнений с двумя нско- 
мыми величинами. Если эти последние 
обозначены буквами х и у, то часто 
бывает полезным ‘перейти к новым ве- 
личинам р и Ф в соответствии со сле- 
дующими равенствами: 

х=р с0$ Ф, (') 
у=ф эт $. 

Читатель, достаточно хорошю зна- 
комый с методом координат на плос- 
кости, поймет, что если хи у служат 
декартовыми координатами некоторой 
точки, тор и ф являются так называ- 
емыми полярными координатами той 
же точки. Геометрический смысл по- 
лярных координат и их связь с декар- 
товыми станет ясным из рисунка, кото- 
рый мы всем рекомендуем сейчас вни- 
мательно рассмотреть: 
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Замечаем, что начало координат О 
имеет р-0, а угол ф для него опре- 
деленного значения не имеет. Все 
остальные точки плоскости будут снаб- 
жены единственной парой полярных 
координат (р, $), если потребовать, 
чтобы было 


Ор - о, 
0=Ф<2л. 


Используем равенства (!) для ре- 
шения данной системы уравнений, 
для чего вместо хи ив оба уравнения 
системы подставнм их выражения че- 
резри $; получим, что 


т + рсозфрыпф = 40, 
и + рсозфрипф = 10 


или после обработки, что 


[ ос ф= 40, 
о4еф- 10. 


Делением первого уравнения на 

второе найдем, что 
с 2ф =4. 

Отсюда сё ф == 2 или сыф -= —2. 
Второе (отрицательное) значение с'5 ф 
немедленно отбрасываем, так как у 
нас сы ф и р? имеют одинаковые зна- 
ки, а р’ ие может быть отрицатель- 
ным. Теперь но известному котанген- 
су надо найти синус и косинус угла ф. 
Сделаем это без слов: 

созес? ф :- 1 -1- 152 ф = 5, 
с056сф — р 5, 


созес ф = —т65, 
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и ЕЕ 
ИФ = ур, зтф = У! 


2 


У5 


с05 ф = с0$ф = — 


2 
5. 
Далее найдем р из того, что 

р? сю ф=р?.2=40, р*=20. 


Получаем, что р =2 у 5. При помощи 
равенств (!} по известным ф и ф в ка- 
честве решений данной снстемы урав- 
нений найдем следующие две пары 
чисел: 


ия 


УЕ 


5ж= 
+в уз) = 


уу) — 


Неверно считать, что данную систе- 
му можно решить только при помощи 
перехода к полярным координатам 
(ее можно решить, например, еще н 
так: перенестн ху из левых частей урав- 
нений в правые, затем результаты пе- 
ремножить и получить квадратное 
уравнение относительно ху; дальней- 
шее очевидно). Между тем этот при- 
ем следует взять на вооружение. Он 
позволяет в известном смысле регла- 
ментировать наши преобразования н 
дает возможность пользоваться всем 
анпаратом тригонометрии. В каких 
случаях выгодно пользоваться этим 
приемом, а в каких нет? Ответить на 
этот вопрос поможет ваш личный опыт, 
обогатить который можно собствен- 
ным трудом! 

Пока до вступительных экзаменов 
есть время — действуйте! 


—4, 


ВСТУПИТЕЛЬНЫЕ ЭКЗАМЕНЫ 
ПО МАТЕМАТИКЕ НА МАТЕМАТИЧЕСКОМ 
ФАКУЛЬТЕТЕ МГПИ 
им. В. И. ЛЕНИНА В 1970 году 


Письменный экзамен по математи- 
ке на нашем факультете в 1969 году 
(отчет о нем можно прочитать в «Кван- 
те» №3 за 1970 г.) был несколько не- 
обычным. Необычность состояла в не- 
котором подражании конкурсным эк- 
заменам на мехмате МГУ. В резуль- 
тате из 475 поступавших 224, то есть 
около половины, написали работу на 
двойку и выбыли из дальнейшей 
«борьбы». Такой способ отбора аби- 
туриентов представляется не вполне 
подходящим для педагогического нн- 
ститута, слишком много кандидатов 
оказалось вне личного знакомства с 
экзаменаторамн. 

В 1970 году приемная комиссия 
математического факультета решила 
пойти по другому пути. В письмен- 
ную работу были включены четыре за- 
дання хорошо знакомые школьникам. 
1: Стереометрическая задача с прило- 
жением тригонометрии. 

2. Задача на составление квадрат- 
ного ‘уравнения с физическим или 
другим содержаннем. 

3. Алгебраическое уравнение илн не- 
равенство. 

4. Тригонометрическое уравнение. 

Все задания не требовали каких- 
либо особых знаний или натрениро- 
ванности. Но в то же время онн пред- 
полагали основательныезнания школь- 
ной математики и известные способ- 
ности у абитуриентов. На выполне- 
ние письменной работы отводилось 
4 часа. 

При оценке письменных работ 


Е. А. МАегольков 


«пять» ставилось, лишь если все за- 
дачи были решены; «четыре» — ебли 
все задачн были решены, но с несу- 
щественными недочетами: «Два» ста- 
вилось, например, если первые две 
задачи не были решены из-за грубых 
ошибок. При этом оценка «три» при- 
обрела больший удельный вес и не 
выбивала абитурнента из участия в 
конкурсе. 

В 1970 году на математический 
факультет поступало 508 человек, а 
мест было 175, конкурс — около трех 
человек на место. 

Из 508 абитуриентов, писавших 
письменную работу, 120 написали ее 
на «четыре» и «пять», 233 на «три» н 
155 на «два». 

В качестве примера ниже мы раз- 
берем вариант письменной работы н 
укажем на типичные ошибки, допу- 
щенные абитуриентами при его ре- 
щении. 

Варнант 


1. Длина, образующей конуса равна [, 
угол образующей с плоскостью основания 
равен ©. Найти объем описанной около ко- 
нуса пирамнды, основанием которой служит 
ромб с острым углом В. 

2. За п часов трактор вспахнвает на р 
гектаров болыше лошади. Сколько гектаров 
вспашет за п часов лошадь н сколько гек- 
таров вспашет за п часов трактор, еслн 
трактор вспахнвает один гектар на # часов 
скорее лошадн. у 


3. Решить неравенство 


У И 4<1. 


3. Решить уравнение 


2 4 
я, — 2($т2х + 1) = 0. 


$ 





Решения 

1. Построим конус (см. рисунок), 
О — центр основания, ОК — высота. 
Олишем около конуса пирамиду, осно- 
ванием которой является ромб АВСР, 
—х ВАР=В. 

Рассмотрим грань АКВ. Пусть 
КМ = 1 — образующая конуса, об- 
щая с этой гранью. Тогда сторона 
АВ касается окружности основания 
в точке М, поэтому МО 1 ДВ. 
Так как МО есть проекция КМ на 
плоскость основания, то -5КМО=«. 


- Найдем объем пирамиды: 
У=-- 15, (1) 


где й — высота пирамиды (ОК); $ — 

площадь ромба АВСО. Высоту й най- 

дем из прямоугольного треугольни- 
ка КОМ: я=ОК=КМ эта, то всть 

й = [ Япа. (2) 

Площадь ромба равна половине про- 


изведения днагоналей: $ —= --АС.ВР. 


Центр окружности основания 
конуса лежит на пересечении днагона- 
лей описанного ромба. Днагонали ром- 
ба взаимно перпендикулярны и делят 
друг друга и углы ромба пополам, поэ- 
тому треугольники АОМ и ВОМ пря- 
моугольные (МО 1 АВ). Крометого, 


8$. 


2 МОВ = 2 МАО В. 


равны, так как их соответственные 
стороны взаимно перпендикулярны. 
Очевидно, АС-==2А0, ВО-=9 ВО. 

Из треугольника АОМ находим 


МО = АОзт т из треугольника 


Эти углы 


ВОМ находим МО=ВО соз В; 
из треугольника КОМ находим 
МО=1 с0$ <. 


Из этих соотношений получаем 
21 с05 © 
АС =—— 


И < 
Я.т5- 


ВБ — 21 - 
откуда 


__ 4412 6052 @% 


Рея. (3) 


Подставляя (2) и (3) в (1), по- 
лучим 
2:5 чп 26 сс; @ 
Е Зал В С, 


Некоторые из поступавших пло- 
щадь ромба находили как площадь 
параллелограмма, по высоте ММ и 
основанию АВ. Так тоже можно. Тог- 
да $ =АВ.ММ, ММ=2МО-==9] соз <. 
Рассматривая треугольник АОВ, по- 


лучаем АО=АВ со$ че ‚ следователь- 


но, АВ соз са - т ‚ откуда 
мп -о- 





-21 с05@ _ 412 605? @ 

АВ - тв и $ = тв 
Но здесь требуются дополнительные 
рассуждения и обоснования, глав- 
ным образом но поводу высоты ММ. 

Заметим, что часть абитуриентов, 
используя второй способ вычисления 
площади ромба, ошибочнс полагала, 
что высота ММ ромба параллельна 
сторонам ВС и АО; это является тру- 
бой ошибкой. 


Как вы уже заметили, при реше- 
нии этой задачи трижды пришлось ре- 
шать прямоугольные треугольникн. 
Поступающие и здесь допускали ошиб- 
ки. Твердое умениерешатьпрямоуголь- 
ные треугольники является непремен- 
ным условием успешного решения 
большинства стереометрических задач. 

2. Пусть трактор вспахивает за 
п часов х (га), следовательно, 1 (га) 


п 
за-;- часов. 

Лошадь вспахивает за п часов 
(х—р) (га), а 1 (га) за часов. 





п п 
По условию задачи меньше —_, 
п, п 
на Ё часов, то еть —— + #= т 
(х-0, хр). После преобразова- 
ний получаем уравнение #—рх— 
—пр=0. Решая его, находим 


РЕ = У Фот -Е4рт 
г ое Ббмь 

Какой из этих двух корней удовлет- 

воряет условиям задачи? По условию 

п>0, Е>0, р>0, поэтому у (рб*-+4рт 

имеет действительное значение. 

(рд*-- 4рт > (рд? и, следовательно, 

у (рб - Арт >> ре. 

Таким образом, корень 


х — РЕ УрО 4рт 
:_ р? 





дает ответ на вопрос задачи, именно 
столько гектаров вспашет трактор за 
л часов, а лошадь вспашет за л часов 


— 2Ё-- УФЕ арт. 
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Второй корень уравнения отрица- 
телен и отпадает по смыслу задачи. 

При составлении исходного урав- 
нения из величин —^_, —^_ 
х х-—р 
которые из поступавших почему-то 
вычитали из меньшего большее и по- 

п п 

х—р Не и. 
Это результат невнимательности - 

При решении задач с конкретным 
физическим или другим содержани- 
ем следует быть особенно вниматель- 


‚ & не- 





лучали уравнение 


ным и все время проверять свои рас- 
суждення. Формальные выкладки до- 
лжны соответствовать действитель- 
ному положению вещей. Кроме того, 
следует помнить, что целью решения 
такого рода задач является не ре- 
шение составленного уравнения, а 
получение ответа на поставленный в 
задаче вопрос. 

3. Найдем область допустимых зна- 
чений для х (ОДЗ): 


1 
х >= —— 
или зы 5:2 


| 1+2х=0 
Хх —4. 


х-+-4>0 


Следовательно, ОДЗ определяется ус- 
ловием 


х=-+. (1) 
Преобразуем нсходное неравенство 
так: 

ИТ <1+иИх+4. 


В отмеченной ОДЗ обе части по- 
следнего неравенства неотрицатель- 
ны; возведя их в квадрат получим 


Ух-+4 > --—2. (2) 


Левая часть неравенства (2) положи- 
тельна, а правая часть может быть и 
положительной, и отрицательной, и 
нулем. Поэтому рассмотрим два слу- 
чая: 


1) >—2<0, следовательно, 


— << 4. 


При таких значениях х неравен- 
ство (2) заведомо выполнено, так как 


правая часть отрицательна, а левая 
положительна. 


2) > —2—0 и по условию 


Их+4> = —2. 


Решая первое из этих неравенств, 
получим х->4. Для решения второго 
неравенства, возведем обе его части 
в квадрат (теперь это можно сделать, 


7 


так как обе части неотрицательны). 
Получим 

х?—12х< 0. (3) 

Решая (3), находим 0<х<<12. Окон- 

чательно во втором случае получа- 

ем 4=х<12. Объединяя оба случая, 

запишем решения исходного нера- 
венства: 


55х19. 


Типичной ошибкой при решении по- 
добных неравенств является бесконт- 
рольное возведение в квадрат обеих 
частей неравенства. Известно, что по- 
лученное при этом неравенство мо- 
жет оказаться не равносильным пер- 
воначальному. Поэтому при возве- 
дении в квадрат следует учитывать 
знаки обенх частей неравенства ни при 
необходимости рассматривать раз- 
личные случаи. 

4. Запишем уравнение  следую- 
щим образом: 


3 (созох -- 


с05 2х 
тах 00$ 2х 


чи) 





—2 (т 2х + =0. (1) 


Теперь нам легко определить ОДЗ. 
В самом деле, при эт 2х-=0 теряет 


с0$ 2х : 
смысл ——>, а при с052х--0 ‘зна- 
яп 2х 


менатель дроби равен нулю и вся 
дробь теряет смысл. Следовательно, 
ОДЗ определяется условиями $1т'2х== 
5-0, соз 2х5=0. После сокращения на 
со5 2х и упрощения уравнение (1) при- 
мет вид 


Зо тах- 1) —2 (9п2х-1) (1— 
— $12х) =0 (2) 


(в знаменателе был множитель 
1— яп 2х, который не обращается в 
нуль в ОДЗ, поскольку с0$ 2х520). 
После вынесения за скобку общего 
множителя уравнение (2) распада- 
ется на два: 


1) 1-2 эт 2х=0; 

2) 1+ чп 2х=0. 

Решая первое уравнение, нахо- 
Дим 
48 


. о. АОИ п п ЛА 
т 2х = —5; х=(—!) 95 + 5 


{Е =0, ЕЬ =>, ...). 
Все эти значения содержатся в 


ОДЗ. 

Решая второе уравнение, полу- 
чаем ут 2х=—1, откуда с0$ 2х-=0, 
что исключается ОДЗ. 

Итак, решениями исходного урав- 
нения являются лишь значения 


р и 


(Е=0, +1, +2, ...). 


Многие поступавшие при решении дан- 
ного уравнения не учитывали ОДЗ н 
причисляли к решениям значения 


с0$ 2х=0, то есть х= +. 


Некоторые не смогли записать общий 
вид решения. 

Из 68 работ этого варианта 3 ра- 
боты оценены на «пять», 8 работ — 
на «четыре», 39 работ — на «три» и 
18 работ — на «два». 

Отметим ошибки, которые —до- 
пускали абитуриенты прн решении 
задач в других вариантах, а также об- 
щие недостатки при выполненни пись- 
менной работы. 

При решении стереометрической 
задачи во многих случаях чертежи 
были неудачными (неясными, гряз- 
ными) или просто неверными. Про- 
исходило это оттого, что решающий 
задачу неправильно представлял се- 
бе или неправильно изображал по- 
ложение данной фигуры, тела, се- 
чения и других элементов, особенно 
когда речь шла об описанных или впи- 
санных телах. 

Чертеж и последующие построения 
во многих случаях не сопровожда- 
лись необходимыми пояснениями, не 
давалось обоснования выводов, по- 
лучаемых в результате построений. 

Отсутствие пояснений к постро- 
ениям на чертеже и обоснований вы- 
водов влекло за собой снижение оцен- 
ки за решение стереометрической за- 
дачи. 

В задаче с содержанием на состав- 
ление уравнения некоторые не суме- 


ли по условиям задачн составить урав- 
нение. 

Другие, правильно составив урав- 
нение и решив его, не исследовали 
полученные корни с точки зрения 
пригодности их в качестве решения 
задачи. 

Третьи, хотя и исследовали полу- 
ченные корни уравнення, но не смог- 
ли выбрать нужное решение. 

При решении алгебраических и 
тригонометрических уравнений часто 
сокращали на выражение, содержа- 
щее неизвестные. В результате теряли 
корни уравнения. В других случаях 
не обращали внимания на ОДЗ н 
из-за этого получали посторонние 
корни. 

Несколько слов об устном экза- 
мене. Экзаменационные билеты со- 
держали два вопроса. Первый по ге- 
ометрии, второй по алгебре или три- 
гонометрии. Формулировки  экза- 
менационных вопросов почти дослов- 
но повторяли формулировки про- 
граммы вступительных экзаменов в 
вузы 1970 года. 

При ответах на вопросы билета 
требовалось дать аккуратное дока- 
зательство теоремы или вывод фор- 
мулы, точно формулировать необхо- 
днмые определения. 

Кроме вопросов экзаменационно- 
го билета, абитуриенту задавались 
дополнительные задания или зада- 
вались примерно такие вопросы. 

1. Построить график функции: 


а) у=1в1х; 
2 
6) у= —-х-х; 
2 
в) у —3; 
Г) у-= чп 2х; 
д) у-- соз-=. 


2. Решить уравнение: 
а) 2х = — 1: 


6) 2—3 =1; 


в) с0$ 2х = ->; 


г) агсутх = х. 
3. Решить неравенство: 
а) 15:х`>0; 6) х*>5; 
2 


В. 
в) ак 0: 
г) х—2]=1. 
4. Какой знак имеют числа 


: 9: . 
511 3,14; со =>; п 22 


3 
ь # 

6. Найти пернод функции у = 

зт Зх. 

7. Построить ‘окружность данного 
радиуса, проходящую через две дан- 
ные точки. 

8. Привести пример двух несо- 
измеримых отрезков. 

9. Могут ли стороны треуголь- 
ника относиться как 1:2:32 

10. Доказать, что в прямоуголь- 
ном треугольнике медиана, прове- 
денная из вершины прямого угла, 
равна половине гипотенузы. 

11. При каком условии в прямой 
круговой цилиндр можно вписать 
шар? 

12. Найти угол между  диаго- 
налью куба н плоскостью его осно- 
вания. 

Наиболее слабые знания абитури- 
енты обнаружнли по следующим во- 
просам школьной программы: обоб- 
щение понятия о показателе степени, 
комплексные числа, числовые после- 
довательности, бесконечная геометри- 
ческая прогрессня, метод математи- 
ческой индукции, объемы и поверх- 
ности тел. Не все абитуриенты дава- 
ли четкие определения тригономет- 
рических функций, длины окружнос- 
ти, площади круга, объема и поверх- 
ности цилиндра и конуса. 

Недостаточно хорошю владеют по- 
нятиями: иррациональное и действи- 
тельное число, абсолютная величина 
числа, соизмеримые и несоизмеримые 
отрезки, радианная мера углов. 

В геометрии неуверенно решают 
задачи на построение. Многие аби- 
туриенты имеют недостаточно раз- 
витое пространственное воображение. 
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5. Найти эт (2 агсп --). 


Постулавшие неуверенно решали 
задачи на построение как на плоско- 
сти, так и в пространстве. Особенно 
заметно у подавляющей части аби- 
турнентов неглубокое и неполное зна- 
комство с понятием функции. Мно- 
гие с трудом приводили примеры 
функциональных зависимостей, мало 
кто обнаружил хорошее понимание и 
нсипользование свойств монотонности 
и периодичности функций. 

И наконец, о понятни предела. 
Это важнейшее понятие усвоено в 
большинстве случаев поверхностно. 
А о применении предела и говорить 
не приходится. Таким образом, раз- 
делы школьного курса математнкни, 
связанные с понятием предела, ус- 
воены недостаточно. 

Вместе с тем следует отметить и по- 
ложительные стороны в знаниях 
школьников по математике. 

Лучшим стало владение формаль- 
но-вычислительным аппаратом валгеб- 
реи тригонометрии, увереннее стро- 
или графики различных функций, луч- 
ше усвоили логарифмы, более‘ сво- 
бодно (по сравнению © прошлыми го- 
дами) обращались с тригонометри- 
ческими уравнениями. 

Следует отметить, что число от- 
лично выполненных письменных ра- 
ст н отличных ответов на устном 
экзамене по математике возросло по 
сравнению с предшествующими го- 
дами. Радует также и то, что среди 
отличников много молодежи из сель“ 
ской местности. 

В заключение предлагаем чита- 
телям для самостоятельного упраж- 
нения один подлинный вариант, н 
один сборный, составленный из задач 
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различных варнантов, предлагавших- 
ся на экзаменах. 


Варнант | 

1. В основании пирамиды лежит равно- 
бедренный треугольник с периметром 2р 
и углом @ при основании. Определить объем 
пирамиды, если боковые грани се наклонены 
к плоскости основания под углом В. 

2. По окружностн раднуса Ю равномерно 
и в одном направленин движутся два авто- 
мобиля. Один из них делает полный круг 
на { секунд быстрее второго. Время между 
двумя последовательными встречами авто- 
мобнлей равно а. Определить скорости обонх 
автомобилей. 

3. При каких действительных неотрнца- 
тельных значениях а уравнение 





хх = пачх-+х 
имеет действительные неотрицательные кор- 
ни? Найти эти корни. | 

4. Решить уравнение 

{1-Е эт 2х} (00$ х — зтх) == 1 — 2 &11х. 
Варнант 2 (сборный) 

Г. Шар впнсан в прямую призму, в ос- 
нованин которой лежит прямоугольный тре- 
угольник. В этом треугольнике  перпендн- 
куляр, опущенный из вершины прямого угла 
на гнпотенузу, нмеет длину Й и составляет 
с одним из катетов угол &. Найтн объем 
призмы. 

2. От двух кусков сплава с различным 
процентным содержаннем медн, весящих соот- 
ветственно м кГ и л кГ, было отрезано по 
куску равного веса. Каждый из отрезанных 
кусков был сплавлен с остатком друГого куска, 
после чего процентное содержание меди в 
обонх сплавах стало одниаковым. Сколько 
весил каждый из отрезаиных кусков? 

3. Решить неравенство 


109 5х + 1—4 (06%.ъх)? < 1. 
4. Решить уравнение 
с05х 


ЕН а 
с — м о 


2 } 2х ) 
78 тах). 


—- 


сы 


утере 


=== 





ПИСЬМЕННЫЙ ЭКЗАМЕН 
ПО ФИЗИКЕ В НГУ 


Г. В. Меледин 


Трк варианта задач, которые мы. печатаем в этом номере журнала, предлагались 
в этом году тем, кто поступал на физический факультет Новосибирского государственного 
университета. После условия каждой задачи стоят четыре числа. Первое из них — процеит 
решивших эту задачу из числа поступивших, второе — из числа непостуинвших, третье 
из общего числа постулавших. В скобках указано количество баллов, которым  оценива- 


явсь правильное решенне задачи. 


Для того чтобы получить удовлетворительную оценку, необходимо было набрать 
5—8 баллов. Отличная оценка ставилась, если абитуриент вабирал ие менсе 17 баллов. 


Вариант 1 


1. Спортивный молот — это ядро на тро- 
сике, которое бросают, раскрутив вокруг 
себя с достаточной скоростью. Найти макси: 


‚ мальное расстояние, которое может пролететь 


молот, если удерживающее усилие спортсмена 
перед броском ядра в п раз превышало вес 
молота. Расстояние от оси вращения до ядра 
вдоль тросика равно [. Сопротивлением воз- 
духа и ростом спортсмена пренебречь. 90, 53, 
66 (5). 

2. Проволочная прямоугольная рамка с 
током со сторонами длиною а иб закреплена 
так, что может свободно вращаться вокруг 
горизонтально расположенной стороны а 
(рис. 1). Вес стороны а равен Р., а стороны 
р--Р.. Рамка находится в вертикальном одно- 
родном магнитном поле с индукцией В. Най- 
ти величину тока в рамке, если угол наклона 
рамки к горизонту равен «. 

3. Космический корабль движется к Луне 
под влиянием ее притяжения. На большом 
расстоянии скорость корабля относительно 
Луны была нулевой. Ускорение силы тяже- 
сти на поверхности Луны в п—6 раз меньше, 


чем на Земле (2. == ==} .Раднус Луны КЮ око- 


# 

ло 1700 км. Накакой высоте й должен быть 
включен тормозной двигатель для осущест- 
влення -мягкой посадки, если считать, что 
двигатеяь создает нятикратную перегрузку 
(5 2)? Изменением массы корабля при тормо- 
женин за счет сгорания топлива н зависимо- 
стью силы притяжения Луны от расстояния 
на этапе торможения можно пренебречь (й 
много меньше К). 83, 14, 39 (7). 

4. На гладкий клин массы М, который 
может скользить лишь горизонтально, падает 





Рис. 2. 





Рис. 3. 
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шарик массы т (рис. 3). Шарик упруго ударяется о грань, образующую 
угол а« с горизонтом. Скорость шарика непосредственно перед ударом 
равна и и направлена вертикально вниз. Найти скорость клина после удара. 
Трением можно пренебречь. 7, 2, 4 (7). 


Решения 


1. Дальность полета ядра максимальна, если угол его вылета равен 
45°. Примем, что п»1. Тогда можно считать, что при раскручивании ядра 
центростремительное ускорение сообщает ему сила натяжения нити. 

ту? 
В момент броска —- = пт. Это означает, что скорость, которую сообща- 
ет ядру спортсмен при броске равна и=у М. 
Теперь нетрудно найти дальность полета ядра. Запишем кинематичес- 


кие уравнения его движения: 
з 


1 
по вертикали и = бъерт 5 по горизонтали Х=икр - [. 


В момент падения на землю иу=0. Подставляя это значение в первое 
уравнение, найдем время полета ядра # = 2иверт — 92 (корень #=0 


соответствует моменту броска). 
За это время ядро пролетит по горизонтали расстояние 


1 
8 

2. Запишем условие равенства нулю суммы моментов сил, действующих 

на рамку, учитывая, что моменты сил, действующих в магнитном поле на 

боковые стороны рамки уравновешивают друг друга (так как токи, ндущие 


по ним, противоположны). Р/б с0$ © - 2Р, 2 соза— В1азта =0. 


2 
Отсюда Г = (Р, + Р.) “8. 


а 
3. Запишем закон сохранения энергин для этапа подлета корабля к 
Луне. Из аналогии гравитационного поля с электростатическим. можно за- 
ключить, что если потенциальную энергию тела считать равной нулю бес- 
конечно. далеко от Луны, то на расстоянии Н от ее центра потенциальная 


Мт . 
энергия равна-— } ’ где 7 я гравитационная постоянная, М — масса 
Луны и р — масса тела. Если потенциальную энергию отсчитывать от по- 


верхности Луны, то ИП = т и 


| 
Х = Чщр я. = п{. 








Н 
Далеко от Луны корабль имел только потенциальную энергию С ее | 
& 
а на высоте й от поверхности Луны, он имел кинетическую энергию ^5— и 
потенциальную энергию П= и 
Мт ту Мт Мт 
Поэтому т =`= Ув? у- ет 
Учитывая, что на поверхности Луны % р = тали потому УМ = Ав. = 
1 2 
ыы —_К ‚ мы можем записать, что 
и? 1 К? 
ое ки: (1) 


Изменение энергин корабля при торможении 
равно рабсте двигателя. Так как при работе двн- 
гателя создается нятикратная перегрузка, то его 
сила тяги должна быть равна 5 тд. Поэтому 

2 ту? то? 1 
Этай == —7- + тай = 5+ ТЕ 


ми мт _ 
(так как #<Ю, тт П=жу г. Ув ги = 
Атй Мт 


тать 7 в "Е 





и? Рис. 4- 
Подставляя это выражение для —>- в уравнение 


(1), найдем Й = > А 59 км. 


4. Используя закон сохранения энергин и ус- 
ловне сохранения составляющих импульса системы 
в горизонтальном налравленни и вдоль клина, мож- 
но записать: 

= и -- и, ти, = Ми, 
00 1 © == 0, 0$ & — И, $1 9. 
о 5 20% 
Отсюда =. 
= + яп а 





Вариант 2 Рис. 5. 


1. Самолет летит по прямой из горсда М в гс- 
род Н и обратно. Найти отношение полных времен 
полета в случаях, когда’от М к Н дует ветер, ско- 
рость которого равна и, и когда ветер с той же ско- 
ростью дует перпендикулярно линии /4—ЯН. 

Скорость самолета относительно воздуха в том 
и другом случае равна с. 89, 74, 90 (5). 

‚ 2. На верхнюю точку закрепленного шара по- 
ставлен ванька-встанька (рис. 4). Нижкяя поверх- 
ность игрушки — полушар такого же радиуса, что 
и у закрепленного шара; центр тяжести нгрушки — 
точка А — расположен на половине радиуса полу- 
ара. Упадет ли ванька-встанька с шара? Про- 
скальзывания нет. 83, 29, 44 (6). Рис. 6. 

3. Схема, изображенная на рисунке 5, подключена к источнику пе- 
ременного напряжевия с амплитудой 220 8 и периодом 1/„ с. Найти макси- 
мальное значение напряжения на сопротивления Ю и долю периода, в те- 
чении которого ток в цепи отличен от нуля. Нарисовать график зависимости 
падения напряжения на сопротивлении ЮВ от времени. 

Считать, что зависимость тока через диод от приложенного к не- 
му напряжения имеет ‘вид, показанный на рисунке 6. 83, 14, 39 (7). 

4.. При фотографировании очень удаленного объекта перед объекти- 
вом фотоаппарата на расстоянии, равном трем фокусным расстояниям, по- 

местили тонкую линейку ширины О. Плоскость линейки перпендикулярна 
оптической оси объектива. Объектив представляет собой тонкую линзу 
диаметром 4 (4< 2). Определить ширину тени на пленке (ширину области, 
в которой линейкой будут затенены все лучи, идущие от фотографируемо- 
го объекта). 29,`5, 14, (8). 53 
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Рис. 8. 





Рис. 9. 





Рис. 10. 


Решения 
1. Отношение времен равно 











Е [. 
си Геи т] с 
Г Е аи 


уа=и Туя 


(Г. — расстояние между городами). Если ветер 
дует перпендикулярно линин М—Н ‚то ско- 
рость с самолета относительно воздуха долж- 
на быть направлена так, чтобы ее сумма со 
скоростью ветра и была направлена по линии 


и— 


2. Отклоним игрушку на небольшой угол. 
@ и посмотрим, что произойдет с центром тя- 
жести игрушки. Если опустится, то положе- 
ние равновесия неустойчиво и игрушка упа- 
дет; если поднимется, то положение равнове- 
сия устойчиво. 

На нашем чертеже (рис. 7) линии О’В и 
А’С вертикальны, а отрезок О’С горизонтален. 
О’В==2Юсоза,<А’О'р=а, а <рО’С = 90°—а. 
Поэтому <А’0’С=я — (90° —а) = 2% — 90° и 


А’С = А'0' т (2а— 90°) = — 5 Юсоз2а. 


Найдем смещение центра тяжести. 
Ай = АД —О’В-+А'С = 


Е Ю—2Р со$ «+ 60$ Ва = 


—= Ю(1 — с0$а)* > 0. 


Таким образом, мы видим, что центр 
тяжести игрушки опустился. Ванька-встань- 
ка упадег с полушара. 

3. График зависимости тока через диод 
от напряжения расшифровывается просто: 
через диод не идет ток, пока приложенное к 
иему напряжение не достигнет -- 10 в. При 
дальнейшем увеличении напряжения диод 
эквивалентен сопротивлению в 10 ом. 


Пусть переменное напряжение меняется 

21 
со временем по закону и (2) = 220 с0$ =. Если 
учесть э.д.с. батарен, то ясно, что диод от- 
крывается, когда и(Ё)} = 210 ви закрывается, 
когда напряжение снова упадет до в (&,) = 


2: 0 
== 210 в. То есть он открыт, пока со$ и Е А 


Поэтому доля периода в течении которой ди- 


Е | 21 
од открыт, равна --- -= 5; агссо$ 55. 


Максимальное напряжение на сопротив- 
лении В равно 5 в (10 в делится поровну меж- 
ду диодом и сопротивлением Ю). Качествен- 
ный график зависимости падения напряже- 
ния на сопротивлении К от времени показан 
на рисунке 8. 

_ 4. Построим изображение тени, учиты- 
вая, что пленка в фотоаппарате расположена 
в фокальной плоскости (рис. 9). Так как фо- 
тографируется удаленный объект, то объектив 
собирает вфокусе параллельный р Е 


Из построения видно, что х= = —. 
“ Рис. 11. 








Попробуйте теперь самостоятельно решить задачи варианта 3. 


Варнант 3 

1. К контуру из сопротивлений Ю.; Ю,, В; иР. (рис. 10) в точках 
аи 6 подключен источник постоянного напряжения И, а в точкахси а 
подсоединен высокоомный вольтметр. Какую разность потенциалов пока- 
жет вольтметр? 94, 55, 70 (3). 

2. На дне сосуда с жидкостью, удельный вес которой 4, стоит Г-обра- 
зное тело с размерами, указанными на рисунке 11. Жидкость под ниж- 
нюю грань тела не подтекает. Удельный вес тела 4, -= 24. При какой вы- 
соте й уровня жидкости в сосуде равновесие тела нарушится? 78, 22, 40 (6). 

3. Когда конденсатор веса Р подвесилн на пружине, се длина увели- 
чилась на /. На сколько еще изменится длина пружины, если в этот кон- 
денсатор параллельно пластинам Входит пучок электронов? Ток пучка Г, 
скорость частиц 9. Пройдя конденсатор, пучок меняет направление на 

угол а. 

Заряд электрона е, масса т. 87, 293, 51 (7). 

4. На крыше с углом наклона ф лежит свинцовый лист веса Р.Ко- 
эффи циент трения свинца о крышу А >> Ф. Коэффициент линейного рас- 
ширения свинца ©. Считая, что чемпература в течение суток повышается, 
достигая нанвысшего значения @ С‚а затем понижается до # С, опреде- 


лить положение точек, которые неподвижны соответственно при нагрева- 
нии и остывании листа в течении суток, если длина листа при минималь- 
ной температуре @ С равна {. Найти, на какое расстояние сползет лист 


за ^№ суток устойчивой погоды. 49, 4, 19 {9}. 
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ИНФОРМАЦИЯ 


ВНИМАНИЮ 
ВОСЬМИКЛАССНИКОВ! 


ЗАОЧНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ШКОЛА 
ОБЪЯВЛЯЕТ ПРИЕМ УЧАЩИХСЯ 


В ЗМШ. принимаются только ученики восьмых классов. Школьники, проживаю- 
щие в Москве, Ленинграде н нх пригородах, в ЗМШ не принимаются. Занятня в школе 
начнутся с 1 сентября. 

В ЗМШ вва курса. Обученне в школе бесплатное. 

В этом номере «Кванта» предлагаются задачн, которые служат вступительмой конт- 
рольной работой в заочные математическне школы при МГУ н ЛГУ. Те, кто хочет поступить 
в ЗМШ, должны выслать решення этнх задач не позднее 1Ю марта 1971 года. 
После проверки работы (примерно в июле 1971 г.) будет сообщено, приняты ли вы в ЗМШ. 

Хотя некоторые из вступительных задач по виешнему внду отличаются от обычных 
школьных, для нх решения не требуется никаких дополинтельных знаний по математнке. 

Для того, чтобы быть принятым в школу, не обязательно решить все задачн без исклю- 
чения. Прн оценке работы будет учитываться не только количество решенных задач, но н 
качество решения. Решенне каждой задачн должно быть обосновано. Ответ без всяких 
объяснений может быть не засчитан. Если в задаче возможно несколько разных ответов, 
то надо указать их все, 

Работы должны быть выполнены на русском языке в ученнческой тетради в клетку. 
Вступительные работы обратно не высылаются. 

Просим при пересылке ме сворачивать тетради в трубку. В конверт вместе с тетрадью нуж- 
но вложить листок бумагн размером 14% 6 см с написанным на нем вашим почтовым адресом 
(мы накленм его на конверт, когда будем посылать ответ). 

На обложку тетрадн наклейте лист клетчатой бумаги, разграфив н заполния его по 
следующему образцу (нначе ваша работа проверяться не будет!): 


Область: Вологодская 
Фамияня, нмя, год рождения: Иванов Петр, 1956 г. 
Школа (полное название): Школа № 22. Тотьмы 
Класс: 8 класс «Бь 
Фамилия, нмя, отчество учителя ма- Никаноров Николай Алексеевич 
тематики: 
Должность родителей: отец — шофер, 
мать — домашняя хозяйка 
Полный почтовый адрес: ы Иа ул. „Ленина, 
. $, ка. 


РЕЗУЛЬТАТЫ ПРОВЕРКИ 
(заполняется проверяющим) 





Школьннки, прожнвающие в Архангельской, Калининградской, Ленннградской, 
Мурманской, Новгородской, Псковской областях, Комн и Карельской ССР, Белорусской, 
Латвийской, Литовской и Эстонской ССР, должны присылать работы по адресу: Ленниграл, 
П-228, ул. Савушкина, 61, Слецинтернат при ЛГУ. Заочная математическая школа. На 
конкурс. 

Школьники, проживающие в остальных областях и республиках СОСР, должны вы- 
сылать работы по адресу: Москва, В-234, МГУ, мехмат, ЗМШ. На конкурс. 


УСЛОВИЯ ЗАДАЧ 
ВСТУПИТЕЛЬНОЙ 
КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ В ЗМШ 
197] ГОДА 


1. В полукруг днаметра 2 вписаны две 
окружности, которые касаются между собой. 
Каждая из них касается днаметра и дуги по- 
лукруга. Найти днаметр одной из них, если 
днаметр другой равен 1. 


?. Найти наибольший общий делитель 
чисел 987654321 н 123456789. . 


3. Основания трапеции АВСР равны: 
АВ=а, СР--Ь. О — точка пересечения ди- 
агоналей. Определить - отношение площадн 
треугольннка ОАВ к площади трапецин. 


1 
4. Известно, что х + —х — нелое число. 
РЕ 1 
Докажите, что тогда число х8-| Е тоже 
целое. 


5. О треугольнике АВС былин сделаны 
следующие 4 утверждения: 


1) Треугольник АВС прямоугольный; 

2) 2А=30`; 

3) АВ=2ВС: 

4) АС=2ВС. 
Известно, что два из этих утверждений верны, 
а два других неверны. Найти периметр тре- 
угольника АВС, если ВС-==1. 


6. Известно, что а--в+с<0 и что урав- 
нение ах? вх с-—0 не имеет действительных 
корней. Определьть, какой знак нмеет 
число 5? 


7. Проточки А, Вин С известно следующее: 
лля любой точки М на плоскости отрезок 
АМ меньше хотя бы одного из отрезков 
ВМ и СМ. Доказать. что точка А лежит на 
отрезке ВС. 


8. Сколько делителей нмеет число 197119712 
(То есть, сколько’ существует различных це- 
лых положительных чисел, на которые это 
число делится?) 


.9. Можно ли завернуть кубик с ребром 1 
в квадратный кусок бумаги со стороной 3? 


10_ Можно ли выписать девять чисел 1, 2, 
3..., 9 по кругу в таком порядке, чтобы сум- 
‘ма любых двух соседних чисел не делилась 


°ни на 3, ми на 5, ни на 7? 


11. Жители города Правдии всегда го- 
ворят правду, а жители города Лгунов всегда 
лгут. В одном из этих городов между коман- 
дами этих городов состоялся футбольный 
матч. После матча рядом со стадионом, на 
котором он проводился, произошел следую- 
щий разговор: 

А (обращаясь к БиВ): Я не был на мат- 
че. Скажите, кто выиграл? 

Б:Г сказал мне, что нх команда про- 
нграла. у 

В: Наша команда вынграла. 

Г (садясь в автобус, идущий в другой 
город и обращаясь к А): Поедем вместе. АД, 
ведь мы из одного города. 

А: Вы ошибаетесь, Г. Я живу здесь. 
Это В из вашего города. 

Определить, кто из какого города, где 
происходил матч и какая команда выиграла. 


12. По шоссе в одном направлеини с 
постоянной скростью через равные нитервалы 
времени без остановок идут автобусы. Один 
человек прошел по шоссе 4 км, и за это вре- 
мя его обогнали 6 автобусов. В другой раз 
он прошел 7 км, и за это время его обогнали 
8 автобусов. В третий раз он прошел 17 км. 
Сколько автобусов при этом его обогнали? 
(Все три раза человек шел с одной и той 
же скоростью). 


13. На основанин АВ равнобедренного 
треугольника АВС взята точка Ё, и в тре- 
угольники АСЕ и ЕСВ вписаны окружностн, 
которые касаются отрезка СЁ в точках К и Н. 
Найти длину отрезка КН, если АЕ=а, ЕВ= в. 
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ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 





К статье «Вращательное 
движение тель». 


1. В килограммах. умноженных на квад- 
ратный метр (ке. м"). 

2. Времена ‹скатывания цнлнндров одн- 
наковы, так как нх моменты инерции равны. 
(Докажите!)}. 

3. Работа снлы трения А =М.ф (где ф= 
ф-=2л.5==10л радиан) должна быть равна 
энергии колеса перед торможением 


102 
М =—5 . 
1 0.05 
Отсюда М. 2. — 0.05 ям 


4. Найдем вначале, какую угловую ско- 
рость будет иметь Земля через 100 лет. 
Так как время, необходимое для одного 
оборота, связано с угловой скоростью фор- 





й п к 2п 2х 

‚. о, чт = —-—, где 
мулой т о то Ах Ре ©! , д 
в, — угловая скорость Земли сейчас (в, = 


2л 
— 54-3606 Ройс 
угловая скорость через 100 лет и Ат-=| с. 
Запищшем теперь уравнение движения Зем- 
ли. М.р-= Р@. [ — момент инерции Земли. 
Он равен 


7,3. 10-5 рад/с).в. — ее 


[= 


5,9. 102% кг-4. 1013 м2 — 


“ 


= 9,4. 1037 кг. м2. 


Подставляя в уравнение движение Земли 
вместо © его выражение через в, и ®,;, получим 


Мтр = 1 -2,6.1018 нм. 





5. Работа, которую необходимо  совер- 
шить за время #=10 час=3,6.10% с. равна 
изменению кннетической энергии стабилн- 
затора 

ея 
АК = . Поэтому 


о? Мг? 
№ =`5г : ЗИ 


Действующая на шар сила трения 
Е.р-==@тё замедляет лоступательное движе- 
нке его центра масс и увеличивает скорость 
его вращения. Поэтому 


Ртр = та и Ёлр-г = 19, . 


где а — ускорение поступательного движе- 
ния шара, © — ускорение вращательного 
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2 
движения и 7 == = тг? — момент инерции 


шара. 
К моменту { шар будет нметь скорость по- 
ступательного движения и == 90 — аё == р -- 
Ртр ; : 
и { = 2% — ЕЕЁ и угловую скорость вра- 


щения 
Етрг Етрт 5 Ве 
т. 
Е 2 
5 тг 
Если в этот момент проскальзывание прекра- 
# 
тнтся, 10 ® == -—-, или 


5 В 3 — АЕ 


Е: г : 
2 ш 
Отсюда /= > ут ы 
В момент & скорость поступательного 
2 _$_ 
движения шара равна %% — Ая - 7 ка —— 


Путь, пройденный шаром за время &, 

2 

з а? 12 90 

равеи 50! — 5 == 40 2 
7. Запишем закон сохранения момента 


импульса 
№ = тВ? ` 


где ® — угловая скорость корабля, а ®, 
угловая скорость космонавта и #[ 


= -3- МВ? — момент инерции корабля- 


Это равеиство означает, что /ф -= тА, 
где ф — угол поворота корабля н ф, — угол 
поворота Космонавта относительно звезд. 
Так как ф, -- ф = л, то 


1$ =—тАф + тЮ?л. 
Отсюда 
тА? 3 т 


= дол. 


8. Записав закон сохранения момента 
нмпульса, получим 


{МЮ -- 2тЕ?)ю = [ МА? + 2т( В -- о. 


1 
Так как @®: = = &«., то после несложных 


преобразований и этого уравнения найдем, 


1=А ®(И зе и— 1. 


К статье «„Комбинатофика» 


1. Чнсло рх может войти в делитель дс 
показателями 0, 1,...,&а„ всего о„--1 спо- 
собами. По правилу. произведения число де- 
лителей и 


(©, — Ба, + 1... т. 


2. В перестановках. где 4 буквы е идут 
подряд, их можно объединить и считать од- 
ной буквой. Число таких перестановок равно 
5!, остается Р(4, 1,1 В — 5' =1560. 

3. Выпишем гласные в данном порядке. 
Тогда для буквы к имеем 5 мест; после того 
как она влисана, для буквы м—6 мест, 
для л — 7 мест. Всего 5-6-7=210 способов. 

4. Аналогично задаче 2Р{3, 1,1, — 
—41==96. 

5. Каждая цифра в каждом разряле встре- 
чается 42—16 раз. Поэтому сумма цифр 
первого разряда равна 16 (1-[-2--3--4)=160, 
второго — 1600 и третьего — 16 000. Всего 
получим 17 760. 

6. Каждая цифра в каждом разряде по- 
является Р4/4=6 раз. Как ин в задаче 5, 
получаем 66 660. 

7. Здесь общес число перестановок равно 
12, причем цифры 1 и 5 появляются в каждом 

разряде по 3 раза. а иифра 2—6 раз. Сумма 
и в каждом разряде равна 3.13.5 
-|-6.2=30. Общая сумма равна 33 300. 

8. а) Это число всех подмножеств мно- 
жества, состоящего из п элементов. Каждый 
элеменг либо входит в подмножество, либо 
пет {2 слособа). По правилу произведения 
лолучаем требуемое равенство. 

6} Здесь записано число способов выб- 
рать в множестве, состоящем из л элементов, 
два подмножества: одно из Е элементов, 
другое из п? — А. Выбирать можно сначала 
-подмножество, затем из оставшихся  эле- 
ментов — (11 — В)-подмножество, или сна- 
чала т-подмножество, а затем в нем А-под- 
множество. 


К статье «Движение планет» 
Оптическая задача 


Есан источник находнтся в фокусе РЁ, 
(рис. 1); то для любой точки А на эллипсокде, 
в которую попадает луч, нлущий из Р,, 


расстояние Р.Р, между фокусом Рь и изо- 
бражением ЁР, источника равно 2а (Е, — 
отраженне РЁ, относительно касательной #)- 
То, что Р,АЁР, — прямая, было доказано 


в статьс. Следовательно изображением ис- 
точника Ё, будет сфера раднуса 2а с цент- 
ром в фокусе Р.. 


Геометрическая задача 
Пусть большая окружность на рисунке 


| «направляющая», а мазенькая проходит 
через фокус Р; и касается большой. А,— 





Рис. { 
центр маленькой окружности. Нам нужно 


доказать, что Р.А, -|- А:Ё› = 24а независи- 


мо от положения точки Иа 

Так как, Ё:А,=А.В, то ВЕ.-=Е.А 
--А,Е,=2а для любой точкн А\. 

Расстояние от центра эллинса до основа- 
йИя нормали М к касательной # всегда равно 


5 и —а, что видно из подобия треуголь- 
а ЕКО и Е, Е, 1Ё 2. 


Космическая задача 
Нарисовав орбиту спутника, легко уви- 
сть, что большая полуось орбиты а == 
>. {В -1 г), сумма песо от любой 
точки эллилса до фокусов с >= ке (В —\, 
а малая 


ь-уиуа= 
: ит (В+ 9— УЕ. 


Зная ан 6, вычислить все требуемые велн+ 
чины не представляет труда. 


полуось 





=®—5- 


К статье «Вспомогательная 
окружность 

1. Переобозначьте точки: А через В, 
С через Р, М через Н и № через Ю — и посмот- 
рите на рисунок [ в тексте. 

2. Соедините остальные вершины треуголь- 
ника с центром квадрата. Получившиеся 
отрезки равны, на них олираются нужные 
углы. 
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3. Проведите окружность через точки 
А, Р. М, Фин перепишите для дуг условие 
= АРМ= =АОМ (10, что они равны 90°, 
даже не используется, лишь бы точки А, 
Р. М, Ц лежали на одной окружности). 

4. Проведите окружность через точки 4, 
М, С. Треугольники подобны по двум углам; 
опирающимся на дуги АМ и АМ. 

5. Проведите окружность через точки С, 
М, м, Н. Воспользуйтесь тем, что СН — 
днаметр, и докажите, что -ВАС:= = СММ. 

6. 2).90°; 60°; 302. 

6) 90°; 22%,5; 67°,5. 

7. Треугольник определяется с точностью 
до подобия. Возьмите произвольную точку 
ка биссектрисе, считайте се точкой пересе- 
чения биссектрисы с описанной окружностью. 
Перлендикуляр, опущенный из этой точки 
на сторону треугольника {он лараллелеи 
высоте), попадает в основание медианы н 
проходит через центр окружности. Третья 
точка на окружности получится отражением 
в этом перпендикуляре. Не забудьте про- 
вести анализ возможиости построения ни 
рассмотреть все возможные случан. 

8. Ключ к решению этой задачн дают вспо- 
могательные окружности, описанные около 
равиосторониих треугольников и пересе- 
кающиеся в одной точке, через которую прс- 
ходят и все три прямые АА,. ВВ, н СС. 

9. Пусть на стороне АВ треугольника 
АВС как на днаметре построена окружность. 
Докажите, что если угол С тупой, то его вер- 
щина лежит внутри окружности. 

А теперь подумайте, как следует построить 
окружность, чтобы реншть задачу 9. 

10. Окружность, проведениая через А, 
В, С. должна касаться стороны угла в точке 
С. Докажите, что =$СА = $5ВС. Треуголь- 
ники $АС и $ВС подобны. Для определения 
$С можно провести любую окружность че- 
рез точки А и В и определить длниу отрез- 
ка касательной, проведенной из точки 5, 
от $ до точки касания. Это и будет $С. 

11. При решенин этой задачи можно при- 
менить формулу, выражающую сторону тре- 
угольника через диаметр описаниой окруж- 
ности н противолежащий угол- 


К статье «Вступительные 
экзамены по математике в МИН 
нм. В. М. Ленила 


Вариант 1 
а 
р’ сз? а4? 5 В 
И 
[7 
12 с05* —- 
2. Составлепное уравнение 
> 21 (24К)? 
а Е 
лЮ [ | 4а 
его решение: г —- ] р: ВИ 
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р 

скорость первого автомобнля, и. = К 
ва 

х(у а ) — скорость второго авто- 


мобиля. Второй корень не удовлетворяет ус- 
ловням задачи. 


3- Если @=0, то х-=0; если а>1, то 





ое ЕаИ ЗВЕНА. 3 если 0<а<1, то 
корней нет. 
де 
= + 5; х = 242; 
д 
х-=-5 + 2 
(#—=0,+1,%2,. ..) 
Вариант 2 
з 
о Е 
ве в, аа 
У2 эт 2а ссз 9 «оз ( 4 > 
2. Составленное уравнение 
атр—х 8х м —х) тах. 


т й > 


где а, 5 — количество меди в {| кг соответ- 
ственно в 1-м ни 2-м кусках. 

После исключения а и Ь из уравнения 
получим 
(т-- п) (6 —-ах= ($ — а) мл, Бъа, 





тп 
туп 
реа 1 
3. ох р 2, ЕЕ. 


К статье «Пнсьменный экза- 
мен по физике в НГУ 


Вариант 3 


1. Так как вольтметр высокоомный, ‘го- 
ком через него можно прекебречь и потенциалы 
точек си 4 можно определить так, как если 
бы вольтметра вообще не было. Поэтому, 
полагая, что потенциал точки а равеи нулю, 
мы можем запнсать, что 


, й ОК, ИВ. 
Е Евы 
ЕК. — К.Ка 


ы (В, + К.) (Е + Ки ` 

2. Найдя положение центра тяжести те- 
ла, запишем условие равенства моментов сил 
давления воды н силы тяжести, действующей 
на тело, с учетом того, что вода ие подтскает 
под его нижиюю грань. В качестве оси вы- 
бираем правое ребро вижней грани 


5.44? + (# — 4а) а] а = 


З 
= Заз (24 — 4) 5-@. 


Отсюда В==5 а. 

3. Через конденсатор в единицу времени 
пролетает //е электронов. Так как поле кон- 
денсатора электростатическое, то вдалн от 
конденсатора до ни после пролета электронов 
они должны иметь одинаковую энергию н, 
следовательно, одинаковый ло величине им- 
пульс ти. Это означает, что каждый электрон, 
пролетая через конденсатор, передает ему 
в вертикальном  направленин импульс 
по эп. В единицу времени нонденсатору 


сообшается импульс : ти зт а. Если пре- 
небречь вертикальным отклонением конден- 
сатора и использовать закои Гука, то мы 
получим, что дололнительное растяжение 


7 
. фто па. 
пружины равно ср $ 


4. Пусть неподвижная точка находится. 


на расстоянии х от нижнего конца крыши 
при ее нагреванни и на расстоявни у от него 
при охлажденни. Так как точка неподвижна, 
то сумма сил, приложенных к ней, равна 
нулю: 
({' —х Рэшф-- (Г —х) ЕР с05ф == 
=: хРпф — ЁР с05$. 


‚ Эпф-- #505 ф 
Отсюда х =} О со 8 ; 
51 < — # с05ф 
2Е сс5ф ь 
Если РГ = РИ а(ь —В)], то за № 
суток лист сползет на расстояние 


я 
АЕ — М6) ©, 


Аналогично у = Г 


Решите на досуге 


1. Земной шар стянулн 
по экватору стальным обру- 
чем, затем диаметр обруча 
увеличили так, что длина об- 
руча увеличилась иа | м. 
Сможет ли кошка проползти 
в образовавшийся между зем- 
лей и обручем зазор (счи- 
таем Землю шаром раднуса 
6400 км} (рис. 1)? 





Рис. |. 


2. Здесь в зтроичной си- 
стеме счисления произведено 
деление двух чисел. Расшиф- 
руйле! ^ 
28+ *()* +* 
++ 


422 
© #* 


"33< *| 





++ 
5 о* 
—— 


0 


3. Имеются пять булыж- 
ников разного веса и’рычаж- 
ные весы, устройство которых 
показано на рисунке 2. Каж- 
дая чашка весов вмещазт один 
булыжник. 

Не более чем семью взве- 
шиваниями расположить бу- 
льжники в порядке убыва-_ 
ния их весов. 
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УГОЛОК КОЛЛЕКЦИОНЕРА 


МАРКИ, ПОСВЯЩЕННЫЕ 
НИКОЛАЮ КОПЕРНИКУ 


Этог великий польский 
ученый проложыл новые пу- 
ти к современной астроно- 
мым. Нужно было обладать 
такой поразительной интун- 
цыей и незавнснымостью 
мышления, какими обладал 
Копернык (1473—1543 гт.), 
чтобы понять м доказать, 
что не Солнце вращается 
вокруг Землн, а, наоборот, 
Земля и другие планеты 
вращаются вокруг Солнца. 

Изучая движения планет. 
Коперник установыл, что наг- 
ша планета обходит Солнце 
за год, вращаясь при этом 
вокруг своей оси м совер- 
шая полный оборот за 24 ча- 


са. Разработка устройства 
планетной системы  (гелио- 
центрической), со всеми 


вычислениями заняла у Ко- 
перника 23 года—с 1507 
по 1530. Зааем рукопись с 
изложением его идей про- 
лежала еще 10 с лишним 
лет, прежде чем он решился 
ее опубликовать. Первый 
отпечатанный экземпляр его 
кныги был прислан ему 23 
мая 1543 г. В ту же ночь он 
скончался. 

Теорня Коперника выз- 
зала переворот в астроно- 
мин, Она подорвала дове- 
рие к учению  церквн. В 
1616 г. его книга была вклю- 
чена в список запрещенных 
церковью издания и вычерк- 
нута из него только в 


1830 г. 
Выдающаяся личность 
Коперныка нашла широкое 


отражение во всех видах и 
жанрах искусства, в том чис- 
ле и в мнниатюрноя живо- 
писи — мёрках. Большинство 
мз инх появилось на его ро- 


&7 


дине. Первые дае марки 
вышли в 1923 г. в честь 450- 
летыя со дня его рождения 
(одма из ных показана на 
фот2). Затем они выходили 
в Польше неоднократно. 


Так. уже сразу после 
освобождения страны от 
гитлеровских захватчиков, 
1945—1946 гг. в сериях 
марок ‹ видамы Кракова 
есть и изображения па- 
мятныка Коперныку в этом 
городе. В 1951 г. вы- 
ходыт серия мерок о пер- 
вом съезде польских уче- 
ных. м на одной из них дан 
портрет Коперныка. 


480-петие со дня его рэ- 
ждення отмечается в 1953 г. 
выпуском двух марок. На 
первой мы видым картыну 
Яна Матайко «Николай К- 
перник», а на второй — пор- 
трет ученого, которым дер- 
жит а руках рисунок с из2- 
браженыем гелиоцентричес- 
кой планетной системы. 


В 1955 г. среди марок 
серым «Памятныкн Варшавы» 
изображен памятник Копер- 
нику. В 1959 г. в серым ма- 
Рок, посвященных деятелям 
мировом науки, наряду с 
портретами Дарвина, Мен- 
делеева, Эйнштейна, Пасте- 
ра. Ньютона есть и портрет 
Коперника. 


Примерно с 1512 г. Ко- 
перник жил в Фромборке, 
где он, занимая должность 
каноника, разработал свою 
планетную систему. На од- 
ной ыз марок серми «Исто- 


рические города Польши» 
{выпуск 1960 г.) показан 
фрегмент кафедрального 


собора с башней Коперныка 


в Фромборке. Художник 
В. Хомич нзобразил малень- 
кую фигуру на башне, нз- 
блюдающую за звездным 
небом. 


В 1961 г. портрет Копе?- 
ник выпущен в серин ма- 
рок «Знаменитые — полякир. 


В 1964 г. праздновалось 
600-летие Краковского (Ягел- 
лонского) уннверситета, м в 
сериы марок, посвященных 
этому событию, появилась 
марка с портретом Копер- 
ника — воспитанника — этого 
университета с 1491 по 
1495 г. 

В 1973 г. будет отмечать- 
ся 500-летие со дня рожде- 
ния знаменытого польского 
астронома, В ознаменование 
юбилея в Польше в 1969 и 
1970 гг. уже выпущены две 
серим марок, которые гос- 
произведены на фото. Осо- 
бенно интересна последняя 
серыя с портретами Копер- 
ника в разлычные пернодь! 
его жизни м видами италь- 
янских городов, где он в 
разное время жыл. 


Марки с нзображеныем 
Коперника изданы и в дру- 
гих странах, в частьости, в 
КНР и в Йемене. 


Большой ызвестностью 
пользуется польский ученый 
в СССР. В ознаменование 
10-летия (1955 г.) Договора 
о дружбе, взаимной помо- 
щи и послевоенном сотруд- 
ничестве между СССР и 
ПНР в Советском Союзе вы- 
шла серия марок. На одной 
из марок вы @идите уже 
упоминавшуюся картину 
Яна Матейко “Николай Ко- 
перник». 


Отдел ведет А. В. Алтыние 
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РЕЦЕН 


ЗИИ. БИБЛИОГРАФИЯ 


ЗАДАЧИ. ШРЫ. ОПЫТЫ 


Что ты делаешь, чита- 
тель. в свое свободное время? 
Разбираешь коллекиню ма- 
рок, занимаешься фотогра- 
фней, играешь в футбол? 
Наверное, н то, н другое, 
н третье... Но, кроме всего 
прочего, ты — мы в этом 
уверены — еще любишь ре- 
щать различные задачи: про- 
стые н сложные, серьезные 
и веселые, поучительные ни 
развлекательные. Это очень 
увлекательное дело — ре- 
шать задачи, оно — гимна- 
стнка для ума, а такая гим- 
настика будущему инженеру 
или ученому также необхо- 
дима. как физическая заряд- 
ка, которую каждый обязан 
делать утром. 

Недавно издаи очень ин- 
тересный сборник задач, игр 
и опытов под названием «Твое 
свободное время»*). Его авто- 
ры — В. Н. Болховитинов, 
Б. И. Колтовой н И. К. Ла- 
говский собрали в одну кни- 
гу свои задачи, которые оин 
помещали в разное время 
в журналах «Техника — мо- 
лодежи», «Юный техинк», 
«Наука ин жизнь. При со- 
ставлении сборника исполь- 
зованы также задачи и иден 
задач, публиковавшиеся в 
различных миостранных жур- 
налах и сборниках- 

Книга «Твое свободное 
время» имеет несколько раз- 





*) В. Н. Болховитниов, 
Б. И. Колтовой, И. К. Ла- 
говский. Твое свободное вре- 
мя. «Детская литература», 
М., 1970, 464 стр. 


в 


делов: «Психологический 
практикум». «Логические за- 
дачн», «Математические до- 
суги». «Задачник  конструк- 
тора», «Лабораторные заня- 
тия на дому» и другие. 
Почти ко всем задачам, по- 
мещенным в сборнике, даны 
решения нилн ответы. 

Выполняя задания кинги 
«Твое свободное время», ре- 
шая помещенные там задачи, 
вы получите большое удо- 
вольствне, н можно только 
пожалеть, что сборник из- 
дан сравнительно небольшим 
тнражом — всего 10 000 эк- 
земпляров. (Для сравиения 
укажем, что только читате- 
лей «Кванта», которые безу- 
словно любят решать задачи, 
более двухсот тысяч.) 

Чтобы ваше представле- 
ние о рецензируемой книге 
было более полным, приве- 
дем несколько задач, взя- 
тых из сборника «Твое сво- 
бодное время». 


Задача о калибрах 


Слесарь заметил, что кон: 
тролер проверяет точностЕ 
обработки круглого отвер- 
стня диаметром 3 см, опу- 
ская в него 2 калибра-проб- 
ки диаметром 2 и 1 см. Тогда 
слесарь предложил для по- 
вышення точности контроля 
формы отверстия вместе с 
этими 2 калибрами опускать 
еще 2, которые должны ллот- 
но прилегать к стеикам и 
к обоим первым калибрам. 

Вычислите днаметр ка- 
лнбров, которые предлагает 
добавить слесарь. Попробуй- 
те обойтнсь без применения 
тригонометрни. (Разумеетсяр 


оба новых калибра по разме- 
рам будут одинаковы. ) 


Два бруска 


В Закавказье растет де- 
рево самшит, которое в 1,2 ра- 
за тяжелее воды. Из него 
приготовилн брусок н такого 
же объема сделали брусок 
из сухой липы, которая в 
1,8 раза легче воды. 

Бруски связали вместе и 
опустили в воду. Брусок из 
лнлы был внизу, а из сам- 
шита — наверху. Первый по- 
грузнлся весь, а второй на 
5 


в. своей высоты. 


Бруски перевернули: вии- 
зу был из самшита, а на- 
верху — из липы. 

На какую высоту погру- 
зился брусок нз липы? 

Туристы 

За граннцу поехала груп- 
па туристов из 100 человек. 
Ю из них не знали ин немец- 
кого, ни французского язы- 
ков. 75 знали немецкий язык. 
83 человека знали француз- 
ский. Сколько туристов вла- 
дело обоими нностранными 
языками? 


Забракованный отчет 


Инспектор группы по изу- 
чению спроса населения пред- 
ставил в трест столовых та- 
кой отчет: 

Число опрошенных — 
100 человек. | 

Из них: 
78 человек, 

пьют чай — 71 человек 
пьют хофе н чай — 
48 человек. 

Отчет забраковали. По- 

чему? 


пьют кофе — 


В. П. Лишевский 


Квант для младших школьников 


1 На доске было произведено умножение 
двух чисел. Потом часть цифр стерли и заме- 
нили звездочками. Попробуйте восстановить 
стертые цифри. 

хо 
Ут 


+9 
уж $ 


+ **8 


2. На шахматной доске в нижнем левом 
углу стоит шашка. Двое нграющих ходят 
ею по очереди, передвигая шашку на сосе- 
днее поле. Допускаются лишь направления 
движений, указаниые на рисуике 1. 

Выигрывает тот, кто свойм ходом ставит 
шашку на верхнее правое поле. Как должен 
нграть начинающий, чтобы выиграть? 





3. При некоторой замене цифр буквами 
оказалось. что 


три -- три -Е три = дыра 


причем (м |- ы); м — ы. Каким цифрам соот- 
ветствуют использованные в этих равенствах 
буквы? (Разиым цифрам соответствуют разные 
буквы.) 


&. Попробуйте обойти фигуру на рисунке 
2, не отрывая карандаша от бумаги и не 
проходя дважды по одной линии. 
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КОРОТКО ОБ ЭКСПОНЕНТЕ 


Очень часто мы встречаемся с ве- 
личинами, изменения которых пропор- 
циональны самим этвм величинам. На- 
пример, нзменение числа бактерий в 
колонии (в постоянных условиях) про- 
лорциональна их численности. Измене- 
ние атмосферного давления с высотой 
пропорционально величине давления. 
Число распадающихся в единицу вре- 
мени атомов радиоактивного вешества 
пропорционально числу атомов в образ- 
це. Прирост населения на земле про- 
порционален численности населения н 
5. д. Математически все величины, ко- 
торые изменяются подобным образом, 
выражаются функцией, которая обла- 
Дает следующим важным свойством: 
таягенс угла наклона касательной к 
оси абсцисс в каждой точке пропор- 
ционален значению Функции в этой 
точке. (см. рисунок.) 

Таким свойством обладает показа- 
тельная функция у=а*. 

Особенно важное значёние имеет 
частный случай этой функции, ког- 
ла а= 2: 





у = е*. 


Эта функция носит специальное наз- 
вание — экспонента. 

Число ё — иррациональное число, 
равное 2,718... | 
. ру” | 

е = ит (+=) . 

ло 1 | 
Из всех показательных функций ее } 
выделяет то, что таигенс угла какло- | 
на касательной к графику экспоненты | 
® любой точке не пропорционален, а | 
равен зиаченню функции в этой точ- | 
ке. Для тех, кто знает что такое про- 
изводная. скажем еще и так: произ- 

водная функции 2” равна =^. С экс- 
пснентой читателям нашего журнала | 
° придется встречаться очень часто. } 
Вот некоторые ее свойства: ] 


1. 21+ Ха =х еХ: 61, 
2. Если х.< Хо, то ЕЕ. 
3. При малых х е* = 1-х. 


Подробная статья об экспоненте бу- у 
дет помещена в одном из номеров 
«Кванта», а 
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ПАРАДОКС С. И. ВАВИЛОВА 


В геометрической оптике часто 
и плодотворно применяется — поня- 
тие о пучке параллельных световых 
лучей, имеющем конечное попереч- 
ное сечение. Более того, даже в те- 
ории такого волнового явления, как 
интерференция, во многих случаях 
допустнмо использование этого по- 
нятия. 


Во многих случаях, но далеко 
не во всех. В книге «Микроструктура 
света» известного советского физика 
С. И. Вавилова разобран весьма по- 
учительный в этом смысле оптический 
парадокс. 


Напомним коротко, как выглядит 
энергетика интерференционной кар- 
тины. Интерференция, как мы знаем, 
есть сложение колебаний. В нашем 
случае в волнах колеблются значе- 
ния напряженностей электрического 
и магнитного полей. Эти напряжен- 
ности в каждой точке пространства в 
каждый момент времени определяют 
энергию электромагнитного поля. Эле- 
ктромагнитная волна переносит энер- 
гию, и можно ввести понятие о плот- 
ности потока энергии. Так мы назы- 
ваем величину, равную количеству 





Рис. 1. 


| Квант №2 


В. А. Фабрикант 


энергии поля, протекающему в еди- 
ницу времени через единицу поверх- 
ности. 

Каждая волна характеризуется 
еще и фазой. Если при сложении 
двух световых пучков разность их 
фаз остается все время одной и той 
же, . мы говорим, что имеем дело с 
когерентными пучками. 

В интерференционной картине, воз- 
никающей в результате сложения 
двух когерентных пучков, происходит 
пространственное перераспределение 
световой энергии. В светлых полосах 
энергия больше, чем сумма энергий 
складываемых пучков; в темных по- 
лосах, наоборот,— меньше. Избыток 
энергии в светлых полосах как раз 
компенсируется недостатком ее в 
темных. Полная энергия, распреде- 
ленная по всей интерференциоиной 
картине, точно равна сумме энергий 
двух интерферирующих пучков. 

На рисунке | показана зависи- 
мость плотности потока энергии в 
интерференционной картине от сме- 
щения пе: экрану, на котором она: 
наблюдается. Картина получена при 
сложении двух когереитиых свето- 
вых пучков равной энергии. Горизон- 
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Рис. 2. 


тальная пунктирная линия изобра- 
жает сумму плотностей потоков энер- 
гий в складываемых пучках. Части 
кривой, идущие над этой прямой, 
соответствуют светлым интерферен- 
ционным полосам, а части кривой, 
лежащие под пунктирной прямой, — 
темным. Суммарная энергия, распре- 
деленная в интерференционной кар- 
тине, изображается площадью под 
кривой. Эта площадь точно равна 
площади под пунктирной прямой. 
Требования строгого бухгалтера при- 
роды — закона сохранения  энер- 
гии —- выполняются неукоснительно. 


Перейдем теперь к  парадоксу 
С. И. Вавилова. Представьте два 
совершенно одинаковых . когерент- 


ных резко ограниченных световых 
пучка шириной а, перссекающихся 
под малым углом ©. В области АВС 
происходит интерференция (рис. 2). 





Для наблюдения интерференцион- 
ной картины можно установить эк- 
ран, перпендикулярный плоскости чер- 
тежа, проходящий через точки А 
и С. Интерференционная картина 
будет состоять из прямолинейных че- 
редующихся светлых и темных по- 
лос, заполняющих экран от точки А 
до точки С (рис. 3). 

Распределение плотности потока 
энергин в интерференционной кар- 
тине соответствует графику на рисун- 
ке 1. Если у обоих пучков одинаковые 
начальные фазы световых колебаний, 
то ‘разность фаз световых волн пер- 
вого и второго пучков в точках, ле- 
жащих на прямой ВО, будет равна 
нулю. Она соответствует, таким об- 
разом, середине центральной светлой 
полосы. В середине соседней, темной 
полосы. разность фаз должна быть 
равна л, иными словами, световые 
колебания в обоих пучках должны 
быть в противофазе. Разность фаз 
Аф равна разности хода АЁ обенх 
волн до данного места, деленной на 
длину волны и умноженной на 2л: 


А 21 0. (1) 


Увеличению длины пути, прохо- 
димого волной, на А соответствует 
запаздывание фазы на 2л. Из форму- 
лы (1) следует, что в середине бли- 
жайшей к центру интерференцион- 
ной картины темной полосы АЁ дол- 


А 
жно быть равно >>. 


Подсчнтаем разность хода в точ- 
ке А. Параллельный пучок можно 
рассматривать как поток плоских 
волн, перпендикулярных направле- 
нию световых лучей. 

Проведем через точку ДР (рис. 2) 
одну из волновых поверхностей (по- 
верхностей равной фазы) первого пуч- 
ка. На этой волновой поверхности 
лежат точки Ви А*. 

Путин, проходимые обоими пучка- 
ми до точки О, одинаковы. Для того 
чтобы попасть в точку А, волновая 
поверхность первого пучка, прохо- 
дившая ранее через точку Э, должна 


сместиться на отрезок А’А, а вол- 
новая поверхность второго пучка, 
проходившая ранее также через 
точку Р, должна сместиться на от- 
резок ДА. В результате возникает 
разность хода 





АЕ -РА-—АА’ - а| | 


1 
ша Ча" 


2.“ 
2а чт? т: 


(2) 


Ясно, что такая же разность хода, 
но с обратным знаком будет в точке 
С. Начнем теперь уменьшать угол 
&. При достаточно малом ©« можно 


п < 


А. 
сделать АЁ равным 4 Тогда вся 


область АС будет заполнена одной 
светлой интерференционной полосой. 
Следовательно, всюду энергия будет 
превышать сумму энергий двух пе- 
ресекающихся пучков. Никакой ком- 
пенсации за счет образования тем- 
ных полос нет, так как они вообще 
отсутствуют! 

Можно получить и, так сказать, 
негативный результат, заставив пе- 
ресекаться пучки с начальной раз- 
ностью фаз, равной л. Тогда область 
АС будет заполнена темной интерфе- 
ренционной полосой. В первом случае 
непонятно, откуда берется дополни- 
тельная энергия, во втором —- не- 
ясно, куда исчезает энергия. 

Оба случая явно противоречат за- 
кону сохранения  энергни. — Оче- 
видно, в наших рассуждениях есть 
какой-то дефект, приводящий к ирс- 
тиворечню с одним из основных за- 
конов природы. Чтобы понять, в 
чем здесь дело, запишем формулу (2) 


для указанного случая, когда АЁ 


А $ я 
-=-4_, и воспользуемся при этом ма 


лостью угла @ (5т а->% для малых 
@&). Мы покажем ниже, что угол & 
действительно очень мал. Тогда по- 
лучим 

Г“ 


2 
= =>, 


^ - 
4 





ИЛИ 


| - 0,5. (4) 


Возьмем а_= | см, А-5. Ю-? см, тогда 
@-2,5> 10-* раднана. Из (4) мы 
внднм, что неприятности с законом 
сохранения энергин возникают при 
угле между пучками порядка отно- 
щения длины волны к величнне по- 
перечного сечения пучка. 

Решение парадокса заключается 
в том, что прн таких малых углах 
уже нельзя пользоваться понятием 
идеального параллельного пучка ко- 
нечного сечення. 


При любой попытке реализовать 
такие пучки мы потерпим неудачу. 
Ограннченне размеров пучка  бла- 
годаря явлению дифракции с необ- 
ходимостью приводит к превращению 
его в расходящийся пучок. Угол рас- 
хождения пучка определяется как 
раз формулой (4). При этом, есте- 
ственно, угол, под которым пересе- 
каются пучки, можно определить 
лишь с точностью до величины по- 
рядка угла расхождения пересека- 
ющихся пучков. 


Если бы дифракция еще не 
была открыта, мы на  основа- 
нии закона сохранения энергии 


и формулы (4) должны были бы 
не только догадаться о ее существо- 
ванни, но и указать на основную за- 
кономериость, управляющую величн- 
ной дифракционного угла. Это хоро- 
ший пример того, что закон сохране- 
ния в физике всегда может служить 
надежной путеводной звездой. 


Взяв реальные световые пучки, 
мы никогда, конечно, не получим 
противоречия с законом сохранения 
энергии. В интерференционных опы- 
тах данного типа всегда дело будет 
сводиться к пространственному пере- 
распределению потока энергии. 


Есть, однако, интерференционные 
эксперименты, где возникают еще бо- 
лее тонкие энергетические парадоксы, 
но это, как говорится, уже другая 
история. 
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ДВЕ ИГРЫ СО СПИЧКАМИ 


И. М. Яглом 





В этой статье мы расскажем вам об играх «ним» 
и «цзянышицзы». И «НИМ» и «цзяньшицзы »— китай- 
ские народные игры; «цзяньшицзы» в переводе оз- 
начает «выбирание камней» (разумеется, замена в 
условиях игр камней спичками ничего не меняет в ее 
существе). Впоследствии эти игры проникли в Евро- 
пу; одно время игра «ним» была популярна в За- 
падной Европе. 





Приведем правила этих игр. 
Игра «ним» 


На столе лежат три кучки спи- 
чек. Двое играющих поочередно берут 
спички из этих кучек, причем за 
один раз играющий может взять дю- 
бое число спичек из одной (обязателе- 
но только из одной!) кучки. Выиграв- 
шим считается тот, кто заберет 
последнюю спичку. 


Игра «цзяньшицзы» 


На столе лежат две кучки спи- 
чек. Двое играющих поочередно берут 
спички из этих кучек, причем за 
один риз играющий может либо взять 
любое число спичек из одной кучки, 
либо поровну (но тоже жюбое число’) 
спичек из обеих кучек. Выигравшим 
считается тот, кто заберет послед- 
нюю спички. 

Задача состоит в том, чтобы опре- 
делить, при каких ночальных поло- 
жениях (то есть количествах спичек 
в каждой из кучек) начинающий мо- 
жет вынграть, а при каких нет, и 
указать метод правильной (беспро- 
игрышной) негры. 

Практически играть в ним или 
‚цзяньшиизы очень удобно у клас- 
°сной доски -—- без всяких спичек, 
но с мелом и тряпкой в руке. На дос- 
ке можно нарисовать, скажем, трн 
ряда полей, оканчивающихся у пра- 
вого края доски, и три шашки -— 
по одной в каждом ряду — полей 
(рис. 1). Каждый играющий в свой 
ход‘стирает одну из шашек и «пере- 
двигает» ее на любое число полей 
вправо (здесь речь идет об игре ним); 
выигравшим считается тот, кто сде- 
лает последний ход. Так же можно иг- 


рать ив цзяньшицзы — только теперь 
доска для игры содержит два ряда 





полей и каждый играющий своим 
ходом подвигает либо одну шашку, 
либо одновременно обе шашки на 
одно и то же число полей. 


Начинаем играть в «ним» 


Предположим, что в трех кучках 
спичек лежат соответственно а, бис 
спичек, где а<ф=с; тройка `чисел 
(а, 6, © — это положение или по- 
зиция в игре в данный момент. 
Ясно, что позиция (0, |, Г) является 
проигерышной для начинающего: сво- 
им ходом он обязан взять одну из 
двух имеющихся спичек; но после 
этого его соперник забирает вторую 
спичку и выигрывает. Все остальные 
начальные положения (0, 1, с), где 
>, выигрышны для начинающего: 
своим первым ходом он забирает 
с-1 спичку из третьей кучки, ос- 
тавляя тем самым своему противнику 
заведомо  проигрышную — позицию 
(0, 1, 1). Следующее проиерышное 
для начинающего положение зада- 
ется тройкой чисел (0, 2, 2): ведь 
если в этой позиции он заберет одну 
спичку, то следующим ходом против- 
ник оставит ему позицию (0, 1, 1), 
а если заберет две спички, то против- 
ник следующим ходом кончит игру 
(то есть выиграет). Все остальные по- 
зиции (0, 2, 6), где с=3, выигрышины 
для начинающего, который может 
свонм первым ходом забрать с_—2 
снички, оставив противнику (про-. 
игрышную!) позицию (0, 2, 2). Сле- 
дующие положения, проигрышные для 
начинающего, будут иметь вид 
(1, 2, З) и (0, 3, 3): здесь после каж- 
дого хода начинающего противник 
либо сразу выигрывает, либо сводит 
игру к одной из рассмотренных выше 
позиций (0, 1, Пи (0, 2, 2) (см. ри- 
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Рис. 2. 


сунок 2, где красными цифрами обо- 
значены проигрышные для начинаю- 
щего позиции и стрелки обозначают 
ходы). 

Продолжая рассуждать таким же 
образом, мы можем составить таблицу 
начальных положений, проигрышных 
для начинающего: игрок, вынужден- 
ный сделать ход, исходя из такой 
позиции, неминуемо должен перейти 


к позиции, выцерышной для начина- 
ющего (то есть не входящей в состав- 
ленную нами таблицу); напротив, 
если позиция не является проигрышной, 
то игрок своим ходом может либо 
сразу выиграть, либо перейти к про- 
игрышной позиции, «подставив» тем 
самым ее своему противнику. Первые 
15 из этих позиций собраны в сле- 
дующей таблице: . 


Таблица 1 (проигрышные позиции в игре «ним») 


мм [12| 34 6 
а|о|о|1|о|о|т 


2244 





Попытаемся вглядеться в состав- 
ленную таблицу с тем, чтобы усмот- 
реть в ней общую закономерность, за- 
кон ее составления. Однако на первый 
взгляд никакого определенного за- 
кона, диктующего правила составле- 
ния этой таблицы, заметить нельзя... 


Игра «изяньшицзы » 


Пусть в наших двух кучках лежат 
соответственно а и 6 спичек, где 
а=<8; пара чисел (а, Ь) — это поло- 
жение или позиция в данный мо- 
мент игры. Будем и здесь искать те 
положения, которые проигрышимы для 
начинающего. Первое такое положе- 
ние —- это (1, 2); возможных ходов 
всего четыре: можно взять | спич- 
ку из 1-й кучки, илн | спичку нз 2-й 
кучки, или 2 спички из 2-й кучки, 
или, наконец, по | спичке из каждой 
кучки. Очевидно, что при любом 
возможном ходе начинающего про- 


тивник следующим ходом заканчива- 
ет игру, то есть выигрывает. Все ос- 
тальные положения, где одно из двух 
чисел аи 6 равно 1 или 2 или где 
разность 5—а равна 1, вхигрышны 
для начинающего: если в этом поло- 
жении нельзя окончить игру одним 
ходом (то есть сразу выиграть), то 
можно свести игру к положению 
(1, 2), проигрышному для начинаю- 
щего. Следующей проигрышной пози- 
цией является позиция (3, 5): здесь 
после каждого хода начинающего про- 
тивник или сразу выигрывает, или 
сводит игру к положению (], 2). Все 
остальные позиции (а, 8), где одно 
из чисел аи 6 равно 3 или 5 или где 
р —п—2, выигрышны для начина- 
ющего; следующее проигрыииное для 
начинающего положение — это (4, 7). 
Продолжая рассуждать таким же об- 
разом, мы можем составить таблицу 
пронгрышных для начинающего по- 
зиций. 


Таблица И (проигрышные познции в игре «цзянышицзы») 
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К сожалению, и здесь не видно 
ннкакого определениого закона со- 
ставления этой таблицы. 


А нельзя ли таблицы Ги И за- 
пнсать по другому? 


Нам не удалось понять, как со- 
ставлены таблицы Г и 11, образован- 
ные в первом случае тремя. а во 
втором — двумя строчками чисел. 
Подумаем теперь над возможными 
причинами постнгшей нас неудачи. 


Мы уже говорили о том, что таб- 
лицы 1н Ц — это числовые таблицы; 
они образованы рядами чисел. Фигу- 
рирующие в этих таблицах числа мы, 
естественно, записывали обычным об- 
разом, используя общепринятую де- 
сятичную систему счисления; так, 
например, составляющие последний 
столбец таблицы И числа 24 и 39 
означают: «2 десятка и 4. единицы» 
и «3 десятка н 9 единиц». Однако 
сама по себе десятичная система счи- 
сления, происхождение которой свя- 
зано с тем случайным обстоятельством, 
что человек имеет на руках 10 паль- 
цев, никак не связана с рассматрива- 
емыми нами играми; поэтому умест- 
ной представляется попытка запи- 
сать наши таблицы по-другому. 


Дальнейшее содержаннеэтой статьи 
связано со статьей «Системы счисле- 
ния» («Квант» № 6). Нам потребуются 
следующие сведения из этой статьн. 


Систем записи целых поЛожитель- 
ных чисел с помощью небольшого чис- 
ла символов (цифр) можно предло- 
жить много. Лозиционные системы 
счисления (точнее было бы сказать - - 
позиционные системы записи чисел) 
строятся следующим образом. Зада- 
ется некоторый базис, или система 
ключевых чисел, представляющий со- 


бой бесконечную возрастающую после- 
довательность целых чисел: 


1-= 90<91:<392<4;... (+) 


После этого каждое число М пред- 
ставляется в виде суммы чисел на- 
шего базиса, взятых с теми или иными 
целыми коэффициентами: 


М — тд Тат 9и-к +... +4292 
ы 419, Наодо; 
эте выражение записывается так: 
М=ат@т_1---а2@ Я,» 
Гле От, @т-рь 


числа М. 


Напрнмер, если система 
ных чисел такова: 


реа Ь т, ГЕ, ТА. 1929: 


. — «цифры» записи 


базис- 


то число 27 запишется следующим 
образом: 


27=1.23--0.19+0.17--0.13- 
+0. 11-+0.7-0-5+1.3-0.2-1-1 
—=«100000010Ъ. 


При этом А-я цифра ак в записи 
любого числа М в системе счисления 
с базисом (“) всегда будет меньше 


отношения А+. 
9ь 


Если базис системы счисления име- 
ет вид 


14°, 9=9', 97, 94°, 9*,..., 


где 9 — некоторое целое число, то 
система счисления называется 
«9-ичной»; в ней все числа представ- 
ляются суммамисте пеней чис- 
ла ди все цифры в записи числа № 
меньше 4 (меньше 10 в случае обще- 
принятой десятичной системы счис- 
ления). 


Самой простой из всех систем за- 
писи целых чисел является двоичная 
система счисления, в которой все 
числа представляются суммами сте- 
пеней числа 2. Если использовать эту 


систему счисления, то наши таблицы 
Ги Н примут совсем другой вид 
(числа в двоичной системе счисления 
мы будем записывать красными циф- 
рами): 


Таблина [а 
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`Внимательное изучение таблицы 
|1а позволяет усмотреть в ней вполне 
определенную закономерность: да, ко- 
нечно, проигрышные позиции (а, 6, 6) 
в иере «ним» —— это те позиции, где 
сумма цифр каждого разряда в дво- 
ичной записи чисел а, 6, с четна 
(то есть равна 0 или 2)! Однако таб- 
лица Па оказывается более коварной: 
она ничем не лучше таблицы ИП, и 
никакой определенной закономерности 
составления проигрышных пар’ (а, 6) 
из нее усмотреть нельзя. 

Но почему именно двоичная сис- 
тема счисления должна дать нам ключ 
к отысканию системы беспроигрышной 
игры в цзяньшинзы? Правда, мы ви- 
дели, что эта система помогает как 
будто при разработке теории игры 
ним: но ведь цзяныцицзы — это 
совсем другая игра, а ключ, открыва- 
ющий одну дверь, совсем не обязан 
подходить к другой. Нельзя ли пере- 
писать таблицу П по-иному: может 
быть, другая система записи образу- 
8 
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ющих эту систему чисел прольет боль- 
ие света на ее строение? 
Внимательное нзучение таблицы 
П позволяет подметить, что в ней 
часто фигурируют числа Фи- 
боначчи (см. , например, 1-й, 2-й, 
5-й и 13-й столбцы таблицы) " 
А это в свою очередь может навести 
нас на мысль о целесообразности по- 
пытки записать таблицу И в «фибонач- 
чиевой системе счисления», в которой 
все числа представляются суммами 
чисел последовательности Фибоначчи 
(числа в этой системе счисления мы 
будем записывать синими цифрами). 
Например, число 100 в фибоначчие- 





*) Числа Фибоначчи — последователь- 
ность чисел, начинающая с | н 2 и далее 
строящаяся по следующему закону: каждое 
число последовательности Фибоначчи равно 
сумме двух предыдущих. Первые ее члены та- 
ковы: |, 2, 3, 5, 8, 13, 2, 34, 55, 89, 144, 
233, 377, Числам Фибоначчи посвящена 
хорошая брошюра Н. ЦН. Воробьева 
«Числа Фибоначчи» (М., «Наука», 3-е изд., 
1969}. 








вой системе счислення записывается 


так: 
100=}000010100 


100=:1-89-{-1.8-1-3. 
Перепишем теперь таблицу И в 
фибоначчиевой системе счисления: 


ибо 


Таблица `Пб 
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Вот тут уж закон составления 
«проигрышных» пар не вызывает ни- 
какого сомнения: записанная в фибо- 
наччиевой системе счисления пара чисел 
(а, Ь), где а<3Ь, определяет в иере 
«изянышиизь» пронгрышную позацию, 
если а оканчивается четным числом 
нулей *), а 6 получается из @ припи- 
сыванием одного нуля в конце. 


Догадка? Нет, теорема! 


Мы уже почти достигли цели: 
мы как будто знаем, какие позиции 
в играх «ним» и «изяньшицзы» яв- 
ляются проигрышными для начина- 
ющего, а какие выигрышны для него. 
Однако математика не признает выра- 
жения «как будто»; в математике ре- 
шить задачу — это не только (и не 
столько!) догадаться, каким бу- 
дет ответ задачи, но и доказать, 
что твоя догадка правильна. 

Доказательство того, что подме- 
ченная нами закономерность состав- 
ления проигрышных позиций правиль- 
на, состоит в следующем: требуется 
показать, что в каждой из игр «ним» 
и «цзаныницзаы» существует такая 
система позиций (их можно называть 
выделенными или проигрьышшнымия по- 
зициями), чйю 


*) а может оканчиваться «нулем нулей», 
то есть вовсе не содержать нулей в коице, 
ведь нуль — чегнос число. 
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а) для каждой позиции, не явая- 
ющейся процерышмой, существует та- 
кой ход, после которого позиция ста- 
новится проигрышиной; 

6) каждая проигрышная позиция 
после любого хода играющего переста- 
ет быть таковой. 

Эти свойства проигрышных по- 
зиций определяют и «метод беспроиг- 
рышной игры» (применимый, разу- 
меется, только в том случае, когда 
начальная позиция не является про- 
игрышной): 

играющий должен каждым своим 
ходом добиваться того, чтобы по- 
зиция стала проигрьйиной *). 

По этому поводу см: также рещение зада- 
чи М8 («Квант» № 10, 1970, стр. 38). 

При этом обратите вниманне на некоторую 
разинцу в терминологии. В решении задачи 
М8 позиции рассматриваются с точки зрения 
одного из игроков, который именуезся Я; 
мы же рассматриваем познцин с точки зрения 
того игрока, которому предстонт сделать из 
данной позиция ход, н именно с точки зрення 
этого итрока оцениваем <вынгрыщиость» по- 
зиции. 


Сформулируем теперь те две те- 
оремы, которые нам предстоит дока- 
зать: 


Теорема 1. Проигрышиными 
(то есть удовлетворяющими сформу- 





*) При этом позицию (0,0, 0}, соответ- 
ствеино (0, 0), мы также причисляем к 
чнелу «проигрышных»: ведь если игрок может 
свести нгру к этой позицин, то, значит, он 
уже выиграл. 


лированным выше условиям а) и 6)) 
в игре «ним» являются те и только те 
позиции (а, Ь, 6), для которых суммы 
всех цифр, отвечающих одному раз- 
ряду в записи чисел а, 6, с в двоичной 
системе счисления, для всех разрядов 
четны. 


Теорема 11. Процгрышными в 
игре «цзяньшицзы» явлются те и толь- 
ко те позиции (а, 6), для которых 
число а, будучи записанным в фибонач- 
чиевой системе счисления, кончается 
четным числом нулей, а число 6 по- 
личается из числа а приписыванием 
еще одного нуля в конце. 


Замечание. Из теорем Ги 
|| следует, что обе игры -- «ним» ни 
«изяньшиизы» - - в определенном смыс- 
ле выгоды для начинающего: проиг- 
рышных для начинающего позиций 
(см. таблицы Ги 11) в них довольно 
мало, то есть они встречаются гораздо 
реже, чем все остальные (вынгрыш- 
ные для начинающего) позиции. 

Доказательства этих теорем состав- 
ляют содержание приводимых ниже 
упражнений. Ответы к ним даны на 
стр. 60 (попробуйте, однако, найти 
решения самостоятельно). Советуем 
вам сначала разобраться с упражне- 
ниями |4, так как упражнения 
5-—7 гораздо сложнее. 


Упражнения 


1. Докажите, что если познция (а, 6, с) 
в нгре «инм» не является проигрышной, то 
есть не удовлетворяет указаниым в формулн- 
ровке теоремы [ условиям, то играющий своим 
ходом может сделать ее пронгрышной. 

2. Докажите, что если позиция (а, 6, ©) 


ча” 


в игре «ним» является проигрышной, то после 
любого хода игрока она перестает быть тако- 
ВОЙ. 

3. Укажите правила беспроигрышиой 
нгры в игру «ним» в том случае, если число 
кучек спичек есть любое наперед задаиное 
целое число п >> 2 (прочие правила игры мы 
оставляем прежними). К чему сводится 
стратегия беспроигрышной нгры в случае 
п = 22 

4. Опищите проигрышные позиции (а, 5, с) 
в игре «иимз», записывая числа а, 6, с 
не в двоичной, а в четверичной системе счис- 
ления (то есть представляя, скажем, число а в 
ВИДЕ @ == @и@л-1...@2@)@-=а,4" +аи-14 7-1 +... 
... + а: +а14-- а; здесь 0 = а;-= 3 для всех 

г-- п, п— 1... 2, 10 *)) 

5. Докажите, что для любого целого по- 
ложнтельного числа р существуетодна и только 
одна пронгрышная позиция (а, $) в игре 
«цзяньшицзы» (тоесть позиция, удовлетворяю- 
щая условиям теоремы 1]) такая, что & —а—= 
— р. Проверьте это для первых 15 проигрыш- 
ных позиций, перечисленных в таблице 1]. 

6. Докажите, что если позиция {8, а) в 
игре «изянышиизы» ине удовлетворяет усло- 
виям теоремы ПП, то играющий своим ходом 
может либо сразу выиграть, либо свести по- 
зицию к пронгрышной. 

7. Докажите, что если позиция (а, 6) в 
нгре «изяньшицзы» является проигрышной, 
то после любого хода играющего она пере- 
стает быть таковой. 

8. Укажите правила беспронгрышной иг- 
ры в цзяньшниизы, если число кучек иечетно 
(играющий каждым своим ходом имеет пра- 
во взять лнбо любое чнело спичек из ка- 
кой-то одиой кучки, либо поровну — и тоже 
любое число! — из всех кучек). 

Проблема. Укажите правила беспро- 
игрышной нгры В Цзяньшнизы, если число 
кучек равно четырем. 

Хочу предупредить читателя, что решение 
поставленной проблемы автору неизвестно. 


*) Черта над числом означает, что это за- 
иись числа цифрами ал@л-1-.-@2@ во, а ие про- 
нзведенне чисел. 


ДИАЛОГ О ТЕМПЕРАТУРЕ 


№. Я. Азбель 


Научно-популярная статья — всегда своеобразная игра Автора и Чи- 
тателя, в которой Автору верят на слово (отсюда — не так уж редко реали- 
зуемая — возможность жульничества)}, но зато он не имеет права писать не- 
понятно и нагонять скуку. Иначе — проигрыш Автора: статья не будет 
прочитана и, значит, писалась зря. 

Обычно популярная статья выглядит как длинный монолог. Но уже 
древние греки понимали, что научный диалог гораздо интереснее. Поскольку 
это не нарушает правил игры, последуем их примеру. В результате Читатель 
получит возможность, проявив характер, попытаться сначала сам найти 
ответы на поставленные вопросы, кажлый из которых — это физическая 
задача. а иногда и целая проблема. 


Итак, занавес поднимается — мы начинаем. 


Автор 

Температура, пожалуй, первое ко- 
личественное понятие, с которым стал- 
кивается в своей жизни человек. Пяти- 
летний ребенок еще не умеет считать, 
но уже сообщает: «Я здоров, у меня 
36,6»,-— не понимая еще даже смысла 
произносимых слов (для десятичных 
дробей нужно вырасти вдвое). Это 
означает, что речь идет об одном из 
важнейших физических понятий. Че- 
ловечество на протяжении всей своей 
истории пытается понять вещи, по- 
ражающие еще вдетстве: пространство, 
время... Ибо чем привычнее понятие, 
чем проще формулируется вопрос, 
тем он обычно глубже и тем труднее 
на него ответить. Впрочем, тем труд- 
нее его и задать — настолько он ка- 
жется очевидным. Так, в одном из 
детективных рассказов сыщики‘сбива- 
ются с ног, разыскивая то, что на- 
ходится у них неред глазами. 
Читатель 

Бог с ними, и с сыщиками, и с 
философскими рассуждениями. Нельзя 
ли поконкретнее? 
Автор 

Пожалуйста. Вот вопрос, после- 
довательное выяснение которого ве- 
дет нас В конце концов к основным 
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понятиям общей теории относитель- 
ности. 

Все методы измерения температуры 
основаны на выравнивании темпе- 
ратур, то есть на том, что более го- 
рячее тело охлаждается, а более хо- 
лодное -- нагревается. Не так ли? 
Читатель 

Конечно. 

Автор 

А почему это происходит? Почему 
тепло всегда переходит от более на- 
гретого тела к менее нагретому? 
Читатель 

Не всегда! Холодильник, —на- 
пример, охлаждается, хотя около него 
нет более холодного тела. Тепло здесь 
передается более теплому телу — 
окружающему воздуху и всему тому, 
что находится в комнате. 

Автор 

Вы опередили ход моих рассужде- 
ний, сделав очень важное замечание. 
Действительно, если потрудиться и 
затратить работу, можно холодным 
телом нагреть горячее. Не зря хо- 
лодильник включается в сеть. Но в 
системе, не взаимодействующей ни 
с какими другими объектами (такую 
систему физики называют замкнутой), 
температура всегда выравнивается, 
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тепло передается от горячего к.холод- 
ному. Во всех случаях, когда этого 
не происходит, можно найти, где 
система «разомкнута». Так, в случае 
холодильника его охлаждение про- 
исходит за счет энергии, полученной 
от электростанции, или, в конечном 
счете,, от остывающего Солнца. 
Читатель 

Все, что вы говорите, по-моему, 
совершенно очевидно. 


Автор 

Я уже предупреждал: источник 
самых глубоких ндей — кажущаяся 
очевидность. Давайте сформулируем 
сказанное в виде физического закона 
и посмотрим, какие из него вытекают 
следствия. Этот закон сводится к так 
называемому «второму началу термо- 
динамики» («первым началом» назы- 
вают закон сохранения энергин), или 
«закону возрастания энтропии». 


Обычно, когда результаты экспе- 
римента противоречат теории, надо 
исправлять теорию. Если же экспе- 
римент противоречит второму нача- 
лу термодинамики, ищут ошибку в 
эксперименте. И всегда находят ее. 
Ибо за всю историю науки не было 
ни одного случая, чтобы нарушился 
этот закон, так же как за всю исто- 
рию человечества не было ни одно- 
го случая бессмертия. (Аналогия, 
в действительности, очень глубо- 
кая.) 

Второе начало термодинамики 
гласит: «В замкнутой системе про- 
исходит выравнивание температур». 
Иначе говоря, тепло переходит от 
горячего тела к холодному. Первое 
охлаждается, а второе нагревается. 

Для того, чтобы отнять энергию 
у более нагретого тела, надо затра- 
тить работу. Значит, невозможен не 
только «вечный двигатель первого 
рода», который совершает работу 
из «ничего», вопреки первому нача- 
лу термодинамики — закону сохра- 
нения энергии. Невозможен также 
не противоречащий этому закону 
«вечный двигатель второго рода», 
который бы, вопреки сформулиро- 
ванному нами второму началу тер- 
модннамики, совершал работу, ох- 
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Лаждая моря, океаны, материки. За- 
пасы их тепловой энергии практиче- 
ски неисчерпаемы, но — увы — недо- 
ступны. Какие соблазнительные 
проекты погубило второе начало! 
Итак, в замкнутой системе иро- 
исходит выравнивание температур. 


Этот процесс заканчивает- 
ся, когда температуры тел стано- 
вятся одинаковыми. Тогда наступает 
состояние равновесия, но не механи- 
ческого, а термодинамического. 

Но отсюда немедленно следует вы- 
вод о «тепловой смерти Вселенной», 
принадлежащий немецкому ученому 
Клаузису. Раньше или позже осты- 
нут все звезды, во всем мире устано- 
внтся одна и та же температура, 
любые процессы окажутся — невоз- 
можными — мир превратится в без- 
жизненную пустыню. `Все попытки 
понять, почему этого не произошло 
за время существования Вселенной, 
были бесплодны до появления общей 
теории относительности! 


Чнтатель 
А согласно теории относительнос- 
ти температуры не выравниваются? 


Автор 

Нет, ответ не столь прямолинеен. 
Но для того, чтобы понять, как рас- 
правилась общая теория относитель- 
ности с тепловой смертью, надо хоть 
немного рассказать об основных по- 
нятиях этой теории. 
Читатель 

А это, скажете вы сейчас, школь- 
нику недоступно... 


Автор 

Наоборот, уверен, что доступно. 
Считаю, что чем глубже физическая 
нли математическая идея, тем проще 
ее изложить, не используя никаких 
специальных знаний. 


Читатель 

Так расскажите, пожалуйста, об 
общей теории относительности. 
Автор. 

Это должно быть темой отдельной 
беседы. Сегодня мы говорим о тем- 
пературе, и мне было важно лишь по- 
казать, что, размышляя над тем, как 
термометр измеряет температуру; мож- 


но прийти к теории Эйнштейна; пока- 
зать, как много проблем и перспектив 
можно увидеть, читая школьную фи- 
зику. Как видите, размышления о 
температуре оказываются исключи- 
тельно плодотворными. Что же такое 
температура? 
Читатель 
Из того, что вы говорили, я по- 

нял, что температура —- это то, что 
выравнивается при контакте двух 
тел. В школе нам говорили, что тем- 
пература — это величина, пропорцио- 
нальная средней кинетической энер- 
гии молекул: 

пий 3 

5 =5 ЕТ. 
где Ё=10- дж/град — постоянная 
Больцмана. 

Выравнивание температур про- 
исходит потому, что при столк- 
новении энергия передается от 
частиц с большей энергией к части- 
цам с меньшей энергией. 

Автор 

Какова, по-вашему, потенциаль- 
ная энергия взаимодействия частиц 
в кристалле при абсолютном нуле 
температуры? 

Читатель 

Мы преодолеваем эту энергию, 
превращая кристалл в газ. Значит, 
на каждый атом приходится энергия, 
равная примерно АТ,, где Т,— 
температура кипения. 
Автор 

Совершенно правильная оценка. 
Значит, по-вашему, кристалл, на- 
ходящийся при абсолютном нуле тем- 
пературы, может нагреть газ, имею- 
щий температуру ниже температуры 
кипения кристалла? 
Читатель 

Нет, конечно. Я имел в виду не пол- 
ную, а кинетическую энергию, которая 
тем выше, чем выше температура. 
Автор 

Хорошо. Рассмотрим, например, 
кусок льда. Над ним, конечно, есть 
водяной пар. Из-за выравнивания 
температур у льда и пара при равно- 
весии температуры одинаковы. Зна- 
чит, одинаковы н средние скорости 
молекул в паре и кристалле льда. 


Читатель (озадаченно). 

Нет, это что-то странно. Ведь в 
твердом льде молекулы почти непо- 
движны, а в паре носятся с огромны- 
ми скоростями. Я хорошо помню, что 
при испарении жидкость охлаждает- 
ся. Есть даже такой способ получе- 
ния очень низких температур — испа- 
рение жидкого гелия. Это и понятно, 
За границы молекулярного притяже- 
ния в жидкости могут вылетать лишь 
самые быстрые молекулы. Остающиеся 
же медленные соответствуют более 
низкой температуре. 


Автор 


Но разве на преодоление молеку- 
лярного притяжения в жидкости не 
будет истрачена часть энергии? Раз- 
ве из жидкости в пар молекула выле- 
тит с той же скоростью, с какой на- 
чинала свой путь? 

Читатель 


Поистнне, хорошее дело спорить. 
Я никогда не думал, что в споре на 
самом деле рождается истина! Я, 
кажется, понял все до конца! Дей- 
ствительно, испаряются те молекулы, 
которые были самыми быстрыми, по- 
этому вначале жидкость охлаждается. 
Преодолевая притяжение, молекулы 
теряют свою скорость, как ракета, 
вылетающая к Луне. Поэтому газ 
тоже состоит не из рекордно быстрых 
молекул и средние скорости молекул 
в газе и жидкости совпадают. Благо- 
даря испарению устанавливается об- 
щая температура. Если вылетающие — 
бывшие быстрые — молекулы уно- 
сятся, как при испаренин под откач- 
кой, можно добиться заметного пони- 
ження температуры жидкости. 
Автор 

А как быть со скоростями молекул. 
в кристалле? 
Читатель 

В кристалле молекулы движутся 
с теми же средними скоростями, что 
и в паре над ним, но совершают не 
свободное поступательное движение, 
слегка искажаемое редкими столкно- 
вениями, как в газе, а колеблются воз- 
ле стандартных мест в кристалличес- 
кой решетке... 
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Автор 

...которые называются узлами ре- 
шеткн. Совершенно верно. 

Но я буду продолжать сбивать вас. 
Со временем вы научитесь делать это 
самостоятельно. Графоман ищет под- 
тверждений любой своей идее -- 
ученый сначала начинает поиски воз- 
можных опровержений. 

Итак, вы сказали, что температура 
определяет среднюю скорость моле- 
кул. Это значит, что средние скорос- 
ти молекул в любых телах, незавн- 
симо от их состава и состояния (вода, 
железо, воздух), при одной и той же 
температуре одинаковы. А при абсо- 
лютном нуле скорости равны нулю. 
Но как же тогда быть с гелием, ко- 
торый даже при абсолютном нуле 
температуры остается жидким? 
Читатель 

Ноя читал, что абсолютный нуль 
недостижим. Кстати, почему? 


Автор 

Для того чтобы разобраться по- 
чему, нужно поговорить об энтропин. 
Это сильно уведет нас в сторону. А 
то, что нуль недостижим, в нашем 
случае несущественно. Принципналь- 
но мы можем приблизиться к нему 
сколько угодно близко. Для нас важ- 
но лишь то, что при температуре в 
несколько градусов Кельвина сред- 
няя скорость атомов гелия уже слабо 
зависит от температуры, а при изме- 
нении температуры от 1 до 10° 
градуса практическн не меняется, 
хотя, казалось бы, должна была 
уменьшиться в тысячу раз. 


Читатель 
Может быть, это связано с особыми 


свойствами гелня, с его сверхтеку- 
честью? 


Автор 

Некоторая общность между этими 
явлениями есть. Однако оставаться 
жидким при абсолютном нуле — свой- 
ство не только гелия. Как вы зна- 
ете, хорошая электропроводность ме- 
таллов обусловлена свободными элек- 
тронамн. Их средняя кинетическая 
энергия практически не зависит от 
температуры металла, н еслн ее пе- 
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ресчитать на температуру по нашей 
формуле зв АТ, то мы уви- 
днм, что она соответствует темпера- 
туре 10°--108° градусов, то есть тем- 
пературе внутри звезд! 

Читатель 

Может быть, не совпадают тем- 
пературы металла и электронов? 
Автор 

Нет, в состоянии равновесия тем- 
пературы, как мы говорили, всегда 
выравниваются. Дело здесь в другом. 
То определение температуры, кото- 
рое вы дали, правильно — но только 
в классической механике. Такая 
«простая», хорошо всем знакомая и 
фундаментальная величина, как тем- 
пература, строго говоря, имеет кван- 
товый характер! Именно в этом связь 
сверхтекучести гелия и того, что он 
никогда не замерзает при атмосфер- 
ном давлении,-- оба эти свойства 
чисто квантовые. Как видите, в по- 
исках существенно квантовых — эф- 
фектов не обязательно искать пути 
в микромир — эти эффекты перед 
глазами. 

К сожалению, в квантовом случае 
смысл температуры не столь нагляден, 
как в классическом. Начнем сабсолют- 
ного нуля температуры и рассмотрим 
чисто квантовый эффект опреде- 
лим кинетическую энергию при абсо- 
лютном нуле, то есть величину, в 
классической теории равную в точ- 
ности нулю. Это позволит нам узнать, 
все ли вещества остаются твердыми 
при нулевой температуре, всегда ли 
способствует затвердеванию увеличе- 
ние давления и каково состояние ве- 
щества в недрах Земли и в глубинах 
звезд. 

Все эти выводы могут быть полу- 
чены нз одного важнейшего кванто- 
вого закона— принципа неопределен- 
ности. 

Читатель 

Принцип неопределенности в при- 
менении к кбординате и импульсу час- 
тицы я знаю. Координата н импульс 
не могут быть точно измерены, так как 
они не имеют одновременно опреде- 
ленного значення. При измеренин им- 


пульса частицы р и координаты х 
мы узнаем значения этих величин с 
некоторыми погрешностями Ари Ах. 
Свойства этих двух величин таковы, 
что никоим образом нельзя сделать 
так, чтобы произведение этих погреш- 
ностей (иногда говорят «неопределен- 
ностей») было меньше, чем й — пос- 
тоянная Планка, деленная на 2л 


=—— А — за 9ж \. 
( = 5 ^ Ю-* ей АрАх-й. 


Автор 

В объекте, состоящем из одинако- 
вых атомов, все они тождественны, 
и потому их положение нельзя изме- 
рить с точностью большей, чем рас- 
стояние между ними. Если Ах-а, 
то каково наименьшее возможное зна- 
чение импульса? 
Читатель 


Конечно, ы! Если бы я ска- 
зал, что импульс, например, меньше 
Ё 
0,1=-, то это означало бы измере- 


ние его с точностью 0,1, что невоз- 


можно! 
Автор 
Значит, наименьшая возможная Кн- 
нетическая энергия... 
Читатель 


то есть тем больше, чем меньше мас- 
са! Интересно, какой температуре 
соответствует такая энергия в клас- 
сической механике? Среднее расстоя- 
ние между атомами и электронами 
в металлах а^—10- м, масса элек- 
трона 10-?? г, масса атома гелия 
10-23 г. Из формулы 

ре СА. 

2 2 2та? 
мы получим, что для электронов тем- 
пература равна 


р Е а 
— ЗЕта? — 3-1138-10-1 10-8 10-8 79 
— 2,5. 10° °К. 


Больше миллиона градусов! Для гелия 


мы такнм же образом получили бы 
температуру 1° К. 


Автор 

Как раз те цифры, о которых шла 
речь раньше. Теперь вам уже не- 
трудно выяснить, каким будет ве- 
щество при нулевой температуре— 
твердым или нет. Но сначала поду- 
майте, почему вообще телам свой- 
ственно твердеть при низких темпе- 


ратурах. 
Читатель 

Очевидно, потому что при низ- 
ких температурах кинетическая энер- 
гия частиц становится малой. 


Автор 
Что значит малой? По сравнению 
с чем? 


Читатель 

По-видимому, по сравнению с по- 
тенциальной энергией взаимодействия 
частиц между собой. Когда потенци- 
альная энергия становится значн- 
тельно больше кинетической, она за- 
ставляет атомы занять определенные 
места в кристаллической решетке. 
Поэтому, для того чтобы сказать, ка- 
ким будет вещество при нулевой тем- 
лературе, нужно знать, как зависит 
потенциальная энергия — взаимодей- 
ствия частиц от расстояния между 
НИМИ. 

Теперь мне ясно, что жидкости, 
не замерзающие при абсолютном нуле 
температуры, следует искать среди 
веществ, обладающих атомами лег- 
кими и слабо взанмодействующими, — 
где побольше минимальная кинетичес- 
кая энергия атомов и поменьше потен- 
циальная энергия взаимодействия И. 
Гелий — легчайший ннертный газ, 
атомы которого слабо взаимодейству- 
ют друг с другом (как, впрочем, и с 
другими атомами — в этом и состоит их 
«инертность»). Очевидно, он удовлет- 
воряег обоим условиям. 

В случае электронного газа по- 
тенциальная энергия взаимодействия 


соответствует закону Кулона: И (а) = 
ез 
= —— , гдееы— лектрона, рав- 
1лае. › ГД е — заряд электрона, р 


— 





ня -18 
ный примерно 1,6. 1071 к, и в 
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= 9-10" При а^107- м мини- 


мальная кинетическая энергия элект- 





ронов 
т м _ 10-8 
2 — 2та? ^” 2.9108. 10-ю ^ 


2 5-10-1$ дж, а 


о = ВА, 2,3. 10-Мдж. 





И (а) получается примерно такой же, 
как минимальная кинетическая энер- 
гия электронов! Поэтому электрон- 
ный газ и не может затвердеть. 


Автор 


Интересно, что уже из принципа 
неопределенности следует отсутствие 
электронов в ядре, размер К которого 
порядка 10-13 см. Там он ‚должен 


был бы иметь скорость и > т ^6х 


Х10и = то есть в 2000 раз боль- 


сек * 
ше скорости света! 


Теперь вы можете проследить, что 
будет происходить с веществом при 
Т=0 по мере роста давления, то есть 
по мере уменынения межатомного 
расстояния. 


Читатель 


Ну да, все определяется соотно- 
шением потенциальной и, кинетичес- 


кой энергий: Иа) и т. Если 
Эта (а) В?, получится кристалл, 
в обратном случае — жидкость или 
газ. 

Автор 


Если вещество сжать настолько, 
чтобы «раздавить» и ионизовать ато- 


1 
мы, то С (а) пропорпиональна =. 


Читатель 


Поэтому при а—0 тело будет вее 
более газообразным! Давление при- 
водит к плавлению — очень инте- 
ресно! 


Автор 


При очень болыших давлениях, 
когда разваливаются ядра, потен- 
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Ь* 


Рис. [. 


циальная энергия быстро растет с 
уменынением а, и вещество опять за- 
твердевает. Затем в области сверхвы- 
соких плотностей, соответствующих, 
например, нейтронным звездам, опре- 
деляющей становится энергия грави- 
тационного взаимодействия, и вновь 
может наступить плавление. 

Существуют звезды, меняющие 
свой блеск и имеющие размер око- 
ло 10 км и массу, сравнимую с мас- 
сой Солнца. У них твердая кора 
(плотность ее меняется от 10° до 
5.1013 г/см3} и жидкая сердцевина 
с плотностью 5. 10'* г/смз. 
Читатель 

Все это очень интересно, но я таки 
не понял, Что же такое температура 
с точки зрения квантовой механики. 
Автор 

Мы определили пока только ми- 
нимальную энергию атома или мо- 
лекулы. Однако это еще не опреде- 
ляет кинетической энергин вещества. 
Надо иметь в виду следующее. Сог- 
ласно законам квантовой механики 
энергия частицы не может быть лю- 
бой. Она может принимать только 
вполне определенные значения, илн, 
как говорят, частицы могут находить- 
ся на определенных энергетических 
уровнях. Их обычно изображают в 
виде расположенных одна над другой 
горизонтальных линий (рис. 1). Сис- 
тема энергетических уровней -—— это 
что-то вроде книжного шкафа с пол- 
ками. Книги могут стоять на пол- 
ках, но не между нимн. 
Читатель 

А распределение частиц по пол- 
кам-уровням чисто случайное, бес- 
порядочное? 





Автор 
Нет. Именно оно-то и определя- 
ется температурой. 
Существуют — два 
ально 


принципи- 
возможных типа частиц: 
одни «независимы» и готовы к 
«равноправию» —- любое их количест- 
во может: принципиально иметь оди- 
наковую энергию. Такие частицы на- 
зываются «бозонами». Для других, 
фермионов, одну и ту же энергию мо- 
жет иметь только определенное число 
частиц. А в одном и том же кванто- 
вом состоянии может находиться не 
более одной частицы. В результате 
ситуация при нулевой температуре 
напоминает наиболее выгодное в смыс- 
ле потенциальной энергии распреде- 
ление книг в книжном шкафу — с 
бесконечно широкими полками в слу- 
чае бозонов и с полками конечной 
ширины в случае фермионов. Книги- 
бозоны все помещаются на нижней 
полке, фермионы при заданном объе- 
ме заполняют тем больше полок, чем 
нх (книг-фермионов) больше. Но 
дело сейчас не в этом. Для нас важно, 
что распределение частиц по энерге- 
тическим полкам связано с темпера- 
турой. 

Буду говорить для наглядности о 
частицах-книгах в книжном шкафу, 
где комер полки определяет энергию 
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частицы. «Температура» книг в шкафу 
определяет их распределение по пол- 
кам (рис. 2): чем выше температура, 
тем больще книг «перебираются» 
вверх. При заданном количестве книг 
температура может служить характе- 
ристикой рассеянности хозяина шка- 
фа, решившего заполнять только самые 
низкие возможные полки. Абсолютная 
аккуратность соответствует Г-=0, аб- 
солютная безалаберность, когда кни- 
ги равномерно распределены по всем 
полкам, соответствует Г-»оо. 
Читатель 

Но тогда получается, что в шка- 
фу может установиться и отрицатель- 
ная температура, если на верхних 
полках окажется больше книг, чем 
на нижних (рис. 3)? И эта отрица- 
тельная температура в смысле энер- 
гии выше положительной? Ведь для 
того, чтобы достнгнуть ее, системе 
нужно сообщить энергию, перестав- 
ляя книги на более высокие полки. 
Причем самой высокой будет тем- 


пература, при которой заполнены 
только верхние полки? 
Автор 

Вам, видимо, кажется, что вы 


довели рассуждения до абсурда, а 
между тем вы говорили абсолютно 
правильные вещи. Более того, вещи 
очень важные не только для «чистой» 


РА 


Рис. 4. 


наукн, но н для техники. В знамени- 
тых квантовых генераторах -— лазе- 
рах и мазерах — специально создают 
отрицательную температуру в том 
именно смысле, о котором вы гово- 
рили, а затем быстро «высвечивают» 
скопленную энергию. 
Читатель 

Разве температура определяет 
распределение частиц по энергети- 
ческим уровиям только в кваитовой 
механике? 
Автор 

Конечно нет. Это верно н в клас- 
сической механике. Например, рас- 
предезение по энергиям молекул 
«классического» идеального газа 
такое, как показано на рисунке 4. 
Оно определяется формулой 

п Е 


ще =. 


Здесь по — число частиц в том ‘со- 
стоянии, с которого мы начинаем 
отечет энергии частицы Е; п — это 
число частиц с энергней Е; е= 
—2,718 — основание натуральных 
логарифмов, А — постоянная Больц- 
мана, Г — температура газа. 
Читатель 

Если преобразовать эту форму- 
лу, прологарифмировав обе части 
равенства, то она примет вид 

п Е 
[п Г == -Ж : 
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Рис. 5. 


Отсюда 
а 

(па пло) 

Если к газу. подводить энергию, 
то мы будем повышать его темпера- 
туру, переводя все больше частиц с 
нижних энергетических уровней на 
верхние. При этом мы можем до- 
биться того, что и станет болыне 
пои Шл больше по. Это будет оз- 
начать, что температура газа отри- 
цательна! Мне кажется, мы пришли 
к абсурду. Говорить об отрицатель- 
ной температуре идеального газа, пс- 
моему, бессмысленно. 

Автор 

Если мы будем рассматривать 
только несколько — энергетических 
уровней, то мы можем сделать так, 
что на верхних из них будет боль- 
ще молекул газа, чем на нижних. 
Однако нельзя добиться того, чтобы 
распределение молекул по энер- 
гиям было таким, как показано на 
рисунке 5: зависимость числа частиц 
от энергии экспоненциальная и на 


достаточно высоких уровнях нахо- 
дится больше частиц, чем на ниж- 
НИХ. 

Все дело в том, что наш вывод о 
возможности отрицательных  темпе- 
ратур справедлив не для любой сис- 
темы частиц, а только для такой, у 





которой число энергетических уров- 
ней конечное. Ведь обычно в энергию 
входит составной частью энергия ки- 
нетическая, а она может быть сколь 
угодно большой. На квантовом язы- 
ке это означает, что число энергети- 
ческих уровней бесконечно велико. 
Но в таком случае нельзя даже равно- 
мерно распределить конечное число 
частиц по бесконечно болышому числу 
энергетических уровней, не говоря 
уже отом, чтобы получить отрицатель- 
ную температуру. Значит, наши рас- 
суждения верны для систем, энер- 
гия которых не связана с кинетичес- 
кой энергией. 


Читатель 

Это очень трудно понять. Я что-то 
никогда ие слышал, чтобы кто-то 
держал в руках или видел тело с от- 
рицательной температурой. 


Автор 

В этом нет ничего удивительного. 
В стабильном, равновесном состоянии 
отрицательная температура невоз- 
можна. Состояние с отрицательной 
температурой это, как говорят, 
метастабильное состояние. Возник- 
нув, оно существует обычно недолго 
{хотя бывают и весьма долговечные 
метастабильные состояния, например 
стекло, которое в равновесном сос- 
тоянин — непрозрачный кристалл). 
Например, когда в рабочем ве- 
ществе лазера создается отрицатель- 
ная температура, оно очень быстро 
переходит в состояние с положитель- 


ной температурой: частицы с высо- 
ких энергетических уровней пере- 
ходят, как бы «сваливаются» на более 
низкие уровни, а теряемая при этом 
энергия выделяется в виде лазерного 
луча. 
Читатель 

Но я хотел бы вернуться к темпе- 
ратуре. Если я правильно вас понял, 
температура — это понятие, у которого 
много разных сторон. С одной стороны, 
температура — это величина, характе- 
ризующая состояние тела, замеча- 
тельная тем, что при переходе какой- 
нибудь системы к равновесию она ока- 
зывается одинаковой во всех частях 
системы. С другой стороны, темпера- 
тура связана со средней кинетичес- 
кой энергией частиц, составляющих 
тело. Наконец, в квантовой механике 
она выступает как величина, опре- 
деляющая распределение частиц по 
энергетическим состояниям. Легко за- 
метить, что во всех трех проявлениях 
температура самым тесным образом 
связана с другой физической величи- 
ной — энергией. Но раньше вы упомя- 
нули еще об одной величине, совсем 


мне незнакомой, -- об энтропии. 
Она тоже имеет отношение к темие- 
ратуре? ^ 

Автор 


Самое непосредственное. И рас- 
сказ о температуре не может быть 
полным, если не рассказать и 0б 
энтропии. Но беседа об энтропии 
должна занять не меньше места, чем 
та, которую теперь пора закончить. 





МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК 





СРАВНЕНИЕ 


РАЗЛИЧНЫХ СРЕДНИХ 
ДВУХ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ 


ЧИСЕЛ 


Хорошо известно, что с двумя по- 
ложительнымн числами а и 6 или с 
двумя отрезками. имеющими длины 
аи 6, связаны их среднее арифметк- 


а-+6 
ческое —— и среднее геометричес- 
= — а-ь 
кое у аб, причем у ав = —5- (ра- 
венство выполняется только при 
а—6). Алгебраическое доказательство 
этого неравенства чрезвычайно прос- 
тое: 


(а— 6) 0, (@+5)* > 405, 


а 4. Ь\? в -Ь 
) и ив =“ 


2 








аф = ( 5 
Геометрическое же доказательство ос- 
новано на одном метрическом соотно- 
шении между элементами прямоуголь- 
ного треугольника: высота прямоу- 
гольного треугольника, опущенная на 
гипотенузу, есть среднее геометричес- 
кое проекций катетов на гипотенузу. 
Эта высота не превосходит радиуса 
описанной около треугольника ок- 
ружности, в то время как среднее 
арифметическое отрезков гипотенузы 
в точности равно радиусу этой окруж- 
ности. 

Помимо указанных двух средних 
интересно рассмотреть еще два часто 
встречающихся средних: среднее квад- 


т р2 
ратичное и =. н среднее гар- 


2 
афть° 








моническое 





2 
| 1 
ть 
20 


25 <} аб = 


3. А. Скопец 


Приведем алгебраическое, а за- 
тем и геометрическое доказательство 
того, Что 


з 2 

2аё <и“=*, 1 
причем во всех случаях знак равен- 
ства имеет место тогда и только тогда, 
когда а=6. Обозначим выписанные в 
(1) средние поочередно буквами М, №, 
К, Е.. Неравенство М=К мы уже про- 
верили. Остается доказать, что. 
1) К=<Г; 2) М=М. 


1] = (= м _ 


а-+ь 
2 














== — (а 6—0, 


то есть К<Ё, причем К=Ь, толь- 
ко при а=5; 


40? 
2) М3 — № = ру 98 = 
аб (а— Б)? 
@-+5 < 0. 





то есть М=М, причем М=М при 
а-=6. 

Справедливость неравенств (1} до- 
казана *). 

Теперь мы рассмотрим геометри: 
ческое доказательство этих — нера 
венств, которые могут оказаться по- 


*) Об этих неравенствах уже шла речь 
в статье А. П. Савина «Максимум, мн- 
нимум и теорема о средних» («Квант» № 1, 
1970). 








Рис. 1. 


лезными при рошении теометричес- 
ких задач. 

Пусть даны два отрезка аи 6. 
Если а=6, то проверкой убеждаем- 
ся в справедливости неравенств (1). 
Предположим, что @>>6, и построим 
трапецию АВСЬ с основаниями АВ 
и СО, равными соответственно а 
и 6 (рис. 1). Проведем секущую пря- 
мую [так, чтобы онабыла параллельна 
основаниям трапеции и рассекала ее 
на две равновеликие трапеции 
ТКАВР.,) и ТЕЕ.Е.СЬ). Вычис- 
лим длину отрезка [..Г.,, которую 
обозначим через х. Из равновеликости 
трапеций Т, и Т, следует, что 
(@ НА, =(-ЕЬЬ., или 

В: Во (Хх 6) (ах), (2) 
где й, — высота трапеции Т., а 
й: — высота трапеции Т.. Из подо- 
бия треугольников АИ и БЫ 
вытекает, что 
Я: = (а—х):(х— 5). (3) 
Сопоставляя (2) и (3), получаем 
хо _а-х 
арх х—Ь» 


откуда находим, что х?— 6-2 х*, 


и окончательно 


х=у —5-: 


Итак, доказано, что 
а т ра 
[ 12 = ЭН а + ф 


Учитывая (2), имеем Я а. поэтому 
отрезок Ё,[., лежит ближе к боль- 
шему основанию АВ трапеции, чем 





А Ч В 





Рис. 2. 

ее средняя линия К,К‚, равная 
а ё 

с ‹ Но длина отрезка х, парал- 


лельного основаниям трапеции, концы 
которого лежат на боковых сторонах 
трапеции, заключена между длинами 
ее оснований (это вытекает из свойств 
подобия). Итак, при @2>6 имеем 
2--6 Иа 

<= 
остается в силе и при а< 6 (достаточно 
поменять обозначения: а на би 6 





Это неравенство 





на а). Следовательно, для любых 
Ее ь и а В? 
и имеем ——- / : 
а $ име = } 5 


Перейдем к сравнению М№Ми К. 
Для этого проведем секущую пря- 
мую п так, чтобы она рассекала дан- 
ную трапецию на две подобные (гомо- 
тетичные) трапеции Т, (АВМ.М,} и 


те (№,№.,СЬ) (рис. 2). Обозначим дли- 


ну отрезка Му М. через у. Из подобия 
трапеций И и м следует, что 


а:и=и:5, в 
у=и аб. (4) 
Следовательно, М.М, = уа6. 


Из подобия трапеций (с учетом (4)) 
следует также, что 


АМ,: МЭ =а:у= и=> 1. 0) 
Это означает, что прямая п находится 


дальше от основания АВ трапеции,. 
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чем средняя линия К.А», и поэтому 
М.М№.<К:К». Итак, для любых а 
и 6 нмеем 





а--2 
2 * 


Наконец, проведем через точку 
пересечения О диагоналей данной тра- 
пецин прямую т, параллельную ее 
основаниям и пересекающую боко- 
вые стороны в точках М, ин М, 
(рис. 3). Очевидно, что у 

АМ,:М.О=АО:О0С=а:5. 

и 
Но >у -“, ибо @>Ь. Следо- 
вательно, учитывая (5), заключаем, 
что отрезок М,М, находится ближе 
к меньшему основанию трапеции, чем 
отрезок №./№., и поэтому М,М.< 
<М№,№.. С другой стороны, 
М.0:а=ро:рв=сСоО:СА=ОМ „га. 

Это означает, что М.0==ОМь,. Далее, 

ТВ РАПН“ 
Отсюда находим, что М, М. = 2М/О== 


| 
ет, 
а + Ь 
Зав 
ет Итак, М<«М, если а> 6. 
Аналогично доказывается, что (< М, 
если а<Ъ. Следовательно, для лю- 


бых а и Ё имеем 


2аь 
а 


ра = 


и поэтому М, М, : 


иаь . 


Этим справедливость неравенств (1) 
доказана. 
Таким образом, все четыре сред- 


р Ь С 
М: М> т 
№! и № \ 
А - В 
Рис. 3. 
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А а В 
Рис. 4. 
2аё и 
Мм = М =прь МММ = Ув; 
ь. 





К.К. ви. э , И = 


=у 


ние двух отрезков а и $ получили гео- 
метрическое истолкование: если эти 
два отрезка служат основаниями тра- 
пеции, то ближе всех к большему ос- 
нованию трапеции находится сред- 
нее квадратичное, за ним следуст 
среднее арифметическое, далее идет 
среднее геометрическое и, наконец, 
среднее гармоническое (рис. 4). Оче- 
видна, что длины этих отрезков не 
зависят от формы трапеции — ‘у всех 
трапеций с данными длинами аи $ 
оснований указанные средние соответ- 
ственно равны. Когда а=ь, то тра- 
пеция превращается в параллелограмм 
н все четыре средние совпадают и 
станозятся равными а. 

Остается построить этичетырееред- 
нис по заданным отрезкам а и 6. Мы 
дадим такие построения, чтобы можно 
было другим путем убедиться в истин- 
ности неравенств (1). 

Отложим на прямой по одну сто- 
рону от точки О отрезки ОА=а, 
ОВ=Ь, где а<.6. Пусть $ — середина 
отрезка АВ (рис. 5). Тогда 


— а 
0.9 =“ или 05=°— 


ЕН а 52. 








ие 








рис п 
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06 =М=а 5 
и 5 
ОРЕМУБ;: 0$=К--“; 
а 62 
И ее ау АЯ 


Построим на отрезке АВ, как на 
диаметре, окружность и проведем к 
ней из точки О касательные ОР и 
ОО (Р.Ф — точки касания). Восполь- 
зуемся зависимостью между отрез- 


‚ками секущей и касательной, прове- 


денных из точки. О к окружности: 
ОР*=аьр. — Следовательно, ОР-- 
—= ра =М, причем МК. Далее, 
пусть РО пересекает 0$ в точке 
С. Тогда ОР?-05.0С и 


_ 5.@-6 2а5 за 
ОС = аб: ВЯ аб $ М 
причем М < М. 
Наконец, построим радиус 5Е, 
перпендикулярный АВ. Имеем 





а [., 


ОБ -- : 





причем К<р. Итак, если а52ф, то 
ММ<К-ЕЬ. 


Упражнения 


1. На прямой по одну сторону от точки О 
отложены отрезки ОА == а, ОВ = $, а<Ь, 


ин построена окружность А диаметра АВ с 
незтром $. Далее, построены: 

а) прямая р, пересекающая Ё в таких точ- 
ках Ри 0, что касательные в них проходят 
через О; р 
5 6) окружность А, с центром О радиуса 

Ри 


в) окружность А, с днаметром 05. 

Доказать, что есль прямая, проходямая 
через О, пересекает части линий в, В: н К». 
расположенные внутри №, в точках Су, Р., 
За, а окружность & — н точках Ау и В,, то 


26а ее 
а ЕВ, › ОР; = Ув, Ь 


Е 
е- 


об >= 


05, (а, = ОА,, 6, =ОВ). 

2. Найтн четыре соотношения, связываю- 
щис между собой каждые три средние двух 
чисел Фи В: 


2аь - а-+ь 





т Иа, К= 5, 
ИЕ 
и. © 


3 Доказать нстииность следующих не- 
равенств: 

а) М М=кК—М, 

К-М=Е-\. 

8) 2 —К =К—М. 

4. Окружность с центром $ на оси абсцисс 
прямоугольной системы координат пересе- 
киет ось в точках А (а, 0) и В (6, 0). в«>0, 
Ь > 0, а<_ 6. Секущая, проходящая через 
начало координат О, псресекает окружность 
в точках Аи В;- Составить уравнение линии, 
которой принадлежат те точки С, (х, и) на 
секущих, для которых 


‹9с\* =; [Одо ов. 


5. На продолжении стороны АВ треуголь- 
ника 485 за точкой А дана точка О, через 
которую проведена прямая, пересекающая 
А$ и В5 соответственно в точках В, и А,. 
Через точку пересечения Р прямых АЙ, и 
ВВ, проведена прямая 5Р, пересекающая АВ 
в точке С. Доказать, что с =, где ОЯ = 

а- = 
= а, ОВ=Ь ОС=с. 

6. Дан параллелограмм ОАВС н средняя 
линия ММ треугольника АВС, параллель- 
ная АС. Через вершину О проведена прямая; 
пересекающая прямые ВС, СА, АВ, ММ соот- 
ветственнов точках Ао, Въ. Са, Ре. Доказать, 


что Е; 1 1 3 


а‘ ьЬ с а 
где ОА, — % 08, = 6, {.Ф =, в = 
точки Ао, Во, Сь, Оъ находятся по одну сто- 
рону от О (4 — среднее гармоническое от- 
резков и, @, с, 4). 

Как изменится указанное равенство, если 
точки До, Во, Со, Доне лежат пооднусторону 
от 0? 
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ЗАДАЧНИК 


М6б. Вот несколько примеров, 
когда сумма квадратов А последова- 
тельных натуральных чисел равна 
сумме квадратов &—1 следующих на- 
туральных чисел: 

- 3? + 4? р 52, 

36? -- 37? -- 382 + 392+ 40? == 41-- 
- 42? -+ 43? -+- 44*, 
55? -- 56? | 572 + 582 -|- 59° -{ 60*= 
-= 61? -- 62? + 63? + 64? + 65°. 

Найдите общую формулу, охваты- 
вающую все такие случан. 

А. И. Милованов 

М67. Ювелиру заказано золотое 
колечко шириной А, имеющее форму 
тела, ограниченного поверхностью 
шара с центром О и поверхностью 
цилиндра радиуса г, ось которого 
проходит через точку О (рис. 1). Мас- 
тер сделал такое колечко, но выбрал 
г слишком маленьким. Сколько золота 
ему придется добавить, если г нужно 
увеличить в А раз, а ширину В оста- 
вить прежней? 

_ М68. Сетка линий, изображенная 
на обложке этого номера журнала, 
состоит из концентрических окружно- 
стей радиусов 1, 2, 3, 4,... е центром 
в точке О, прямой [, проходящей через 
точку О, и всевозможных касательных 
к окружностям, параллельных {. Вся 
глоскость разбита этими линиями на 


‚клетки, которые раскрашены в шах-. 


матиом порядке. В цепочке красных 











точек, показанных на рисунке, каж- 
дые две соседние точки являются про- 
тивоположными вершинами голубой 
клетки. Докажите, что все точки такой 
бесконечной цепочки лежат на одной 
параболе (поэтому весь рисунок как 
бы соткан из белых и голубых пара- 
бол). 
А.Н. Виленкин 
№69. Число 76 обладает таким 
любопытным свойством: — последние 
две цифры числа 76" = 5776 дают сно- 
ва 76. 

а) Есть ли еще такие двузначные 
числа? 

6) Найдите все трехзначные числа 
А такие, у которых последние три 
цифры числа А? составляют число А. 

в} Существует ли бесконечная по- 
следовательность цифр 

ок ба ень 
такая, что для любого п квадрат числа 
«а„л _1..-@з а» ал» имеет вид <...@л@л_1... 
...аза»@12? Кавычками обозначена 
здесь десятичная запись числа. Оче- 
видный ответ а; =1, @а= 0 при 
>| мы исключаем. 

М70. Пусть [,, [ь,-..,  — несколь- 
ко прямых на плоскости, среди кото- 
рых есть две пересекающихся. Дока- 
жите, что, можно единственным обра- 
зом выбрать на каждой из этих пря- 
мых по точке Ху, Ха... так, чтобы 


ь 








Г Ж ей 
Рис. 3. 


перпендикуляр, восставленный в точ- 
ке Х, к прямой [, проходил через 
точку А;:+1 (для всех 1=1,2,... 
.... П —1) иперпендикуляр, восстанов- 
ленный к {, вточке Х „, проходил через 
точку Х,. (На рисунке 2 изображен 
пример для п = 4.) 

Попробуйте сформулировать и 
доказать аналогичную теорему в про- 
странстве. 

Н.Б. Васильев 


Ф?7. Прямоугольный брусок, вы-` 


сота которого значительно превышает 
его длину ни ширину, . стоит на го- 
ризонтальной поверхности. Как оп- 
ределить коэффициент трения между 
бруском и поверхностью, имея лишь 
один измерительный прибор — линей- 
ку? 
В. Н. Ланге, 
А. П. Рымкевич 
Ф78. 20 г гелия, заключенного 
в цилиндре под поршнем, очень мед- 
ленно переводят из состояния / (Р, = 
=4,1 атм, У, =32 л) в состояние // 
(Р, = 15.5 атм, У, =9 л). Какой 
наибольшей температуры достигает 
газ при этом процессе, если график 
зависимости давления от объема — 
прямая линия (рис. 3)? 





Рис. 4. 


4 Квант №2 


Рис. 5. 


$79. ‘Уровень воды, . попавшей 

в лодку, совпадает с уровнем воды 

в озере. Где уровень воды будет выше, 
если в лодку бросить полено? 

В.А. Варлаханов 


$80. Вдоль наклонной плоскости 
под углом В к направлению спуска 
бросают кубик (рис. 4). Найти уста- 
новившуюся скорость движения ку- 
бика, если коэффициент его трения 
о плоскость & = <, где а — угол 
наклона плоскости к горизонту. 

$81. В настоящее время исполь- 
зуются соленоиды со сверхпроводя- 
щей обмоткой. Такие соленоиды могут 
длительное время создавать магнит- 
ное поле без затраты энергии. Однако 
если вследствие каких-либо причин 
участок обмотки утратит сверхпро- 
водящие свойства, то произойдет ава- 
рия. На этом участке будет выделять- 
ся большое количество тепла, и про- 
нзойдет взрыв. 


Придумайте простейшее приспо- 
собление, исключающее подобные ава- 
рин. (Не пытайтесь изобретать какие- 
либо схемы с реле, размыкающими 
цель. Они не помогут.) 


Г. Я. Мякишев. 


Ф82. Найдите условие, при 'кото- 
ром через сопротивление г, подклю- 
ченное в точках А и В схемы, изобра- 
женной на рисунке 5, не будет идти 
ток. (Помимо симметричного, сущест- 
вует еще и другое решение.) 


К. И. Константинов 
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ЗАДАЧНИК 





РЕШЕНИЯ 


В этом разделе журнала мы продолжаем публнковать решения задач 
из задачника «Кванта». Некоторые из этих задач трудны даже для специ- 
алистов математиков и физиков. Многие из них дают повод для разговора 
о целом классе задач, о методах подхода к тем или иным явлениям. Каждое 
решение представляет собой небольшую отдельную статью, и мы рекомен- 
дуем познакомиться с ними даже тем, кто не пытался решать задачи раньше, 
В большинстве случаев мы указываем фамилии читателей, приславших 
наиболее удачные решения, но, конечно, мы не сможем ответить всем, 
прнславшим нам письма. 


Е М21 


| Внутри квадрата со стороной } 
расположено несколько окружностей, 
сумма длин которых равна 10. Дока- 
затъ, что найдется прямая, пересекаю- 
щая во крайней мере четыре из этих 
окружностей. 

Выберем какую-то сторону 
АВ квадрата и спроектируем 
на нее все окружности. Предпо- 
ложим, что требуемой прямой 
провести нельзя. Тогда каждая 
точка на стороне АВ покрыта 
не более чем тремя проекциями 
окружностей (рис. 1), иначе 
прямая, проходящая через эту 
точку и перпендикулярная АВ, 





А м В пересекала` бы более трех ок- 


ружностей. Следовательно, сум- 
в ма всех проекций, то есть сумма 
лин диаметров окружностей, не 
превосходит 3; поэтому сумма длин окружностей не превосходит Зл, в 
то время как го условию она равна 10>>3л. Полученное противоречие 

доказывает утверждение задачи. 
Тахое решение прислали Д. Григорьев из Ленинграда и Н. Рассихин 

низ Москвы. 

Точно.так же можно доказать следующее более общее утверждение. 
Назовем поперечником выпуклой фигуры ширину наиболее узкой полосы, 
в которую эту фигуру можно поместить. (Можно показать, что это опреде- 
ление годится для любой ограниченной фигуры.) Тогда, если внутри фигуры 
с поперечником Я находится и фигур, сумма поперечников которых больше 
АЙ, то найдется прямая, которая пересекает не менее # -|- 1 из этих фигур. 


__ 








з* 


Рис. 2. Рис. 3. 


М22 


а) В угол вписаны две’окружности: у них ссть общая виутреиияя касательная 
Т.Г» (Т, и Т. — точки касания), которая пересекает стороны угла в точках А, и А. 
Докажите. что А,Т, = А.Т. (или, что эквивалентно, А.Г, = А_Г,). 

6} В угол вписаны две окружности. одна из них касается сторон угла в точках 
К, и К», другая — в точках 24 н Ё». Докажите, что прямая К,[.. высекает на этих двух 
окружностях равные хорды. 


а) Можно считать, что точки Т; и Г. лежат на прямой А.А, в таком 
порядке: А,, Т,, Г., А, (рис. 2). Тогда, поскольку две касательные, 
проведенные из одной точки к окружности, равны, имеем 

А.Т:=А.Ка, А.Т.=А:Ё., А.Г.=А А,Т.=А.К», К. = КЁ, 
откуда 


А,Т.--А ‚Г.=А.Г.-А Г» А.Г Т.Т+=2А Га Г.Г» А.Г1-=АзТ. 


6) Пусть Р — точка пересечения К, с окружностью, касающейся сто- 
рон угла в точках К; и К2; @ — точка пересечения К,Ё.. со второй окруж- 
ностью (рис. 3). Воспользуемся тем, что квадрат касательной равен произ- 
ведению отрезков секущей, проведенной из той же точки: 

Ки =К. КЁ, ЁКа=ЕР-ГКу. 
и Г.Ку=ёэКо, получаем К.О.К\Ё.=Ё,Р-[..К., откуда К.О = 

Прибавив к обеим частям этого равенства РО (или, в зависимости от 
порядка расположения точек Р и 9 наотрезке К,Ё..‚отняв РО от обеих час- 
тей равенства), получим требуемое: К.Р=Г..0 

Близкое к этому решение прислали А. Вировлянский из Горького ин 
Д. Григорьев. 


М23 
Докажите, что при всех натуральных п_>1 
У? 1 В о Ы 


2 у < 2.-4-....2. < Зум: 
Сначала изложим наиболее короткое решение, предложенное выдаю- 
\имся советским математнком, специалистом по теорни чисел АД. 0. Гелё- 
фондом. 
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ы 
Перепишем квадрат данного выражейия в таком виде: 


2 р з я (21 — 1} 1 35° 53 (21 — 1} 1 
Ра = `` я = 2445 Эм. 
Поскольку при любом целом #>1 
(2&— 1) (2—1 


2—5) 28 = 68—12 10 
у? ыы. 


Р-н Р.> Е. У. 


С другой стороны, так как всегда 
ЕП (28-1 


о м < 
3 3:5.5-7 (2п— 1) (2—3) 2—1 | 
Ра ть тб м о п-т и 
ЕАО 
Рь < УД 


Несколько иное решение предложил Д. Григорьев (такое рещение при- 
слали и другие читатели журнала). Рассмотрим вместе с данным выраже- 


нием Р 
35 2—3 2—1 





1 
Р-р ад 
следующее: 
дет. в. 4... М4 м 
Е К В: З А 1: 


Поскольку каждый из сомножителей произведения @,„ не больше соот- 
1 
ветствующего сомножителя Р‚, то Р„>0; и, следовательно, Р2->Р„О, = а 


|7 1 
‘уг: 


С другой стороны, 


то есть Р,„ > > 


11а 6 21 —2 
К. о 


1 
У2л. 
Казалось бы более естественным начать В „ нес 1/2, ас 2/3. Но тогда для Ри получится 


оценка более грубая, чем требуется в условии задачн. Наоборот, если оставить в Ю; не 
один, а больше сомножителей равными первым сомножителям Ри, то для Р„ получится 


поэтому Ра Р.В, = зн ра: 


с 
более точная оценка вида Р <ут, где с — некоторое число, меньшее и-. 
п 


То же замечание относится и к оценке с другой стороны. 


Есть также решение, основанное на методе математической индукции. 
Именно на примере этой задачи в заметке Е. Г. Николаева «Случай с мето- 
дом математической индукции» (см. «Квант» № 7, 1970, стр. 37 и «Квант» 
№ 12, 1970, стр. 58) рассказывалось о том, что иногда более сильное неравен- 
ство доказать по индукции проще, чем более слабое. 
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Из доказанных неравенств следует, что величина Ри с ростом п стремится к нулю, 


а величина Ри У» заключена между > ‘и - 
задачн 145, 160, 161 в книге А. М. Яглома и И. М. Яглома «Неэлементарные задачи в 
элементарном изложении», ГИТТЛ, М., 1954). что при п-+©о Р„ стремится к пределу, 


у -_. Можно доказать (см., например, 


1 
авному —. 
равному г 


мМ24 


т т 
Докажите, что любую дробь ——, где о < а 1, можно представить в виде 


т 1 1 | | 


п т О О" 
ге 094 < 4 <... < 4 — целые числа и каждое чи (#2, 3. ..../) делится на 9д-. 


Каждую дробь = можно, разделив ее числитель и знаменатель на их 

наибольший общий делитель, заменить равной ей несократимой 
288 4-72 4 й 

АЕ МЕНЕ ; мат- 

дробью. Например, 504 775 = =. В дальнейшем мы будем рассмат 


ривать только такие несократимые дроби. 
Докажем утверждение задачи индукцией по т. Для т=1 оно очевидно: 


т \^ 
сама дробь —_ Уже имеет нужный вид. Теперь докажем, что если утвержде- 
ние задачи верно для всех дробей с числителями, меньшими чем т, то оно 
т 
верно и для дробей с числителем, равным т. Пусть -= — такая дробь 


{1<т< п). Разделим п на т с остатком; получится частное (4,—1) и оста- 
ток (т—А), то есть 


- п=т (4—1) + (т —Ю®=та —, (1) 
где @ >11 и 0<#<т. Перепишем (1) так: та, =л -{| Ё, или 
т 1 К ` 
=: (1+ =). (2) 


Поскольку 0< < т, дробь _*. можно представить в нужном виде: 


Е 1 1 1 
а Та 9) 


где 4,, 4.,....4, — некоторые натуральные числа, большие 1. Из (2) и (3) 
получаем 


1 1 1 


т 
а Ра: аа Рая. 


Дробь = представлена в требуемом виде. 


Заметим, что из иашего решения задачи иетрудно извлечь простой алгоритм — пра- 
вило, как любую данную дробь представить в виде суммы {3). Продемонстрируем его на 


одном примере. Пусть нам дана дробь ет 


= 2.5 —3; 


_5_ 
7 

7=3.3— 2; >= (+ 
2 

7=4.2— |; = 
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Итак, 


1 | 1 | 1 | 1 


5 1 
= 1231934 53-е НВ #4 16. 


Разумеется, могут найтись несколько представлений дроби в виде (3), иапример: 


и Е 
а тва: 


Решение этой задачи прислал Д. Григорьев. 


М5 


В множестве, состоящем из п элемснтоя. выбрано 27-1 подмножеств, каждые три 
из когорых имеют общий элемент, Докажите, что все эти подмножества нмеют общий 
элемент 


Всего в множестве А, состоящем из п элементов, существует 2" различ- 
ных подмножеств, считая пустое множество и само множество А (см. статью 
Н. Я. Виленкина «Комбинаторика», «Квант» № 1, 1971). Мы будем обозна- 
чать разные подмножества А буквами В, С, ..., пересечение множеств В и С, 
то есть множество, составленное из общих элементов В и С, принято обозна- 
чать так: В ПС; дополнение подмножества В до всего множества А, то есть 
множество, составленное из всех тех элементов А, которые не входят в В, 
обозначается так: В. - 

По условию выбрано 2"`* подмножеств, то есть половина всех возмож- 
ных, причем каждое из`выбранных подмножеств, пересечение любых двух 
(н даже трех) из них не пусто. Следовательно, из каждой пары подмножеств 
(В, В), дополняющих друг друга до А, выбрано в точности одно. Далее, 
если Ви С выбраны, то р=В [С тоже выбрано, поскольку О не может быть 
выбрано (все три подмножества О, В и С не могут иметь общих элементов, 
ведь общие элементы В и С содержатся в В). Пользуясь этим, очевидной ин- 
длукцией можно доказать, что если В., В., ..., Вь выбраны, то пересечение 
всех этих подмножеств В, ПВ.[}... ПВ, тоже выбрано. Следовательно, 


пересечение всех 27-1 выбранных подмножеств тоже принадлежит к 
числу выбранных, значит, оно не пусто. 


Таким образом, мы доказали, что условию задачи удовлетворяет только такая система 
подмножеств: фиксируется некоторый элемент а множества А и выбираются все гол- 
множества, содержащие этот элемент. | 


Н. Б. Васильев 
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Найти скорость испарення с единицы поверхности воды в вакуум прин температуре 
20° С. (Давление насыщенных паров прн этоя температуре равно 17,5 мм рт. ст.) За какое 
время испарится в комнате вода, налитая доверху в обычное чайное блюдце? Испарение 


небольшого количества воды практически не меняет в комиате влажность воздуха, 
равную 70%. 


Для того чтобы решить задачу, нужно найти количество молекул жид- 
кости, покидающих | см? ее поверхности за | сек. Умножив его на массу 
молекулы воды, мы сможем узнать скорость испарения, то есть массу воды, 
испаряющуюся с единицы поверхности воды за | сек. 

Будем рассуждать так. Если бы над жидкостью был насыщенный пар, 
то число молекул жидкости, покидающих еев | сек, было бы таким же, как 
и в отсутствие пара. При этом, однако, в жидкость попадало бы ровно столь- 
ко же молекул, сколько вылетало из нее. Это позволяет нам подсчитать, 





сколько молекул вылетает из 
воды в |{6ек, так как найти 


число молекул, попадаю- 
щих в жидкость, — довольно 
просто. 


Воспользуемся следующей 
моделью идеального газа; все 
молекулы газа имеют одинако- 
вые скорости у, и каждая из мо- 
лекул может двигаться только 
в одном из трех взаимно пер- 
пендикулярных направлений 
вдоль осей координат (рис. 4). 
Причем число молекул, движу- 
щихся в каждом из этих трех 
направлений, одинаково. Если 
одна из осей координат пер- 
пендикулярна жидкости, то за 
время т в жидкость попадут Рис. 4. 
те молекулы пара, которые нахо- 
дятся от нее на расстоянии {= о-т. Пусть в единице объема находится п моле- 


1 
кул пара, тогда на участок поверхности с площадью $ попадает М == тей пит$ 


молекул пара: вдоль осн координат, перпендикулярной поверхности жид- 
кости, движется -—- часть молекул пара, находящихся в объеме 915, 


причем скорость половины из них направлена от жидкости. Если масса мо- 
лекузы пара т, то за время т в жидкость попадает масса пара 


М -= и пот5т. п-т —. это плотность пара р. Поэтому 
1 

М = -5-отбр. (*) 

Скорость молекул пара можно выразить через его давление и плотность. 
Рассмотрим кубический сосуд с ребром { и гранями, перпендикулярными 
осям координат (рис. 4). При упругом столкновении молекулы пара со стен- 
кой ее количество движения меняется на ?2ти — до столкновения импульс 
молекулы равен то, а после столкновения — 11: молекула движется от 
стенки. Так как между двумя последовательными столкиовев* ями молеку- 


о р а 2 
лы с одной и той же стенкой проходит время [= =, то В соответствии 


со вторым законом Ньютона можно считать, что на молекулу со стороны стен- 
Е Это п > 
ки действует средняя сила } = г =-р`. По третьему закону Ньютона 
с 
сила такой же величины действует на стенку. Так как вдоль каждой из осей 


1 
движется № = и молекул, каждая из которых вносит вклад в дав- 





ление на стенку, то полная сила, действующая на стенку, равна 





к | а 
Е з= п 3 72 — 3 итро?, 


а давление пара на стенку равно 


Е 1 ре $ 
Р=щ= 3 пио ВЯ": 
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Поэтому и =- >. 
Подставляя это выражение для о в формулу (*), получим 
1 ЗР. 
М = -5 ТР и*. 


Выразим еще плотность парачерез его ‘давление. Они связаны урав- 
нением Клапейрона: 


Р=-Р_ ВТ, 
т: К 
где и — масса одной грамм-молекулы пара, Г — его температура, а А == 
— 8,3” _ газовая постоянная. 
град. моль 
Из этой формулы найдем, что р=2 Поэтому М — 1 «521 /ЗВТ. 
КТ 6 КТ ГИ 


Таким образом, если над жидкостью находится насыщенный пар, то на еди- 
ницу ее поверхности за 1 сек попадает масса пара, равная 


м _ 1 ЗА. 
в РУ вт: 
Это означает, чго скорость испарения жидкости в вакуум равна 
1 ЗА 
вру вт: 
Подставив сюда численные значения Т-293° К, р -= 18 —“ и 


кмоль 
м 
Р-=2,3.103 ет (Р — давление насыщенного пара при Т=293° К), получим, 
ы 
ле 

м1. сек ° 

Мы могли бы решить задачу и более точно, учитывая, что молекулы 
движутся с разными скоростями и во всевозможных направлениях *). Это, 
однако, не изменило бы качественный результат, который мы получилн. 
Изменился бы лишь численный множитель в последней формуле. 

Теперь нетрудно найти и время, за которое испарится в комнате вода, 
налитая в чайное блюдце. В этом случае с единицы поверхности жидкости за 

“ . 1 Зи. -в НН 

| сек вылетают молекулы с общей массой, равной-г- Ро у (Р. = 10-3 =), 


а в жидкость попадает масса пара, равная -Р т ‚ ге Р=\щ-Рь= 


= 0,7Р.. Таким образом, скорость испарения жидкости равна 


, Зр. 
Если площадь поверхности воды $, а ее масса М, то вся вода испарится 


за время 
НЕЕ. ЗИМЕ 
1 Зы ° 
668 Ут 


что скорость испарения равна 14,8. 10-8 





+ 


*) Такой расчет приводится в статье Я. А. Смородинского «Мдеальный газ» («Квант» 
№ 10, 1970 г.). 









Принимая, что в блюдце входит 
100 2 воды, его диаметр равен 
10 см, температура воздуха в: 
комнате равна 17°С»290° К 
(при этой температуре Р. = 


-=2,3. 103, иР=1,6- 10°]: 
А 


# 








Ра 
м? 
найдем #=1 сек. 


Получился парадоксальный 
результат. В чем же мы ошиб- 
лись? В величине давления пара 
вблизи поверхности воды. Здесь 
давление пара — значительно 
больше, чем в комнате. В тон- 
ком слое у поверхности пар 
почти насыщен. Только благо- 
даря этому вода испаряется достаточно медленно. 

Пример, который мы рассмотрели, показывает, как важно при решении 
физической задачи разобраться в «физике» явления, то есть понять, чем 
можно и чем нельзя пренебречь. 
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8 киноаппарате и хннопроекторе проходит 8 кадров в секунду. На экране лнижется 
эвтомобиль ® колесами, реальный диаметр которых Г Илчображения колес лелают 2 обо. 
"ата в секунду Какова скорогть звтомобиля? 


Так как изображения колес поворачиваются на 2 оборота за то время, 

за которое в проектсре проходят 8 кадров, то на каждом кадре колесо долж- 
2 1 

но быть повернуто по сравнению с предыдущим на-;- = — оборота. Причем 

изображения колес автомобиля на экране могут вращаться как «вперед», 


так и «назад», -хотя сам автомобиль движется.и в первом и во втором случае 
в одну иту же сторону (рис. 5). Колеса на экране вращаются «вперед», если 


| 
скорость движения автомобиля такова, что за время между кадрами т = тео 


| - 
колеса автомобиля делают п полных и еще-;- оборота вокруг своей оси. 


; 3 
Если же за тс колеса делают п полных и а оборота вокруг оси, то изо- 


бражения колес на экране будут вращаться «назад». Таким образом, угло- 


(*- =) 2х рад 
1 [ы 


8 
1 9 ом. =Зн\ 
- =) ле, или @, = 16[п-- 2) = .Это означает, что оси колес, а вмес- 
1 к 


вая скорость автомобнля равна или юг = 16 [п = 


м 


1 \ м 
те с вими‘и автомобиль движутся со скоростью и = 16 [п =) дЮ 3 
- \ 


(тогда изображения’ колес вращаются «вперед») или с0 скоростью 


/ 


З \ 
== 16 (" = ня | лю — (в этом случае изображения колес вращаются «на- 


зад»). Подставляя в эти формулы и == 1,2, 3, ..., мы будем получать ответы 


р м км 25 Ш. 13е Г км 
от 12,6 т =45 Е $222. Е и, = 136 —- Мо > 316 час? = ** 


33 





34 


При этом, поскольку скорость 
автомобиля не может быть боль- 


км у. 
ше 140 = она равна 45“ 

час ' нас * 
если изображения колес вра- 


щаются «вперед», или 136 =“, 


если колеса на экране враща- 
ются «назад». 

Правильное решение прислал 
Николай Ильин (пос. Захал 
Эхирит-Булагатского района Ир- 
кутской области). 


Ф 31 


Как световое давление ориентирует относительно Солнца космический корабль 
сферической формы, одна половина которого зеркальмая, а лругаи — черная, полностью 
поглощающая излучение Солнца? Центр тяжести корабля изходится в центре сферы. 


Предположим, что корабль ориентирован`так, что солнечные лучи попа- 
дают как на зеркальные, так и на черные участки его поверхности (рис. 6). 
Световое давление связано с тем, что фотоны, попадающие на поверхность, 
изменяют свой импульс. Если свет попадает на зеркальную поверхность, 
он отражается так, что выполняется закон отражения: угол падения 
светового луча равен углу отражения. Нетрудно сообразить, что в этом 
случае импульс фотопа меняется на вектор, перпендикулярный участку 
поверхности корабля, то есть идущий по радиусу. В соответствии со 
вторым и третьим законами Ньютона. (см. предыдущую задачу) на корабль 
при этом действует сила, равная изменению импульса пучка фотонов в 
единицу времени. Эта сила направлена вдоль радиуса корабля. Она ие 
создает момента, поворачивающего корабль вокруг его центра. 

Иное дело с давлением на зачерненную поверхность корабля. Так как она 
поглощает излучение Солнца, то сила, действующая на корабль при падении 
фотона, направлена вдоль пучка. Эта сила создает момент, поворачивающий 
корабль так, что обращенной к Солнцу оказывается зеркальная поверх- 
ность корабля. 

Очевидно, что положение корабля, при котором к Солнцу обращена 
его зачерненная поверхность, тоже будет положением равновесия. Однако 
это положение равновесия неустойчиво. Если корабль по каким-то случай- 
ным причинам немного повернулся относительно Солнца, То он будет раз- 
ворачиваться до тех пор. пока не повернется к Солнцу зеркальной стороной- 


Ф 32 


На поверхности воды плавает деревянный брусок квадратного сечения. Какое нз двух 
Положений равновосия, показанных на рисунке 7, будет устойчивым? Паотность материала, 
из которого слелии брусок, разна половине плотности воры. : 

Система, предоставленная самой себе, всегда занимает тако? положение, 
при котором ее центр масс находится в наинизшем положении. Так как 
плотность материала бруска равна половнне плотности воды, то в воду 
в обоих случаях погружена половина кубика и центры тяжести кубиков 


находятся на одинаковой высо-. 
те. Иное дело © центром тяже- 
сти воды. При погружении бру- 
ска мы перемещаем на поверх- 
ность ту воду, место которой 
занимает погруженная часть 
бруска. В первом случае центр 
масс вытесненного объема воды 
находится на расстоянии 0,25 а 
от ее поверхности, аво втором— 
р на расстоянии, равном 5 ру, к 
1. 


= жа И? — 0,23 а где 


| а — ребро бруска. Это означает, что во втором случае изменение потен- 
| циальной энергии воды при погружении кубика меныше, чем в первом. 
Поэтому во втором случае меныше и потенциальная энергия воды. Это 93- 
начает, что брусок будет плавать в положекии //. 
Ф 33 
По гладкому горизовтальному проволочному кольцу могут скользить без трения две 

бусинки © массами т, м 7.. Вначале бусинки были соединены ниткой и между ними нахо- 
дилась сжатая пружинка. Нитку пережигают. Лосле того, как бусники начинают дзигаться, 
пружинку убирают. В каком месте кольца бусники столкнутся в одиннадцатый раз? Бу- 
синки сталкиваются абсолютно упруго. 

Пружинка сообщает обеим бусинкам одинаковые количества движения, 
так как действует на них одинаковое время с одинаковой силой: 

а =т. (1) 
где и, и 95 — приобретенные бусинками скорости. Поэтому и для путей 
Ни [ь, пройденных бусинками до первого соударения, тоже имеем 71:7. == 
=/. После соударения общее количество движения бусинок по-прежне- 
му должно остаться равным нулю. Поэтому 

ту ==тоо,. (2) 

Написав закон сохранения энергии 
то? ту т * тьвь" 
м ны ЗЫ ТО (3) 
2 2 2 2: 
с помощью (1) и (2) легко находим, что после удара 9\ ==, и 9, =и.. 
Таким образом, в результате соударения скоростн бусннок не меняются по 
величине, а только изменяют свои направления на обратные. Но тогда ясно, 
что следующее соударение произойдет в том месте, откуда началось движе- 
ние бусинок, и т. д. Одиннадцатое соударение произойдет в том же месте, 
где было первое, то есть в той точке, отношение расстояний до которой от 
начала координат (по дуге окружности) равно отношению масс бусивок. 
Ф 34 
На рнсуике 8 изображена капбельная элсктростатическая машина (генератор Кель- 
вина). Из трубки в полый изолированный металлический шар радиуса А падают капли 


воды. заряженные до потенциала Фе. Как зависит предельный потенциал, до которого может 
зарядиться шар, от высоты падения капель? 


Попадая в шар, капли отдают ему свой заряд, распределяющийся рав- 
номерно по поверхности шара. При этом возникает эдектрическое поле, 
пренятствующее падению капель, так как заряды капли и шара одного знака. 

Скорость капли у поверхности шара можно найти, воспользовавшись 
законом сохранения энергии. Энергия капли Е складывается из кинетиче- 
ской энергии, потенциальной энергии в поле тяжести и электростатичес- 
кой энергии в поле шара. 








Рис. 7. 


ыы 
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‚дения Бо= тт. 


Известно, что электрическое 
поле равномерно заряженной 
сферы вне ее такое же, как у 
точечного заряда, равного по 
величине заряду сферы и рас- 
положенного в ее центре. По- 
этому потенциальная энергия 
точечного заряда 4 в поле рав- 
номерно заряженной сферы с 
зарядом @ равна 90/4, где а— 
расстояние заряда до центра 
Рис. 8. сферы. 

Энергия капли в начале па- 
99 


В’ где й — высота падения капли, отсчитываемая 





от поверхности стола (#>>2Ю). 
У поверхности шара энергия капли 


В." 2Кта +9. 
Приравнивая эти энергии, находим 
сы та (8—2) —99 Е вр. 


По мере того, как заряд шара @ увеличивается, скорость капли и у его 
поверхности уменышается. Очевидно, что шар перестанет заряжаться, 
когда эта скорость станет равной нулю. Следующие капли уже не смогут 
попасть в шар. Из этого ` условия находим предельный заряд шара: 


_ те — В) 
9-е. 


Воспользовавшись известными формулами электростатики @=ФК и 
9=Фо', для предельного потенциала шара получаем 


= #8 (&— Юг 
2Фо . 


При выводе этой формулы мы предполагали, что шар не переполнится 
жидкостью до того, как зарядится до найденпого предельного потенциала. 
Однако если, например, капли достаточно большие, то есегда может про- 
изойти обратное: шар переполнится, а капли все еще смогут попадать в него. 
В этом случае предельный потенциая шара тоже легко находится. 

Если раднус капли г, а радиус шара А, то шар заволнится при попадании 
в него М=(К/”)З капель. При этом заряд шара будет равен @-—9М№, где 
4=/Фо — заряд одной капли, а предельный потенциал шара ф’= =@/Ю = 
=. ?и”. 

Очевидно, что в капельных электростатических машинах шар наполня- 


ется полностью, Че как при этом получается более высокий предельный 
потенциал. 


СЕ решенне прислали А. Егоров из Москвы и`Н. Ефимов из Винницы 
(УССР) 


И. Ш. Слободецкий 








ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 


ДВЕ ДЮЖИНЫ А. Г. Мордкович 
ЗАДАЧ НА ПРОГРЕССИИ 





Для успешного решения задач на прогрессии нужно хорошо знать 
определения арифметической, геометрической и бесконечно убывающей 
геометрической прогрессий, формулу общего члена для каждой из этих 
прогрессий, формулы суммы п членов прогрессий, а также определение и 
формулу суммы членов бесконечно убывающей геометрической прогрессин. 
Кроме того, очень часто в задачах на прогрессии приходится использовать 
так называемые характеристические свойства прогрессийя. Опыт вступитель- 
ных экзаменов показывает, что если с формулами л-х членов н суммы л чле- 
нов прогрессий дело обстоит сравнительно неплохо, то этого нельзя сказать 
о характеристических свойствах. Поэтому прежде всего мы остановимся 
на этих свойствах. 


Характеристическое свойство арифметической прогрессии 


Последовательность а, а., ..., а,... является арифметической прогрес- 
сией тогда и только тогда, когда каждый ее член, кроме первого (и послед- 
него, в случае конечной последовательности), равен среднему арифметичес- 
коми своих соседних. 

Доказательство. Дана последовательность а,, а», ..., @л, ... 
Пусть она является арифметической прогрессией. Докажем, что аа 


_ ак ак г 
ола (= 1, 2, 3,...). 


ак ак» 
р Юб 


. Тогда ав 1—@==@4.— ака, ТО есть 


В самом деле, ак+: — ак = ал+» — ада, откуда ан, = 
ак | ак+а 
2 


разность между последующим и предыдущим членами последовательности 
постоянна для данной последовательности, а это н означает, что а,, а», ... 
....@и, -.. — арифметическая прогрессия. 


Характеристическое свойство геометрической прогрессии 


Пусть теперь акчи = 


Носледовательность фл, В-, ..., В, ... Является геометрической прогрес- 
сией тогда и только тогда, когда квадрат каждого ее члена, кроме первого 
(и последнего, в случае конечной последовательности) равен произведению 
своих соседних (то есть 6. =бь- бич). 

Доказательство. Пусть последовательность В,, 6., ..., 6, ... 

й й |. Г. 
является геометрической прогрессией. Тогда = Ире откуда 6, = 
[3 +1 
=. бь-ч.., что и требовалось доказать- 


ь Ь 
Пусть, наоборот, 62, 1-6, Вы». Тогда +1 —:^* то есть отношение 


бк бы, 
последующего члена последовательности к предыдущему постоянно для 
данной последовательности, а это и означает, что В, 6., ..., б„,... — гео- 


метрическая прогрессия. 


У 


36 


В настоящей статье читатель найдет 24 задачи, при решении которых 
используются все свойства прогрессий. Половина задач приведена с реше- 
ниями, половина оставлена читателю для самостоятельной работы. Всюду 
в статье приняты следующие обозначения (если не сделано никаких огово- 
рок): ал, ао, ..., @,, -.. — арифметическая прогрессия, 4 — разность про- 
грессии; 6,, 6., ..., 6,, ... — геометрическая прогрессия, 4 — знаменатель 
прогрессии; 5$, — сумма п членов прогрессии; п, Ё, т, р — натураль- 
ные числа. 


Арифметическая прогрессия 




















1 1 | п 
Задача /[. Доказать, что В АЕ ВЕНЕ И 
Е д } а:а> аа + Е 21@п +} 
а Га — 1/1 | 
Решение. о: д... АНаНОСИЧНО 
а аа. 4 ааа а \а, аз 
1 | 1 1‹ 1 1 | 1 
аз [= а а> — @з з Япап +1 -- а ал ап ) 
Поэтому 
> РЯ | 
21а» Г азаз в @т@л +1 а | к й> ) т 
й ГЕ рей Мы а. ) О ! 
Е а а. о Пет а \ в бп : ла а = — >_ 
1 а+, — а, Га + @1 —а, п 
Е Бабы ОИ риа ВИ 
4 а:@+, а Я пт ал +1 
Задача 2. Последовательность ц;, ио, ..., И», ... обладает тем свой- 


ством, что сумма 5, первых ее п членов равна 2л?--Зп. Доказать, что эта 
последовательность является арифметической прогрессией. 


Решение. Используя характеристическое свойство арифметической 
прогрессии, заключаем, что нам достаточно доказать следующее соотноше- 
ние: 2и. 4: =:и, - Иру, ГДе #=1, 2, 3, ... 


Замечаем, что и+.=$,.,—5и. В самом деле, 
За — Зи == (и: + и +... Мк Ма) — и... + Ик) — Инча. - 
Значит, 

ика== [2(-- 1-Е З(Е--1) 1-Е? ЗА) =4- 5. 

Аналогично и, =8,—$, (в частности, полагаем 5.=0), отку- 
да ик С-З) [2—1 43 (1) 41 и, наконец, ируа= Эно 
АР Поскольку для чисел и, =4Р--1, ик. =4АА-5, инь.-=4А-9 
соотношение Зи. =ик-ик+. выполняется, то доказательство того, что 
ил, Ио, ..., И, ‚... — арифметическая прогрессия, закончено. 


Задача 3. Доказать, что ие арифметической прогрессии справед- 
5 
ливо соотношение а а р) -- 5% (рп + (И т) = 0. 


+а 
Решение. Использовав для ее известную формулу $, -= 5 п 


н аналогичные формулы для $ и 5, приведем левую часть доказываемого 
равенства к виду 


ма (т р) Аи. (ри) ЧР (п — т). 


Применив к а, формулу общего члева арифметической прогрессии а„- 
а: 4 (и—1) и сделав то же самое для а», а», получим 


и {[2а, -- ап -— (т — ру 12а, + а (т— 1 ФЬ-—м-+ 


|- [2а, -ар— 1 т--т)} 
н далее 
{а (т. — р) + (р—п) + п— ту -- 4 № — 1) (п — р) + 


Е (т — )(р-л)--(р-Эш-туу. 


Поскольку суммы в обеих квадратных скобках равны 0, то и все выражение 
равно 0, что и требовалось доказать. 


Задача 4. Найти трехзначное число, которое делится на 45 и цифры 
которого образуют арифметическую прогрессию. 


Решение. Пусть х — цифра сотен, у — цифра десятков и г — циф 
ра единиц искомого числа. Так как по условию х, у, 2 — арифметическая 
прогрессия, то 

2у==х - 2. (1) 


Искомое число имеет вид 100 х -|- 10у -| г. Так как по условню оно де- 
лится на 45, то 
100х -- 10и | 2=45р. {2) 


Итак, искомое число определяется условиями (1) и (2). 


Для цифры единиц имеются две возможности: либо 2=0, либо г=5 
(это вытекает из делимости искомого числа на 5). Рассмотрим случай г=0. 
Тогда из (1) получаем х=2у, а из (2) — 100х - 10у=45р, или 20х + 2,=9р, 
20х-+-х=9р или 7х=3Зр. Это означает, что х делится на 3. Так как, кроме 
того, х — число четное (х—2у), то заключаем, что для х имеется единствен- 
ная возможность: х=6. Тогда у-=3, а искомое число равно 630. 

Рассмотрим теперь второй случай: 2г=5. В этом случае условия (1) и (2} 
принимают соответственно следующий вид: 


2у==х + 5; 100х + 10, | 5=45р. 


Последнее равенство преобразуем к виду 20х -|- 2у -- 1=9р и далее, с уче- 
том равенства 2у==х -{ 5, получаем 21х -- 6=9р, или 7х -- 2=3р. Послед- 
нее равенство возможно при х==1, 4, 7. Но поскольку х -- 5 — четное число 
(х + 5—2), то для х остаются лишь две возможности: х = 1, х = 7. В пер- 
вом случае у-=3, во втором случае у=б. Искомое число соответственно в 
первом случае равно 135, во втором 765. Итак, условию задачи удовлетво- 
ряют три числа: 135, 630, 765. 


Геометрическая прогрессия 


Задача 5. Вычислить сумму 2+22--222--...--22...2. 


л цифр 
Решение. 2+-22222--...-+{-222...2= -211+(1--10) + (1--10-- 102) -- 
+-...+0-+10-Н10? -|...-+ 10"7-)1=21$.+5$.-Е5.--... РЗ 
где $, — сумма А членов геометрической прогрессии 1, 10, 102, 103, ... 


| 
(==1, 2, .., п). Применив формулу $, = о. суммы членов 
8 — 
геометрической прогрессии, получим 
з9 


С И НИ 


9 

+ и +... = 10+ 0+ ЕВ ть ОВР 
__2 [1000"—1 а _ 20"! — 10-- 9п) 
9. 9 о рава, 


Задача 6. Доказать, что последовательность ит, Из, из, где 


| 9х 


2 р \<0$ 2х 
и; = 9, и, =3 - из = (=) 


, 
является геометрической прогрессией тогда и только тогда, когда 
эл 
хол, хим, хе + м (=0, +1, 2, ...). 


Решение. На основании характеристического свойства геометри- 
ческой прогрессии заключаем, что задача сводится к решению уравнения 
] 

5 18 х 


2 
9 = 9 в х (3) 
Выполним последовательные преобразования этого уравнения: 
шх =] — с0$ 2х, 


{6 х=4 чт? х,  зпх (2 ят2 х—1)=0 — (0$ хэе0). 
Таким образом, должно выполняться одно из двух уравнений: 
пх =0, ут2х =>, 
откуда 
д 5х 
х= р, х- 45 + 7, х= а НМ. 


Полученные серии и’ только они удовлетворяют уравнению (3). Следо- 
вательно, при полученных значениях х и только при них ит, и», из — гео- 
метрическая прогрессия. 

Задача 7. Могут ли числа 10, 11, 12 быть членами одной геометри- 
ческой прогрессии? 

Решение. Предположим, что заданные числа являются членами гео- 
метрической прогрессии с первым членом 65, и знаменателем 4. Тогда 19 -— 
=6, 9”, 11=6, 97, 12=6,4Р. Из этих соотношений получаем 


| __ тбл 12 рп 


ю=9 '10=9 


т ‚ 12 та 
че =[5) 


и далее 


ПРП 





]Д2т-п -- и . 


Последнее равенство не может выполняться ни при каких попарно различ- 
ных натуральных п, т, р. Это значит, что числа 10, 11, 12 не могут быть 


членами одной геометрической прогрессии. 
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Задача 8. Сумма членов бесконечно убывающей геометрической 
прогрессии равна 9, а сумма квадратов ее членов равна 40,5. Найти первый 
член и знаменатель прогрессин. 








Ь 
Решение. Используя формулу $ — т с СУммы членов бесконечно 
ь В 
убывающей геометрической прогрессии, получим 1— а=9- 
Рассмотрим последовательность Ь, в 52, ... Замечаем, что это беско- 


нечно убывающая геометрическая прогрессия с первым членом 67 и знаме- 
нателем 4“. Тогда сумма членов этой прогрессии определяется формулой 
9 
о. 
1 — 92 


В итоге задача сводится к решению системы 


и равна 40,5. 


Ь ь 
В. 


ь ; 1 
Из этой системы получаем: ф,--6, 9=-—-. 


Смешанные задачи на прогрессин 


Задача 9. Найти четыре числа, если известно, что первые три из них 
образуют геометрическую прогрессию, последние три — арифметическую 
прогрессию, сумма крайних чисел равна 21, сумма средних — 18. 


Решение. Пусть а, Ь, с, 4 — искомые числа; а, 6, с — геометричес- 
ская прогрессия, значит, 65*—ас; 6, с, 4 — арифметическая прогрессия, 
значит, 2=6 -|- 4. В итоге приходим к следующей системе уравнений: 


Ь? -- ас, 

9-68-54, 
1 2--а ==21, 
| с = 18. 


Решив эту систему, получим а=3, 6=6, с=12, 4==18 или 


75 45 27 9 
Е 


Задача 10. Три числа образуют геометрическую прогрессию. Если 
второе число увеличить на 2,.то полученные числа образуют арифметичес- 
скую прогрессию. Если затем третье число увеличить на 9, то вновь полу- 
чится геометрическая прогрессия. Найти эти числа. 


Решение. `Условия задачи перепишем следующим образом: 
Ь, 6», 6: — геометрическая прогрессия; 
Ь., Ь,--2, 6, — арифметическая прогрессия; 
Ь,, 6.12, 6.--9 — геометрическая прогрессия. 
Использовав характеристические свойства прогрессий, получим 


| 2(5. |- 2) > [#2 + 5., 


(Ба 2) = В, (63 +9). 
и 
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Если теперь выразить 6. и 6. через 6, и 4, то получим систему двух уравне- 
ний с двумя неизвестными 


2 (6:9 + 2) = +6197, 
(6.9 - 2)? = 6, (6,9 +9), 


Ь, 4, Ь, = ь 
решив которую, найдем 6, и 09: или 5: 
9=2 9=—4. 
4 16 64 
Ответ: 4, 8, 16 или 55, —35, 5. 


Задача 11. При каких значениях х и у последовательность цу, це, из, 
где ии =8 +19 и, и,=2х 13:4, и,-=5у, является одновременно ариф- 
метической и геометрической прогрессиями? 

Решение. Должны выполняться одновременно два условия: 


ии, Из и и2-- ЦИ, 


откуда (и, из)?=4 или», (и, —из)?=0, ии=и., поэтому иу=и-= Из. 
Итак, мы должны решить систему уравнений 7 
Вх-- 105: у—.9х-108: уУ— 5и. 
Из первого уравнения Зх- 3 105.у=х—10б. у, х=—2 108) у. 
Теперь из второго уравнения 2-3 15 у—5у, у-3—=бу, 
1 


откуда у-—5 а 7 05,5. 


Задача 12. Найти углы а, В, у первой четверти, и известно, что 
они составляют арифметическую прогрессию с разностью = ‚ а их танген- 


сы составляют геометрическую прогрессию. 
Решение. Из условия вытекает, что 15? В = {в а-4е у. Выполним 
некоторые преобразования этого равенства: 
2 яп? В 2 ап азтф 
2с05В — 2с05@ с0зф ' 
1 —- с05 28  с05 (у —@) — с0$ (ф-г а) 
1+ с03 28 —— с0$ (у — @) -+ со (т -га) ° 
Но по условию а, В, ? — арифметическая прогрессия с разностью =: 
л 
это означает, что }--“==2В ичто у— а -- во Тогда наше равенство можно 


переписать так: 


ие и 

1— с05 2В. 2 СРВ 

Т- с0$2 

-- со52В | УЗ ьзв ей. 
Отсюда следует, что с0$ 28 =0, то есть В=-г. Окончательно получаем 

п д я 

у Е — _ — 
ответ: © ==, В=, У. 


Упражнения 
д 1 1 | 
оказать, что числа БЕ’ ста’ а45 образуют арифметическую прогрес- 


сию тогда и только тогда, когда ты арифметическую прогрессию числа а?, 6*, с*. 
2. Найти условия, необходимые и достаточиые для того, чтобы последователь о-ть 


А [ 
сое, Из —у- м 2х. из 


Е х 
ит. На Ча. ГА М, —- = ми! — у”. представляла собой арнф- 
метическую прогрессию. 
3. Пусть в арифметической прогрессии 5 —_ и*р, $» = Ар. Доказать, что 5» > ря. 
4. Доказать, что 
1 1 | 1 


Зы ЗИ. 


Ха, -1- Ха» уе То Кан Убрн 4 
5. Четыре числа и, В. с. &{ образуют гсометрическук прогрессию. Доказать, что 
и ОЕ 6 цв -- 4. 
6. Решить систему уравпений 
у 2 и 5 
Е ’ 
х:- 8и. 
| . З 
| хри-ра-н. $ Г: 5. 


\ 


7. Доказать равенство 
(66... 6) | 88..8 44.3. 


Е 
п “цифр. п цифр 21 цифр 

8. Пустьх, их, — корни уравнения х? — Зх | А --0, ахлихд — корин уравнения 
х- 12х = В -0. Известио, что последовательиость ху, Х». хз. Хз является возрастающей 


геометрической прогрессией. Найти А и В. 


. 13 
9. Решить уравнение  2х.|- Р-- хё — х9-1- 9 —.. = —& › если [| < 1. 


10. Сумма членов бесконечио убывающей гсомстрической прогрессии равна 4, а сумма 
кубов ес членов равна 192. Майти десятый член прогрессии. 

1. Найти трехзначное число, если его цифры образуют геометрическую прогрессню, 
а цифры чнсла, меньиюго на 400, — арифметическую. 

12. Четыре числа образуют геометрическую прогресеню. Если их уменьшить соот- 
ветственио па 2, 1, 7, 27, то полученные числа составят арнфметическую прогрессию. 
Найтн эти числа. 





ЗНАЕТЕ ЛИ ВЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ? 


Какие из следующих 
формул верны, а какие нет? 


я) 1>Е 6б1ы1 
в) 11; 28 
2 © —2=ы. 


2. Учитель задал уче- 


ннку вопрос: «В какнх слу- 
чаях, проводя пернендикулир 
к прямой, проходящий через 
данную точку, мы говорим, 
что опускаем пер - 
пендикуляр на пря- 
мую. а когда, что вос- 
ставляем  периен- 
дикуляр к прямой?» 

Ученик ответил: «Если 
точка находится над прямой 
или на прямой и мы ведем 
перпендикуляр вниз, то мы 
опускаем перпендикуляр, а 
если точка под прямой илимы 
ведем перпендикуляр вверх. 
то мы его восставляем». 





после- 


Незамедлительно 
довал вопрос: «А если точка 
сбоку от прямой или прямая 
вертикальна?» 


Помогите ученику, ©7- 
ветьте на вопрос: на этих ри- 
суиках мы восставляем пер- 
вендикуляр или опускаем? 


А. Н. Виленкин 
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ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 





КИНЕМАТИКА И СВЯЗИ 





Кинематика ч2сто рассматризает 
движение абсолютно твердых тел, то 
есть тел, расстояння между любыми 
двумя точками которых остаются по- 
стоянными. При этом существуют ме- 
тоды, значительно упрощающие реше- 
ние кинематических задач. С одним 
из вих мы сейчас познакомимся. 


Пусть тела при движении сопри- 
касаются, и скольжение между ними 
отсутствует. Тогласкорости обоих тел 
в точке сопъикосновения полностью 
совпадают (рис. 1). Если же -между 
телами есть проскальзывание, то 
совпадают лишь проекции скоростей 
на перпендикуляр к касательной в 
точке соприкосновения. При этом до- 
статочно, чтобы касательная сущест- 
вовала хотя бы для одной из сколь- 
зящих поверхностей (рис. 2}. 


Рассмотрим несколько примеров. 


1. Стержень ОА вращается по ча- 
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С. А. Беляев 





совой стрелке с угловой скоростью 
®, приводя в движение кирпич АВСО 
с боковой стороной а (рис. 3). Найти 
зависимость скорости кирпича уч от 
угла ©. 

Решение. Стержень и кирпич 
соприкасаются в точке А. Следова- 
тельно, скозости кириича и стержяя в 
этой точке з наиравленеи ММ (ММ | 
Ц ОА) совпадают. Таким образом, 


#с05 (90? —&) --ш-ОА, 
Или 
р $ _ Г . Фа со; < 


Ялта ша чп?а* 





2. Источник света $ находится 
на расстоянии Г от эхрана ММ (рис. 4). 
В начальный момент времени плоский 
предмег высоты А начинает равно- 
мерно двигаться со скоростью и от 
источника к экрану. Найти зависи- 
мссть скорости движения края тени 
по экрану от времени. 


Решение. В данной задаче 

в роли стержня выступает луч 5В. 
В точке А луч «соприкасается» с пред- 
метом, а в точке В — с экраном, обра- 
зуя границу тени. Составим два урав- 
нения, связывающих проекции скорос- 
тей в точках А и В: ® - 5А = 
= с0$ (л —@) — проекция на ЛК, 
® . 5В - и с05 а — проекция наММ. 
Здесь ® -— угловая скорость вращсе- 
ния луча. Разделив второе равенство 
на первое и учитывая, что 


Е АЕ батл й 
И, ОЕ В баг” 
получим 


Пусть теперь стержень АВ задан- 
ной длины [ (рис. 5) движется произ- 
> > 


вольно. Скорости ид и в его кон- 
цов могут быть различны, но, так как 
длина стержня не меняется, проекции 
этих скоростей 9, и ©, должны 
быть равны: 9, _9в- Проекция 
скоростей и, и 9, определяют 
круговое движение стержня с угловой 


Эв-УА 
т г (ироверьте это са- 





скоростью 


мостоятельно). 

Решим две задачи. 

3. Стержень АВ опирается своими 
концами: о. стороны тупого угла В 
(рис. 6). Верхний конец стержня тя- 
нут со скоростью и вдоль стороны АО. 
Найти зависимость скорости и точки 
В от угла ®. 

Решение. Так как длина стерж- 
ня АВ‘неизменна, проекции скоростей 
его концов на направление стержня 
одинаковы: 


и ©0905 & — 00$ (л--“--В), 
или 
___ 605 (@ 5 В) 
ав. 


Рассмотрим случай, когда длина 
стержня изменяется во время дви- 
жения («стержнем» может  слу- 
жить, например, отрезок, соединяю- 
щий две заданные точки, расстояние 
между которыми меняется). Тогда 








Рис. 3. 





Рис. 5. 





Рис. 9. 
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соотношение, связывающее проекции 
скоростей концов стержня, принимает 
ВИД : х 
№0 — 1 = И, 

где и — скоэость изменения длины 
стержня. (Модуль здесь нужен, так 
как неизвестно, какая из скоростей 
больше. } 

4. Лодку с крутого берега тянут 
за веревку с постоянной скоростью 
о. Найти зависимость скорости ‘лодки 
и от угла а. 

Решение. В данном случае 
нас интересует часть веревки АВ. 
Скорость ее сокращения равна 2. Век- 
торы скоростей кониов.веревки А н 
В показаны на рисунке 7. Согласно 
утверждению, приведенному выше, 
имеем 

Ол С0$ @& == 9н, 
или так как дд — и, ов --\%, 
Г 
й = р 
С05 





Попробуйте самостоятельно  ре- 
шить подобвые задачи. 

1. Стержень ОД вращается по ча- 
совой стрелке © угловой скоростью ©, 
приводя в двнжение цилиндр радиуса 
г (рис. 8). Скольжения между цалинд- 
ром и плоскостью нет. Найти зависн- 
мость скорости цилиндра и от угла 
с. 

2. Кривошии АО длины г (рис. 9) 
вращается с угловой скоростью ©, 
длина шатуна АВ равна {. Найти ско- 
роеть о точки В шатуна, если АВО 
==“. 

3. Шарик, предварительно рас- 
крутив вокруг оси, кладут на горн- 
зонтальную поверхность. Коэффи- 
циент трения шарика о поверхность 
отличен от нуля. Под действием си- 
лы трения шарик изменяет свое 
первоначальное вращательное дви- 
жение и начинает каким-то образом 

. двигаться по поверхности. Опнсать, 
как будет происходить это движе- 
ние. 





Практикум абитуриента 


ВСТУПИТЕЛЬНЫЕ ЭКЗАМЕНЫ 
ПО МАТЕМАТИКЕ В УНИВЕРСИТЕТ 
ДРУЖБЫ НАРОДОВ 


В Университет дружбы народов 
имени Патриса Лумумбы наряду с 
учащимися, приезжающими из стран 
Азии, Африки и Латинской Америки, 
принимаются также советские граж- 
дане. Так как в Университете есть 
разные факультеты, то, естественно, 
и характер требований по математике 
на этих факультетах различен. Вполне 
понятно, что к будущим физикам и 
математикам предъявляются более 
высокие требования, чем к инженерам, 
экономистам или химикам. Мы рас- 
скажем здесь о вступительных экза- 
менах 1970 года по математике для 
специальностей «физика» и «матема- 
тика». 

Вот вариант письменной работы 
по математике (вариант сборный, фак- 
тически составленный из задач раз- 
ных вариантов). 


Вариант 0 
1. Найтн все комплексные значения 2, 
при которых 2? + (1 + й 2 принимает чисто 
мнимые значения. Показать соответствующее 
геометрическое место точек, пользуясь изоб- 
ражением комплексных чисел на плоскости. 
2. Известно, что ивравенство 107. (х? — 
—3х) > Тоба (4х — х7) удовлетворяется при 


х = 3— . Решить неравенство. 


3. Двуграиный угол при боковом ребре 
правильной четырехугольной пирамнды ра- 
вен утроениому двугранному углу при се 
осиованин. Найти объем пирамиды, если ее 
высота равна Н. 

4. Решить уравиение 

48 рх + № дх= Ш 9х 
(ри 9 — известные действительные числа). 


В. В. Рыжков 


При каких значениях ри $ оно обращается 
в тождество? 

5. Три самосвала разной грузоподъем- 
ности заняты на вывозке грунта. Грунт будет 
полностью вывезен, если все онн совершат 
по 8 рейсов. Грунт также будет вывезен, если 
первый самосвал совершит 4 рейса, второй — 
2, третнй — 16. Если первый и третий само- 
свалы соверщат соответственно би 12 рей- 
сов, то сколько рейсов придется сделать вто- 
рому самосвалу? 

ри первом же взгляде ясно, 
что технически громоздкой, «клас- 
сической» задачей конкурсного типа 
является лищь третья из приведенных 
здесь. Первая задача очень проста, 
но не стандартна по содержанию. 
Остальные требуют весьма неболь- 
ших вычислительных затрат при ра- 
зумном подходе к их решению. В каж- 
дой из них есть, однако, какой-нибудь 
непривычный момент, требующий 
элементов самостоятельного подхода. 

Рассмотрим решения этих задач. 

1. Задача имеет простое, довольно 
естественное решение. Запишем ком- 
плексное число 2 в алгебраической 

рме: 2 -= х + й/; тогда 
2 + (1+0) 2-—= + т @+ 
хи = +2 ру их 
ши --у=е--Фх--у+ 

Е (2ху Ех +9. 
Для того чтобы это число было чисто 
мнимым, необходимо и достаточно, 
чтобы его действительная часть рав- 
нялась нулю (разумеется, нуль также 
относится к чисто мнимым числам). 
Имеем: 

х — № + х— у= 0. 
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х +у +] 202 





Рис. 1. 


Переписываем это равенство в виде 

х—у ТУ =0 
и находим, что искомое геометриче- 
ское место состоит из двух прямых 
линий: х-у=0, хту+ 1 =0, 
показанных на рисунке |. Если мы 
хотим выразить ответ алгебраически, 
то запишем уравнения этих прямых 
в виде у -- хиу=: —- х— 1. Тогда 
искомые значения 2 будут задаваться 
двумя  равенствами: г -= (1-0 х 
или 2 = х-- (хе. 

Вместо этого логичного и почти 
не требующего вычислений решения 
абитуриенты ——- из числа тех, кто 
вообще пытался решить этот пример, — 
предлагали такой путь. Положим 
2 (0 2г= 9; здесь справа 
6+ — чисто мнимое число. Теперь ре- 
шаем квадратное уравнение: 


РИО У 45: _ 


г 2 


В каком-то смысле решение дано, но 
дальше следует преобразовать пра- 
вую часть равенства, что связано 
с извлечением квадратного корня из 
мнимого числа; с этим решающие 
не справились, но, как мы видели, 
при более удачном подходе к задаче 
этого и не требовалось. 

2. Пример очень прост, но надо 
прочитать условие внимательно и не- 
много подумать. Дано условие: нера- 
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венство выполнено прих 3-1 для 


3 
чего оно дано? Подставим х--3 к 
В неравенство, получим 

[о ыы > о ры 
В 16 > 0116. 


Отсюда вывод: а>>1. В этом весь 
смысл данного условия, оно позво- 
ляет сразу установить, что а>1. 
Теперь мы приходим к неравенству 
х? — Зх>4х -- х?; к нему надо при- 
соединить неравенство, характеризу- 
ющее ОДЗ: 4х — х?>>0. Заметим, что 
писать еще и неравенство х* — 3х>0 
незачем, так как оно уже заведомо вы- 
полняется в силу написанных двух не- 
равенств. Итак, получается система 
двух неравенств 
2х2 — 7х > 0, 4х —х? > 0. 

Первое из них выполняется при х<0и 


9 ко ‚ второе — при 0<х<4; 


решением служит интервал 


$3 < х<4. 


Эта задача, в общем, совершенно 
стандартная, дополнительное усло- 
вие в ней при правильном понимании 
не усложняет, а упрощает задачу. 
Многие абитурненты решили пример 
до конца, но в большинстве случаев 
очень его запутали, а некоторые так 
н утонулн в вычислениях. Именно, иг- 
норируя данное в задаче условие 


о значении х =3-,-, они рассуждали 


«по стандарту»: либо а<1, либо а>1. 
Потом писали полностью условия, 
определяющие ОДЗ, и получали две 
системы неравенств: 


х? — Зх > 0, 

4х—х?`> 0, 

х* — Зх < 4х-—х 
ь х—Зх > 0, 

4х —х?`> 0, 


х? —Зх > 4х х?. 

Вместо одной системы из двух не- 
равенств, приходилось решать две 
системы из трех неравенств каждая 
и лишь потом учитывать дополни- 


| 








Рис. 2. 


тельное условие. Тут уже можно и за- 
блудиться. 

3. Задача по стереометрии -— стан- 
дартная, но довольно сложная. Дело 
не только в том, что задачи на дву- 
гранные углы поступающие не всегда 
умеют хорошо решать, но и в том, 
что в условии не дана ни одна угло- 
вая величина, а лишь соотношение 
между двумя такими величинами. 
Вообще правильная  четырехуголь- 
ная пирамида определяется одним 
лннейным и одним угловым размера- 
ми. Линейный размер дан -- это вы- 
сота пирамиды, а вместо углового 


размера указано соотношение между 


двумя углами. 

Многие абитуриенты решили эту 
задачу. Вирочем, некоторые из них 
совершенно не разобрались в существе 
задачи. Обозначив один из двугран- 
ных углов через , а другой через 
За, онн спокойно выражали объем 
через угол а, не задумываясь о том, 
что этот угол определяется условиями 
задачи, 

Вот одно из возможных решений 
задачи. На рисунке 2 через & обозна- 
чен двугранный угол нри ребре осно- 
вания, через В — двугранный угол 
при боковом ребре пирамиды, так что 
ВКи ОК являются высотами боковых 
граней нирамнды, проведенными из 
вершин основания. По условию В = 


=. 3. Для удобства введем еще обозна- 
чение удля плоского угла при основа- 
нии пирамиды, через а обозначим 


` сторону основания, а через й — высо- 


ту боковой грани, то есть апофему 
пирамиды. 

Сразу 
между 


находится соотношение 
угламн &@ и 1: из тре- 


угольника ФОЁ имеем 5 — 6039; 


то же самое отношение в треуголь- 
а 
28 
Таким образом, Су -= с0$@. Так 
как при рассмотрении треугольника 
АВК нам потребуется эт \. то выра- 
зим этот синус через функции угла а: 


1 
Уграет — Ут еза" 
Теперь из треугольника АВК имеем 
ВК = аэп 1 н изтреугольника ВКО 


откуда у Эт с Е 


нике $ Г.В выражается так: — = с т. 





и у = 


Е. 1 ое В } 2 

т эту НЯНИ А9- = 1 [1+ со$ 6. 
Отсюда 25? в. =. 1 4 с05* & ИЛИ 
1 — Ршма-Р. — с05* а, то есть окон- 
чательно ` 


со5 В == — с05* а. 


Такое интересное — соотношение 
нмеет место в каждой правильной 
четырехугольной пирамиде. В нашей 
задаче В — 35, и нотому для отыска- 
ния угла « получается уравнение 

с0$ Зи — — 605? а. 


Оно решается стандартным приемом. 
Выразив с05 За через функции угла 
(2 


со; За = 4 6053 а —- 3с0$ а, 
получим 
4 60585 — 3 ©0$ @ = — со. 
Полагая для краткости СО = И, 


приходим к такому уравнению: 


4 из + и" — Зи = 0. 
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Корень и, -= 0 не имеет смысла в на- 
шей задаче; остается квадратное урав- 
нение 
4 и ти--3=0 

К 

с корнями и, а 
которых нас интересует только пос- 
ледний. Итак, 


: —-1 и Из - ИЗ 


3 
с0$@ —-4_; Удобно 


7 
найти также 5та- 1 и 45а 


Теперь остается выразить объем пн- 


рамиды; находим -5- = Нс а илиа-- 


6Н 
-——.. Следовательно, 
У? 
1 аа 12 нз 
у = 5 Но? 7 НЗ. 


4. Уравнение решается совсем 
просто: 
{с рх -- шах 
Е (ра) х Е 
Отсюда’ видно, что либо {1 рх + 


8 9х — 0, либо № рх-4 дх — 0. 
Таким образом, уравнение удовлет- 
воряется в каждом из трех случаев: 
а) 1% рх -|- {8 дх == 0, что равносиль- 
но зт (р: дх-: 0; 6) шрх 0; 
в) {= дх - 0. Поэтому оно обращает- 
ся в тождество, если р 9-0, 
нли р -=0, или д -= 0; если же ни 
одно из этих трех равенств не выпол- 
няется, то уравнению удовлетворяют 
три серии решений: 
Ал _ АЯ Ал 


29’ ^р’ “9 
(Е --0, 1, 2, ....). 


Ирин обстоятельном решении за- 
дачи следовало бы еще выяснить, 
не могут ли некоторые из указанных 
решений оказаться вне ОДЗ. Заме- 
тим, что лишь немногие из решающих 
задачу четко указали все три случая 
обращения уравнения в тождество. 

5. Задачу решили многне, но часто 
громоздким или нелогичным путем. 
Пусть каждый самосвал вывозит за 

$ 1 1 1 
один рейс —_, -, -, часть 
всего грунта соответственно. Примем 


50 


общее количество грунта за единицу. 
Тогда условие задачи перепишется 
в виде системы 


Е За 


Здесь неизвестно число рейсов вто- 
рого самосвала р; неизвестны и х, цу, 
г, которые, однако, нам определять 
не требуется. При известной матема- 
тической наблюдательности можно 
догадаться сложить два первых ра- 
венства почленно и разделить обе 
части полученного уравнения на 2. 
Приходим к равенству 


6,5. 
ху га ы 
из сравнения которого с третьим урав- 
нением нашей системы найдем иско- 
мое число рейсов, равное пяти: р — 5. 
Анализ работ абитуриентов пока- 
зывает, что уровеиь техники у разных 
поступавших был, конечно, различ- 
ным. Но зло состоит не столько в не- 
достатке техники у части поступав- 
ших, сколько в том, что и многие 
подготовленные в формальном отно- 
шении абитуриенты приучены к стан- 
дарту, не вдумываются в смысл усло- 
вия задачи. Малейшее отклонение этих 
условий от привычных, пусть даже 
в сторону упрощения, приводит к рас- 
терянности и, как следствие, к ошиб- 
кам и нерациональным решениям. 
Приводим варианты письменной 
работы для самостоятельного реше- 
ния (эти два варианта «настоящие», 
не сборные). 


наит 1 
Известно, что и из действительных 
онй уравнения 3 — 5х? + рх +8 —0 
равеи удвоенному другому корню. Найти 
рн все корни уравнения. 
2. Найти все значения а, при которых 
неравенство 
108за+1 (2х — 1) + 1060 (х + 3) < 0 
одновременно выполняется при х-=1 н 
х == 4. 
3. Решить неравенство 
т х-с0$ 2х- п Зх > 0. 


4. Поверхность шара, вписанного в конус, 
боковая новерхность конуса и полная повер- 
хность конуса образуют геометрическую про- 
грессию. Найтв объем копуса, если раднус 
винсаиного ‘в него шара равен Ю. 

5. В трехкомнатной квартире длина. пер- 
вой комнаты равна длиие второй, ширина 
второй комнаты равна ширине третьей, а 
диагопаль пола первой комнаты такая же, 
как в третьей. Площадн комнат соответст- 
венно равны а, 6, с. Найти длину и ширину 
каждой комнаты. 


Вариант 2 


1. Решить систему уравнений 


ху? -—— 10. 
х‘уЗ2 -- 24, 
хЗу2? -= 18. 


2: Решить неравенство 
10я г ХЭ Юва д 
к в 


х => 0. 


3. В усеченный конус вписан полушар, 


6 
объем которого составляет ; объема  усечен- 


ного конуса. Найтн отношение боковой пэверх- 
ности конуса к сферической поверхности 
полушара. 

4. При каких значениях © неравенстпо 

х? (1 + та) — 2х с05 а +2 зта- 1 
выполняется для всех значений х2 

5. Объем прямоугольного параллеле- 
пипеда равен У. Если все его ребра увели- 
чить на а, то объем станет равен \,, а если 
их укоротить на а, то объем будет равен 
У.. Найтн длину диагонали параллелепипеда. 


Задаии нз другнх варнан- 
тов 
1. Решить неравенство 
оновьх > Тонойа Хх. 
2. Найти значения 16 (х + и}, если 
{3 со5х +4 тх) (5 япи + 12 со и] -= 65. 
3. Уравнение с действительными козф- 
фициентами 
х3 + рх? + 2рх + 9—=0 
имеет корень х, -= 1 +. Найти все корни 
уравнения. 


ИЗ ЗАПИСНОЙ 
КНИЖКИ 
ЭКЗАМЕНАТОРА 


Интерференция  — это 
сложение световых волн, а 
дисперсия — разложенне. 

* 


Изобретение радио было 
вековой мечтой человечества. 
* 

Чем длиннее маятник, тем 
меньше колебаний он совер- 
шает за пернод. 

* 


Энергия не исчезает н ие 
творнтся, а только перехо- 
дит из одного агрегатного 
состояния в другое. 

* 


Фотоэффект: под дей- 
ствнем Лу электроны выле- 
тают из металла. 

® 

Нейтрон заряжен нейт- 
ральио. 

* 

Земля имеет форму эллип- 
са. а не круга. 

® 

Полное внутреннее отра- 
жение — это когда все лучи 
попадают в глаза. 

* 


Звук, как и вода, распро- 
страняется волнами. 
® 


Звуковые — волны — это 
волны, способные — распро- 
странять звук на болышое 
расстояние. 

# 

Скорость звука устуца- 
ет по величине только ско- 
рости света. 

* 


Свет па вид бесцветный. 

® 

Фотоэлементы  прнменя- 
ются в фотографии. Это — 
проявитель, закрепитель 
ит. д. 

* 

Скорость света опреде- 
ляется так. Луч света посы- 
лается с Земли на Луну. 
Расстояние от Земли до Лу- 
ны известно. Время засе- 
кается по секундомеру. 

# 


ка 


Высота звука равна о 


$1 





РЕЦЕНЗИИ. БИБЛИОГРАФИЯ 





ПОЛЕТ ОГНЕННЫХ СТРЕЛ 


Средн исследованных и неисследо- . 


ванных явлений природы молнии при- 
надлежит особое место. Каждый из нас 
видел ее много раз, но знаем ли мы, 
что это такое? Как она действует, 
какне производит разрушения и что 
вообще происходит в атмосфере во 
время грозы 
щена маленькая, но очень увлекатель- 
ная книга Базиля Шонланда «Полет 
МОЛНИИ» *). 

Автор говорит о культе грозы 
и молнии, существовавшем у всех 
древних народов, о том, как люди 
постепенно пришли к пониманию прни- 
роды молнии и начали избавляться 
от страха перед этим грозным 
явлением. В книге подробно рас- 
сказывается об изобретении громоот- 
вода и значении этого изобретения: 
ведь попадания молнии часто при- 
водилн к трагическим последствиям. 
Б. Шонланд рассказывает, напри- 
мер, что от удара молнии в церковь 
Сен-Назар в Северной Италии в 1769 
году, в подвалах которой хранились 
большие запасы пороха, произошел 
взрыв, уничтоживший шестую часть 
города. 

Молния считалась проявлением 
божьего гнева, грозной карой за зем- 
ные грехи. Читатель узнает из книги, 
что дома римлян, разрушенные молни- 
ей, ни под каким видом не разреша- 
лось восстанавливать. Но так было 
в древние и средние века. В ХУП! 
столетни люди уже сравнительно мно- 
го знали о природе электричества. 
Напомним, что первые опыты с элект- 
ричеством -- электризация трением - 
были осуществлены Уильямом Гиль- 





*} Б. Шонлаид. «Полет мознии», Гидро- 
метеоиздат, 1970. 
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этнм вопросам посвя-. 


бертом еще в 1600 году. А изобретение 
громоотвода Б. Франклином от- 
носится к середине ХУПТ века. 
Во многих европейских странах 
в то время уже существовали акаде- 
мии наук. Тем не менее громоотводы 
еще долго завоевывали право на су- 
ществование. Если в Америке они рас- 
пространились довольио быстро, то 
в Европе долго продолжались споры: 
избавляет громоотвод от опасности 
или, наоборот, увеличивает вероят- 
ность поражения разрядом? Особенно 
много толков вызвал вопрос о том, 
тупым или сстрым концом должен 
заканчиваться громоотвод. Напомним 
еще интересный и, наверное, извест- 
ный читателям факт, что первые опыты 
с громоотводами Б. Франклин делал 
с помощью воздушного змея, к кото- 
рому было привязано железное ост- 
рне. Б. Франклину принадлежат и 
многие другие исследования по элект- 
ричеству, о некоторых из них вы тоже 
узнаете из книги Б. Шонланда. 
Много места уделяет автор совре- 
менным представлениям о внутри- 
облачных разрядах, о видах молний. 
Вы узнаете, что длина видимой частн 
линейной молнии (так называется раз- 
ряд между облаком и землей) за пре- 
делами облака достигает иногда не- 
скольких километров. Полная длина 
молнии еще больше, так как, с одной 
стороны, разряд движется зигзаго- 
образно, а с другой стороны, довольно 
большая часть его «спрятана» внутри 
самого облака. Если учесть еще 
цифры 25 000° (такой может быть 
температура в канале молнии), 10 000 
амиер (ток в пике молнии) и 100 мил- 
лнонов вольт (минимальное напряжё- 
ние разряда), то можно представить 
себе, какое это грозное явление. 
Приведем еще несколько интерес- 





ных цифр, взятых из книги «Полет 
молнии». Среднегодовсе число гроз 
на земном шаре — 16 000 000. А еже- 
секундно на земле сверкает около 
100 молний. 

Электрический разряд движется 
в воздухе со скоростью от 100 до 
100 тысяч километров в секунду. Ис- 
`следование динамики такого процес- 
са -- задача сложная. О том, как она 
была решена и как регистрируется 
развитие молнии, вы тоже можете 
прочесть на страницах книги. 

Один из самых интересных вопро- 
сов атмосферного электричества — 
вопрос о распределении зарядов на 
облаке. Оказывается, в большинстве 
случаев нижняя часть облаков бываст 
заряжена отрицательно. Б. Шон- 
ланд подробно описывает, как меня- 
ется электрическое поле во время 
развития молнии, как переносятся 
заряды с облака на землю. Есть в кни- 
ге страницы (их, к сожалению, очень 
немного), посвященные наиболее за- 
гадочному и наименее понятному до 
сих пор явлению — шаровой молнии. 

Читатель узнает о разных типах 
разряда в воздухе, о том, как про- 
исходит ионизация газа и электри- 
зация облаков, о роли, которую нгра- 
ют в этих процессах водяные капли 
и кристаллики льда. Заключительные 
страницы книги посвящены различ- 
ным явлениям, сопровождающим 
грозы. Автор подробно. рассказывает 
об «атмосфериках» (радиоволнах, из- 
лучаемых при грозах), объясняет, 
почему заряд на поверхности земли 
остается постоянным, 

Книга написана хорошим языком. 
В небольшом объеме сосредоточено 
большое число серьезно осмысленных 
физических фактов ин, что тоже 
важно, много полезной исторической 
информации. Изложение вполне до- 
ступно школьникам. Жалко только, 
что книга издана небольшим тиражом. 

Ю. М. Брик 


Оль рп они тии 


ЕЩЕ РАЗ О ТЕОРЕМЕ 
ПИФАГОРА 


Рассмотрим сосуд, имею- 
щий форму прямой приз- 
мы, В основании — которой 
лежнт прямоугольный тре- 
угольник АВС (см. рис.). На- 
полним этот сосуд газом и 
дадим ему возможность вра- 
щаться вокруг  вертикаль- 
ной оси ОО ° (плоскость АВС 
горязонтальна). — Простран- 
ство однородно, и, какое бы 
положение этот сосуд ми 
занял, он будет находиться 


°в одних и тех же условиях. 


Поэтому можно считать, что 
он покоится. 





Следовательно, снлы 
давления газа на его боко- 
вые грани будут взаимно 
уравновешиваться. Но силы 
Е: и Е. стремятся врашать 
этот сосудов одном направ- 
ленин, а сила Ёз — в дру- 
гом, Поэтому сумма вращаю- 
щих моментов сил ЕЁ, и 
Е. должна быть равна вра- 
щающему моменту снлы Р.. 


АВ ВС 
Ра Е Ро == 
АС 


Но Р,=Р(АВ-В), Е.= 
= Р(ВС-1), Е-=Р(АС-В), 
те Р — давление газа, 

а Ё — высота сосуда. : 


Р(АВ.1) > ЧЕРВС- В = 


Е 
откуда 
АВ?-|- ВС?= АС? 

Это доказательство мож- 
ио прочитать в небольшой 
брошюре Б. КЮ. : Когана 
«Ириложение” механики к 
теометрин» (издво — «Нау- 
ка», 1965 г.). 
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ИНФОРМАЦИЯ 





Х! МЕЖДУНАРОДНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ОЛИМПИАДА ШКОЛЬНИКОВ 


СЗ но 22 июля а Булапешеге и Кестхели (Венирня) проходила 
ХИ Международная математическая олимпиада. В ией приняли 
участне комаилы Австрин, Англии, Болгарии, Венгрии, Гомлан- 
дии, ГДР, МНР. Польши, Румыния. Советского Союза, Франция. 
Чехословакни, Швеции и Югославии. Каждая команда состояла 


из восьми учащихся, 


9 июля наша команда прибыла 
в Будапешт. Вечер 9 и день 10 июля 
мы знакомились с городом, а июля 
все участники олимпиады переехали 
в Кестхель, где 13 и 14 июля и про- 
ходили соревнования по решению 
задач. 

Как обычно, в каждый из дней со- 
ревнований участники должны были 
за 4 часа решить по 3 задачи. Тексты 
этих задач вы найдете в конце за- 
метки. В скобках после каждой за- 
дачи указано, какой страной задача 
была предложена и во сколько очков 
оценивалось ее решение. 


18 июля члены жюри подвели ито- 
ги соревнований и обсуднли вопрос 
о месте и порядке проведения следу- 
ющей олимпиады. Чехословацкие ру- 
ководители сообщили о решении жюри 
провести олимпиаду в Чехословакии. 
Внесены были предложения об от- 
дельных изменениях в уставе. В ча- 
стности, предлагается некоторые за- 
дачи давать в двух вариантах, из 
которых участники могут выбирать 
тот, который им болыше нравится. 
Также было внесено предложение 
давать задачи из современной мате- 
матики: теории групп, алгебраичес- 
ких структур, аналитической  гео- 
метрии, векторной алгебры. 

19 июля все команды вернулись 
в Будапешт, где 21 июля состоялось 
вручение дипломов победителям и 


закрытие олимпнады. 
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Участникн Советской команды на 
ХИ Международной математической олим- 
пнаде (слева иаправо): Александр Линец- 
кий, Андрей Ходулев. Александр Корлю- 
ков, Павел Копылов, И. С. Петраков (зам. 
руксводителя команды). Сергей Семеньков, 
М. И. Серов (руководитель команды), 
Алексей Алексаидров, Велно  Альтлейс, 
Аркаднй Климов. 


По итогам олимпиады было при- 
суждено 7 дипломов первой степени, 
11 второй и 40 третьей. 

Дниломы 1 степени присудили 
участникам, набравшим от 37 до 
40 очков. 40 очков набрали Амно- 
рей Ходулев (СССР, — школа-ин- 
тернат при МГУ; из Калинина), Воль- 
фгане Бирмайстер (ГДР), Имре 
Руже (Венгрия). По 39 очков набра- 
ли Сильвермен Бернард (Англия), 
Аркадий Климов (СССР, школа-интер- 
нат при МГУ; из Арзамаса), Эрвин 
Баймони (Венгрия). Венгерский 
школьник Иштван Гончзы набрал 
37 очков. 

Дипломы И степени присудили 
участникам, набравшим от 30 до 
35 очков. Из наших школьников его 


получня Алексей Алевсимдров, набрав- 
ший 35 очков (9 класс школы-интер- 
ната при ЛГУ). 

Дипломы 1 стенени вручались 
участникам, набравшим от 19 до 28 оч- 
ков. В нашей команде их получили 
Сергей Семеньков, набравний 97 оч- 
ков (10 класс школы-интерната при 
ЛГУ), Велло Альтлейс, набравший 
24 очка (11 класс Ныосской средней 
школы Тартусского района Эслон- 
ской ССР) н Александр Корлюков, на- 
бравший 24 очка (1Ю классе школы- 
интерната при МГУ; из Гродно). 

Павел Копылов (г. Воронеж, шко- 
ла № 58) и Александр Линецкий 
(Г. Харьков, школа № 27) не смогли 
продемонстрировать все свом возмож- 
ности и набрали соответственно 15 н 
17 очков. 

В целом команда Венгрии набра- 
ла 933 очка, СОСР`и ГДР - по 
221 очку, Югославии 209 очков, 


Румынии 208, Англии 180. Бол- 
гарин н Чехословакии — по 145, 
Франции 14, Швеции - - 110, По- 


лыши 105, Австрии 104, Гол- 
ландин -- 87, МИР - 78. 

Сейчас все участники советской 
команды, окончившие школу, учат- 
ся в Московском или Ленинградском 
уннверситетах, а Алеша Александ- 
ров заканчивает 10-й класс и дума- 
ет о поездке на ХИ Международную 
математическую олимпиаду в Чехо - 
словакию, И. С. Петраков 


Задачи, предложенные 


в первый день 


1. Дан треугольннк АВС, М — внутреи- 
няя точка стороны АВ. Пусть г, га, Г — 
радиусы окружностей, вписанных в треу- 
гольники АМС, ВМС, АВС соответственно: 
р,. Р., Р — радиусы окружностей, кото- 
рые лежат внутри угла АСВ, и являют- 
ся вневписанными для треугольников АМС, 
ВМС, АВС соответственно. 


ИР г 
Докалать. что — - (Цольша, 5 оч- 
пр Р 





ков). 

2. Иусть в. Вии натуральные числа, 
больиие единицы. Числа с и В являются 
эспованнями двух систем счисления. Числа 
А„. В, имеют одинаковое представление 
ХнАв- . Хо В системах счисления с ос- 
пованиямн ан В, причем х,70., х,- 0. 
Ч несла, получившиеся после вычеркивания 
первой цифры х„. будем пазывать Ал. 

ь Дон: что а> в тогда н только тогда, 


Ал  Ви- 
когда 7 < 25 {Румыния, 7 очков). 
А» Вт 





3. Последовательность действительных чи- 





Сел @0. Я... . бр... . удовлетворяет ус- 
ловию 
Г - ба 5 . Зав=. .. (0 
Последовательность ЁБ,, В.....Вл,... опреде- 
ляется так: 
я 
# ` 
ь Яр 1 
Пи 


Ри Яр } Кал 
а) Доказать. что 06, <? для всех п. 
6) Доказать, что для данного с. такого, 
что 0=6<2, существует последовательность 
2, 1,....@л....ь УДовлетворяющая условию (1) 
такая, что Ь»>с для бесконечного множества 
индексов п (Швеция, 8 очков). 


Задачи, предложениые во 
второй день 


4. Найти все положительные целые числа 


п. обладающие следующим свойством: мно- 
жество 


[дул ЦЕ лап 5] 


можно разделить на два множества так, 
что произведение всех элементов одного из 
них равно произведению всех элементов дру. 
гого (Чехословакия, 6 очков). 

5. В тетраэдре АВСР РВ\ОС н основа- 
ние перпендикуляра. опущенного из ДР на 
плоскость треугольника АВС, совпадает с 
ортоцентром этого треугольника. 

Доказать, что 
(АВ ВС -- СА)? = 6( АР? + ВР? -- СР”). 
Для каких тетраэдров имеет место равенство 
(Болгария 6 очков)? 

6. Нз плоскости заданы 100 точек, никакие 
три нз которых не лежат на одной прямой. 
Рассматриваются все возможные треуголь- 
ники с вершннами в этнх точках. 

Доказать, что среди них будет ие более 
70% остроугольныхтреугольннков (Советский 
Союз, 8 очков). 
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У МЕЖДУНАРСИНАЯ ФИЗИЧЕСКАЯ 
ОЛИМГИАПА ПКОЛЬЕНИкОВ 


С 5 по 15 июля в Москве проходила Международная физи- 
ческая олимпиада школьников, Она проводится всего в четвер- 
тый раз. У математиков традиции в этом смысле богаче — их 
первая Международная олимпнада состоялась еще в 1959 году. 
а проводятся они ежегодно. И все же международные физические 
олимпиады вчетверо старше аналогичных олимпиад по химии. 
Международная химическая олимпиада была в 1970 году прове- 


дена впервые. 





Академик ЛПН СССР В. А. Фабрикант открывает ГУ Международную физическую 
олимпиаду школьников. Фото М. В. Альперта (АПН). 


В нынешней олимпиаде принялн 
участие старшеклассники и выпускни- 
ки (окончившие школу в 1970 году) 
из Народной Республики Болгарии, 
Венгерской Народной Республики, 
Германской Демократической Рес- 
публики, Польской Народной Рес- 
публики, Социалистической Респуб- 
лики Румынии, СССР, Чехословац- 
кой Социалистической Республики и 
Социалистической Федеративной Рес- 
публики Югославии. 

Верховным органом олимпиады бы- 
ла Международная комиссия, в ко- 
торую вошли научные руководители 
всех делегаций. Возглавлял ее ака- 
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демик АПН СССР В. А. Фабрикант. 

В советскую команду были вклю- 
чены ребята, успешно выступившие 
на Всесоюзной физической олимпи- 
аде прошлого года в Свердловске: 
Игорь Булыженков (Уфа), Миха- 
ил Волошин (Москва), Сергей Гор- 
бачевский (Ломоносов, Ленинградской 
обл.), Владимир Кравцов (Горь- 
кий), Игорь Люксютов (Киев) и 
Борис Петров (Псков). 

Научным руководителем  совет- 
ской команды была профессор Мос- 
ковского государственного универ- 
ситета В. И. Иверонова. 

Стало традицией проводить физн- 


р 
— 





Советская команда. Слева направо: 
И. Булыженков, И. Люксютов, С. Гор- 
бачевский, В. Кравцов, Б. Петров, М. Во- 
лошин. Фото М. В. Альперта (АПН). 


ческие олимпиады в два тура. Так 
было и в этот раз. На первом туре 
ребятам предлагалось решить четы- 
ре задачи, на втором — всего одну, 
но  экспериментальную. Междуна- 
родная комиссия установила высшую 
оценку за решение каждой задачи пер- 
вого тура — 10 очков, максимальное 
количество очков за эксперименталь- 
ную работу равнялось 20. Проводи- 
лись теоретический и эксперименталь- 
ный туры в разные дни. 

Но вот все нозади. 13 июля бы- 
ли подведены итоги. Прежде чем 
рассказывать о них, заметим, что 
официального командного ‘первен- 
ства на олимпиаде не было. Говоря 
© целях олимпиады, председатель ее 
оргкомитета вице-президент Акаде- 
мии педагогических наук СССР В. Г. 
Зубов сказал, что олимпиада — это 
прежде всего дружеское состязание 
добрых друзей, и цель ее состоит в 
том, чтобы сравнить знання школь- 
ников, сопоставить их со знаниями 
сверстников из других стран. А ру- 
ководитель югославской делегации до- 
ктор Божидар Милич, выступая на 
закрытии олимпиады от имени Между- 
народной комиссии, отметил, что Ме- 
ждународная комиссия, по предло- 
жению советских ученых, стремилась 
сохранить традицию Олимпийских 
игр — «участвуют не страны, а уча- 
стники», 





Чтобы получить на олимпиаде нер- 
вую премию, требовалось набрать 
не менее 50 очков (из 60 возможных), 
вторую — от 45 до 49 очков, третью — 
от 39 до 44. Похвальными отзывами 
награждались те, кто получил более 
половины всех очков. 

Приведем результаты советской ко- 
манды: первые премии получили 
М. Волошин, С. Горбачевский“и Б. Пе- 
тров, вторые премии — И. Люксю- 
тов и И. Булыженков, третью - 
В. Кравцов. Максимальное колнчество 
очков (57) набрал М. Волошин. А вот 
как распределились премии и пох- 
вальные отзывы среди делегаций: 


Страна 


И премкя 
НТ премия 
отзывы 


Болгария 
Венгрия 

ГДР 

Польша 
Румыния 
СССР 
Чехословакия 
Югославия 


Всего награждено 34 человека. 
Остальные получили дипломы уча- 
стников. 

Назовем здесь еще несколько ус- 
пешно выступивших участников олим- . 
пиады. Марек Зюлковски из Поль- 
ши получил вместе с тремя нашими 
ребятами первую премию. Инге Рей- 
ман -- девушка из ГДР - - получила 
специальный приз за успешное уча- 
стие в олимпнаде, а ее товарищ по ко- 
манде Манфрэд Фишер - - вторую пре- 
мию и, кроме нее, — специальный приз 
за лучшее выполиение эксперимен- 
тальной работы. Ои нолучил за экспе- 
римент максимальное количество оч- 
Ков. 

Побеждать на олимпиаде всегда 
приятно, тем более на Международ- 
ной. Все члены советской команды 
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приняты в институты без экзаменов. 
Пользуясь случаем, мы еще раз позд- 
равляем всех ребят, успешно высту- 
пивших летом в Москве. 


Ю. М. Брук 
Н.А. Минц 


Задачи ТУ международной физической 
олимпналы 


Задача 1 

Длинный брусок массы М=1 ке пахо- 
дится на гладкой горизонтальной плоскости, 
по которой он может передвигаться без тре- 
ния. По верхней горизонтальной гранн 
бруска может скользить каретка е мотором. 
Масса каретки с мотором п-=100 г, коэффи- 
циент трения #=0,02. Мотор с постоянной 
скоростью И,-—=10 сл/сек наматывает на зал 
нить, второй конец которой в ‘одном случае 
привязан к достаточно удаленному колышку, 
укрепленному па неподвижной опоре, а в 
другом — к колышку, прикрепленному к 
бруску (рис. 1). Удерживая брусок непод- 
вижным, дают возможность  каретке ‘на- 
чать двигаться со скоростью и, после чего 
брусок освобождают. К моменту освобожде- 
ния бруска передний край каретки нахо- 
дится на расстоянни /==59 ем от переднего 
края бруска. Определить для обоих случаев 
харакчер и скорости движения бруска и 
каретки после начала движения бруска и 
время, в течение которого каретка достигнет 
переднего края бруска. т 


Задача 2 


Элементарная ячейка кристалла камен- 
ной соли (МаС!) представляет собой куб, 
® о 


длина ребра которого а=5,6А (А==10-8 см) 
({рие. 2). Красными шариками на ‘рисунке 
обозначены положення атомов натрия, си- 
нимн — атомов хлора. Весь кристалл камен- 
ней соли получается повторением таких еле- 
ментариых ячеек. Атомный вес натрия 23, 
атомный вес. хлора 35,5. Плотность каменной 
соли р==2,22 г/см*, Необходимо из.этих дан- 
ных определить массу атома водорода. 


Задача 3 


Внутрь тонкостенной моталлической сферы 
радиуса В=20 см концевтрически помещен 
металлический шар радиуса г==1Ю си. Шар 





через отверстие в сфере соединен с помощью 
очень длинвого провода с землей (рис. 3). 
На внешнюю сферу помещают заряд О== [0-8 
кулона. Требустся определить потенциал 
этой сферы, электрическую емкость полу- 
ченной системы проводящих тел н парисо- 
вать эквивалентную электрическую ‹хему. 


Задача 4 


В телескопе используются сферическое 
зеркало с радиусом кривизны А--2 м. В глав- 
пом фокусе зеркала помещен приемник из- 
лучения в виде круглого диска. Диск рас- 
положен перпендикулярно оптической оси 
телескопа (рис. 4). Какими должны быть раз- 
меры ‘приемника, чтобы он принимал весь 
поток излучения, отраженного зеркалом? 

Поперечный размер зеркала. равоя 50 см. 

Во сколько раз уменьшится поток излу- 
чения, принимаемый приемником, если его 
размеры уменьшить в восемь раз? 

Примечания: [} При расчетах для 
малых значений © («< Г) можно производить 


— [#2 
замену 'УТ—в^1—--. 2) Дифракцию 
не учитывать. 
Задача экспериментального 
ту ра 

На столе имеются трн различные линзы 
на стойках, экран © изображением геометри- 
ческой фигуры, вертикальная проволочка, 


также укрепленные на стойках, и измерн- 
тельная лента — портновский метр (рис. 5). 





Рис. 4. 


Необходимо. используя только предметы. 
находящиеся на столе, определить фокусные 
расстояния линз и них знаки. 

Предлагаем читателям самим проделать 
такой эксперимент. Сколько существует спо- 
собов измерения фокусных расстояний с 
указанными инструментами? Нарисуйте для 
каждого способа схему ‘опыта и ход лучей. 
Со всяким ли набором линз (все лнизы поло- 
жительные; две линзы положительные, а 
одна отрицательная и т. д.) можно провести 
такие измерения? Если вы отышите несколь- 
ко возможных способов для какого-нибудь 
набора линз, определите фокусные расстоя- 
ння каждым способом и сравните результа- 
ты. В чем вы видите источникны ошибок в 
ваших опытах? 

Напишите в редакциню о вацних эксвери; 
ментальных успехах или неудачах. 
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ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 





К статье «Две нгры со спич- 
ками» 

1. Пример: пусть, ‘скажем, позиция (а, 
Ь, с) такова: а == 1 100 191, В == 11 101010, 
с = КО 011 010: эта позиния не является 
проигрышной, ибо суммы цифр. задающих 
1-й, 3-й, 5-й, 8-й и 9-й разряды чисел а, вн 
с, иечетны (разряды всегда счнтаются с 
конца числа). Болыший из этих разрядов — 
это 9-й; из того, что сумма соответствующнх 
цифр нечетиа, следует, что хоть одна из этих 
цифр — это !. Изменим теперь число с. в 
котором на 9-м с конца месте стоит |, так, 
чтобы у него измеиились цифры, отвечающие 
1-му, 3-му, 5-му, 8-му и 9-му разряду (то 
есть заменим его чнслом с: == 010 001 111, 
или, короче, числом 10 001 111); познция 
{а, 6, с.) будет уже проигрышной, а так как 
с1<е, то игрок может перейти от позиции 
(а, 6, с) к позицни {а, 6, с\). 

Докажнте сами, что разобранное ва этом 
примере рассуждение является общим (то 
есть применимо к любой выигрышной пози- 
ции). 

2. Это следует из того, что любой ход 
меняет хоть одну цифру в (двоичной) записи 
чисел а, Ь н с (то есть заменяет 0 на | нли | на 
0); при этом в данном разряде такое измене- 
нне касается лишь одной цифры. 

3. Для любого п проигрышные позиции ой- 
педеляются условием, аналогичным указан- 
ному в теореме 1. 

случае п = 2 стратегия беспроигрыш- 
ной игры сводится к следующему: надо каж- 
дым своим ходом брать столько спичек из 
большей по численмости кучки, чтобы в обеих 
кучках спичек оставалось поровну (это, разу- 
меется, можно сообразить и ие используя 
двоичиой системы счисления). 

4. Позиция (а, 6, с) (где все числа а, В 
и сзапнсаны по четверичной системе счисле- 
ния) проигрыша тогда, когда в любом раз- 
ряде совокупность цифр чисел а,б и с имеет 
следующий вид: (0, 0, 0), илн (0,1, 1), или 
(0, 2, 2), или (0, 3, 3}, или, ваконец, (1, 9, 3). 

5. Сравните с задачей 14 из статьи И.М. 
Яглома «Системы счисления», опубликован- 
ной в «Кванте» № 6. Еслн запись числа р 
в фибоначчиевой системе счисления кончает- 
ся нечетным числом нулей, то запись числа а 
получается из нее дописываннем «цифры» 0; 
еслн же она кончается четным числом нулей, 
то’ для получения записи числа а нужно к 
записи числа р — 1 приписать ецифру» 1. 
То, что пара а, 6 определяется по р однознач- 
но, докажите самн. Заметнм еще, что чем 
больше р, тем больше определенное по нему 
Г (Это будет использовано в решении задачи 


6. Будем считать, что 6—@2>0, то есть 
р = 6—а->0. Существует проигрышная по- 
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зиция (51, а} (где мы теперь не требуем, чтобы 
$, было больше а) и пронгрышиая позиция 
(65°, а’), где 5’ — а’ == р (задача 5). Если < 
<, то играющий может одним ходом перейти 
к позиции (В:, а); если же В, >В, то 5, — а > 
> р, и поэтому (см. решение предыдущей 
задачи) а > 2. этому играющий может 
перейти к позинии (а’, 5’). 

7. Это следует из того, что не существует 
двух разных проигрышных позиций (а, 6) н 
(а, 61), где одно из чнеел а, 6 равнялось бы 
одному из чисел а:, 6: нлн где 6— а= 6, — 
—а1. 

8. Проигрышные позиции определяются 
условием, аналогичным указанному в теоре- 
ме Г. 


К статье «Сравненне различ- 
ных средних двух положи- 
тельных чисел» 

1. а) Опустнть из точек А, н В, перпен- 
дикуляры А!:Аон В.В, на прямую 05 н 
прнменнть теорему косинусов к треугольии- 
кам ОА, $ н ОВ,5 (2 А.05=ф): 


—6\? а НЫ)? а -|- 6 
(Е | =а? + (“>”) а, воз. 





2 
— В. 2 - Ь\2 а+ь 
>”) =? + [5 ) а е соз. 


Отсюда 








а? + ав 
Оо = а, = а, 03 ф = у, 


5? - ав 
ОВь = во = 6: с05Ф = ВБ 


Легко проверить, что 
2а во 2аь 
а + 66 а 6 





изн 
2:61 
=0С (С = Р9хО5). 
а, + [12 05 Ф ( {9 ) 
Но ОС = ОС, со$ ф, следовательно, 
24161 
0С, = ое 


6) Учесть, что аб = а 6. 
в) Заметнть, что 20515 == 90°, всле/ 
ствие чего А;5, = 5:8, 


ь 
и о =. 


2. а) № — МК == 0; 6) 11 + № — 2К:-—= 


в) [2 + МК —2К*= 0; гр М + 
+ ММ? — 2№-= 0. 


т 
3. а} М= ИМК-=-—(мМ+ К), 
откуда ММ КЫ—Ы; 


6} используя результат задачи 2. заме- 
нить в доказываемом неравенстве К и М 
через Ё и М и эквивалентными преобразо- 
ваниями привести его к виду (6 — №) =0; 


ТЕЗ №: 


отсюда 4 —К=К—№. 


, 
‚ КМ, 


4. Пусть 34,:0$ = $. Запишем равен- 
ства 


^^ 


1 
(0С, = 5 (Ол, )*--(0В, 2]. ОА, -ОВ, == а-5. 
1 1 
Ут ОА, +08, = —5- {а + 6) 05$. 


Исключаем из этой системы ОА, и ОВл: 


@-- 6 





{9С = 5 со ф — 065. 
Но 
> 2% 
(Сил хат, со ф == а руг, 
поэтому 


(и рава — 
---@ -- 6) х? == 0. 
и Окончательно 
(и) и {@— 6) ха -- а5уз —0. 


Необходимо потребовать еще, чтобы 
({С.$) = (451 или 


а -1- 5\* —&\* 
(*- 2 += ( 2 р 


то ость д? + у — (@ + В) х-- а 0. 








$. Проведем через точку $ прямую &, 
параллельную АВ, перссекающую прямые 

‚, ВВ, А.В, соответственио в точках 
И, И, \. Имеем 


50 __ 
$ — 


с <=> 
Ча эы 

[) 

|) 





После почленного перомножения этих 
равенств получаем: 
ОА -СВ = ОВ-АС илиа (8 —д = е-а). 
Зав 
Отсюла с = ат5- 
6. Зададам систему координат так: 
О (0,0}, А (1,0), В, 1. С (0, В х. рису- 
нок}. Уравнения прямых ВС, СА, А и 
ММ№ соответственно таковы: и— = 0, 
& 


ху х=: Ц, ху=—. 


Уравнение секущей: иу-= Ех. Тогда абс- 
циссы зочек пересечения таковы: 
} м 
6 = = бо = 3, 





З 
=. 
Отсюда 


1 1 


р Рае не 


С 


Но @%, %%, су, 4 пропорциональны а, 8, с‚.4 


№ статье «Две дюжины ава- 
дач на прогрессии 
д 


я 
2. х-=-57 {ай х == 6 --2ар; 


д 75-2 Фа: Е 2, 44). 
6. хе; У -4, 2 и |, 


1 | 
5==—5, {= 4 - 
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1 7 
ао ас? 
3 
10. Вл — — 256 ° 
п. 931 


12. 7, 14, 28, 56. 


К статье „Вступительные эк- 

ламены по математике в Унн- 

верснтет дружбы народов» 
ариант 1. 


1. р=2, х,==%, х:=4, ж= —1. 
| 
2. р] ха<З{ё. 


я л 
3. Ал щ <= или 


4. За АЗ: 
5. Длниа первой комнаты 


41—28 
ИТ (приа<Ь, 
с<в или а>Ь, > 6). 
Вариант 2 
1. ХЕБ и=2, 2=3 инлих= —1, 


у= 2, а= —3. 


1 1 
2. хх или <<. 


ил 20. 
3. илн эт. 
2 
4. 26л {- атсят —3- аа л— 
Е 
— агсий 3. 
5. а = 
и а ) У. — У, — 22 
Е 2 /- а | 


Задачн из других вариаи- 


тов 
ЗУЗ 63 
1. х>2 - 2. 6. 
Е К 
3. хи. ЕЫ № = — 5. 


К задачам Х!! Международной 
математической олимпиады 


Следует иметь в виду, что каждая за- 
дача может быть решена несколькими спо- 
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собами, в том числе отличными от указан- 
ных здесь. 

Читателю рекомендуется иайти свое ре- 
шение каждой задачи, не пользуясь ука- 
заниями. 

1. Сначала для произвольного треуголь- 


г а В 
ника доказать, что 5 = вое >, 
где г нр — соответственио радиусы вписан- 
ной и вневписанной в ААСВ окружиости 
(последняя касается стороны АВ), а= .>САВ, 
В= .2СВА. Для доказательства указанной 
формулы выражают АВ через г и тангеисы 
углов и —5-, Затемчерезрн тангенсы тех 
же углов, а затем приравннвают полученные 
выражения. Из доказанного иепосредственно 
следует утверждение задачн. 
Ат Вл 

А" < Вы 
все члены заменнть многочленами относи- 
тельно ди 6 с коэффициентами хл, хл- ,...,Хе- 
Тождественнымн преобразованнямн (вычн- 
тают обе частн неравенства из 1, затем рас- 
сматривают обратные дроби, которые при- 
водятся к сумме, и сравнивают отдельные 
слагаемые) прнводят указанное неравеиство 
к очевидному. 

3. Из условия следует, что все Ь,-—0. 
Из того, что кореиь из произведения сосед- 
них чисел меньше большего из иих, следует, 
что отношение суммы корней из этнх чисел 
к большему не превосходит двух, делеиных 
на корень из меньшего числа, что можно 


преобразовать так (; ИЕ }- | < 


аа) "Ук 
| ` 


1 
=2 (= --=—= ) Последнее иепосредст- 
Ут Уз» ы 


2. В  неравенстве 








венно приводит к выводу, что 6. <2. 

Для доказательства второй части утвер- 
ждения взять М такое, что с <М<9, ав 
качестве последовательностн аи — геомет- 
рическую прогрессию с аз", где 9>1 


- | 
определяется из соотношения Уч! = М, 


в результате получается требуемое Би- 


4. Из шести последовательиых целых 
чисел по крайней мере одно делится на 5. 
Показать, что в этом случае п к л--5 де- 
лятся на 5: Затем показать, что произве- 
дение любых двух сомиожителей больше 
третьего. Из этого следует, что в каждой груп- 
пе три сомйожителя. Перебором можно уста- 
новить, что равенство невозможно ни при 
каком целом п. 

5. Доказать, что протнвоположные ребра 
взаимно перпендикулярны. Исходя из этого, 
доказать, что суммы квадратов противопо- 
ложиых ребер равны. Отсюда получается, 
что 6 (АБ:-- ВО? ОС») = 

= 3(АС*--ВС?-РАВ*). 
Неравенство 


(АВ ВС- АС) <3 (АС -- ВС? -+- АВ) 


Получается сложением неравенств: 
(АВ — ВС)? 2 6. 
{ВС — АСУ >> 0. 
(АВ — АС)? >> 0, 
{АВ АС | ВС}? -- (АВ 1. АС-р ВС, 


6. Доказать, что для чстырех точек ие 
менсе 3 из 4 треугольников остроугольны. 
Взять 5 точек и показать, что не менее трех 
треугольннков < вершииами в этих точках 
не остроугольны. Затем подсчитать общее 
число остроугольных треугольников, учи- 
тывая, что остроугольные треугольники могут 
входить и в другие пятерки точек. В заклю- 
чение найти отношение полученного числа 
к общему числу треугольников. 


К задачам № Международной 
физической олимонады 


1. В случае а) каретка движется относи- 
тельно колышка равномерно со скоростью 
60. На брусок со стороны каретки действует 
сила трення Ётр:= тя. сообщающая ему 





ускоренне а — т 8. Поэтому скорость 


бруска увелнчивается со временем и = а{=АЖ 
т 
ХМ 81. Ясно, что брусок не может двигать- 


ся быстрее, чем каретка, поэтому, если ка- 

ретка не успевает достигнуть переднего края 
95 

бруска, то в момент № = тд 





скорость 


бруска станет равной и, и проскальзывание 
каретки по бруску прекратится. Дальше ка- 
ретка и брусок будут двигаться равномерно 
со скоростью и. Проверим, и дн ка- 
ретка дойти до края бруска. моменту & 
она пройдет относительно бруска путь 


0ё? Мо 
$ = об —2 = 2етр 25 см. 


$ <[. то есть каретка не достигиет края 
бруска. 

В случае 6) можно не записывать уравне- 
ний движения бруска н каретки, а восполь- 
зоваться законом сохранеиня импульса для 
системы брусок — каретка. Если и скорость 
бруска, а о скорость каретки, то 

то — Ми = та. 

Учитывая, что о-- и = чо. найдем, что 
9—1 и и=0: после того как каретку осво- 
бодили, брусок останется иеподвижным, а ка- 

етка будет двигаться со скоростью во. 
рено края бруска каретка достигиет 


через время # = 67 


2. Нетрудно сообразить, что элементарной 
ячейке Ма нужио припнсать только четыре 
атома натрия и четыре атома хлора (например, 
те, которые образуют маленький кубик с 


ребром Е а. Одна из вершин 


о которого 


совпадает с вершиной элементарной ячейки). 
Действительно, положение любых других ато- 
мов можипо найтн. если пристраивать такую 
элементарную ячейку (с ребром а н $8 ато- 
мамн) к той, что нарисована иа рисунке. 

Масса элементарной ячейки равна (4Аца-- 
-- 4Ас!) тн. где Ама и Асл — атомные веса 
натрня н хлора, ан — масса атома водорода. 

С другой стороны. она должна быть равна 
р-а2. Поэтому 


раз — 4 (Ам -- Ас тн, 
откуда 
ее Ре ба 
Н^ 4 (Ам, | Ас ь 


3. Обозначим 4 заряд, нндуцированиый на 
поверхиости шара. Если пренебречь иска- 
жением поля за счет проводника, то можно 
считать, что поле вне сферы такое, каким 
бы оно было, если бы все заряды были распо- 
ложены в центре сферы. Это означает, что 
потепциал сферы равен Фф, 9+4 : 


В то же время заряд сферы не влияет на 
поле внутри нее. Поэтому виутри сферы поле 
такое, каким бы оно было, если бы виешней 
сферы ие было вовсе илн если бы она была не 
заряжена. Это означает, что разность потен- 
циалов между шаром и сферой такая, какой 
она была бы, если бы сфера была не заряже- 
иа, а на шаре был заряд 9. Но в этом случае 


потенциал сферы был бы равен т: а по- 


тенциал шара - н поэтому Аф= — 
Г 


ка 
ПА 9 № 
В нашем случае потенциал шара ФФ» 
равен 9 т В 
9 (Кл) _ 79-1 К1 
о с и и т 





Кг А * 
Но ведь шар заземлен и ф.—0, поэтому 
АЙ 
Кг аа 
отсюда 
г 
Е 
Теперь нетрудно найти потенцнал сферы 
БР О НИ 
1 К в _ 
3 1 
== 4 ед СОЗЕ == 100 ь 
(так как | кул = 3. 109 СОЗЕ). 
По определению емкости с-®- 
8? 
== В —+ — 40 см. 
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— 


| 
| 
| 
| 








Систему можно рассматривать как два 
параллельно включенных конденсатора: одия 
из них — сфеоический конденсатор, обра- 
зуемый шаром и поверхностьюсферы, другой — 


конденсатор, «обкладками»? которого слу-, 


жат поверхность сферы и Земли. 

4. При отражении от сферического зер- 
кала конечиых размеров параллельный пу- 
чок лучей не сходится в одной точке. 

Пусть А’А — крайний луз в падающем 
пучке (ОД=Е==2м), АЕ — отраженный луч, 
н размеры приемника. стоящеге в фокусе, 
таковы, что луч АЕ в него попадает. 
Из треугольника СРб(СВ ОА» следует: 


У 2 со? 
ки РС и СР соответственно равиы: 


ЕВ 0—0 =--[ —1), 


. Так как ОБ. == а то отрез- 





2 | <05 Е. 





: 1 
сР-ОР— 06 В (1- а. 


Теперь из-подобия красных треугольников 
АРС и СЕЕ следует, что 


о _ СЕ р — с0$т 


а СР “ 90—11 


Здесь о=АР — поперечный размер зер- 
кала, а х:-ЕЁР — радиус приемника. Из 


с, © а 
треугольника АРО найдем, что п Е=- >. 


Поэтому 





№ с 
- 608 = 7 — а = 5 @ < К") 


к 
СЫ 23 
= ТЕХ ДЕ 1,5 см. 
= 


Для ответа ина второй вопрос перепишем 
2 к Е 
последиее равенсуво в виде а = У/2Ах, 
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Ясно, что площадь работающей части зеркала, 
то ееть той части зеркала, с которой «сиимает- 
ся» приемником поток излучения, пропор- 


цнональна а? = я 4К1х?, то есть пропор- 
циональна х”+. Поэтому при уменышемии 
хв 8 раз, поток, принимаемый приемником, 
уменьшится в 4 раза. 


К заметке „Знаете ли вы 
определения?» 


1. Знак > означает «строго болышсь, 
а зиак >>  озиачает «больше илн равно», 
то есть формула в>-6 верна в любом из двух 
случаев: и если а> 6, иесли а == 6. Формула 
а) неверна, остальные верны. 

2. Если точка находится на прямой, то 
мы перпендикуляр восставляем, не- 
зависнмо от того, в какую еторону мы его 
ведем. Если точка не лежнт на прямой, то 
мы пернендикуляр опускаем, даже если 
он при этом идет вверх. 


К задачам «Решите на досу- 
г © 


{=Квант» № 1, стр. 61} 
1. Сможет. Найдем зазор между обручем 
и. землей. По формуле длины окружности 
м 1х 
С -- 246, С-- м 21 (В+ рег)» а 92 


т 
[м 6 - 
5 $3 2: 16 см. 


Ширина зазора даже не зависит от раднуса 
Земли. 


2. 101 002 [22 
21 





2 00 
121 
и 25 


я 
0 





3. Произвольио напишем на каждом из 
булыжников одяу из букв: А, В, С, О или 
Е. Сравнение по весу, то есть взвешивание, 
двух булыжников А н В будем обозначать 
так: (А, В}. 

а) (А, В)--А > В (в противном случае 
с помощью мела и тряпки переименуем. эти 
булыжники]. 

6) (С. В)—С >В (если нужно, вновь вос- 
пользуемся мелом и тряпкой.) 


| В 
в) (А, ©—-А> | Со. 


{В случае необходимости можно А пере- 
именовать в С и одновременно В вр.) 

Теперь мел и тряпку уберите н самостоя- 
тельно нарисуйте. таблицу, показывающую, 
какие булыжники взвешивать (в зависимости 
от результата предыдущего взвешивания) 
и в каком порядке. 





Рис. 1. Рис. 9. 


К заметке «Квант» для младших школьннков» 
«Квант» № 1, 3-я стр. обложки) 


2. Начинающий должен ставить свою шащ- 

1. 124 ку только ил клетки, отмеченные восклица- 
97 тельным знаком (рис. 1). что он всегда может 
сделать (этн клетки находятся в четных стро- 


868 ках и четных столбцах, счнтая снизу слева). 
16. 3. 403 + 403 + 403 == 1209, (2 + 2):2 = 
12028 - =). 


4. Напримеёр, как на рисунке 2. 
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По горизонтали: 


5. Образованые из букв. 

8. Направленые на мест- 
ности, определенное с по- 
мощью двух вех. 

11. Выд маятныка. 

12. Советский физик. 

13. Форма злектрическо- 
го разряда. 

14. Единыца 
светового потока. 
15. Оптыческое явление. 

19. Видымое космическое 
пространство. 

21. Составитель толкового 
словаря. 

22. Деталь часового ме- 
ханызма. 

23. Причына, вызывающая 
вращательное двыжение. 

26. Измененые направле- 
имя на 180°. 

27. Контур. 


измерения 


м 
ОР РГ 





28. Замена переменной. 

33. Очношенме — расстоя- 
ний на карте м на местио- 
сум. 

35. Требование. 

36. Способ научной рабо- 
ты. 

38. Автор сочиненыя «О 
плавающих телах». 


39. Символ. 
41. Простейший меха- 
низм. 


44. Лестница на корабле. 


45. Сверлильный 
мент. 


мистру- 


46. Специальное сооруже- 
ные. 

48. Метательный снаряд. 

49. Следование шаблону. 

50. Деформация. 

51. Образ мыслей. 


По вертикали: 


1. Название труда, содер- 
жащего достыженыя антич- 
ной математыкы. 

2. Союз, с которого начи- 
нается импликация. 

3. Отклонение от вер- 
тикального состояммя. 

4. Образец. 

6. Единица ызмерения ко- 
личества бумаги. 
7. Одна мз 

ситуация. 

9. Автор абстрактной зы- 
числительной машины. 

10. Астрономыческый знак. 

16. Приверженец какого- 
лыбо учения. 

17. Химический элемент. 


возможных 


18. Функция. 

19. Точка на небесной 
сфере. 

20. Польский математык, 
Зывшый — узник  фашист- 
ского концлагеря. 

24. Количество световой 


энергим. 

25. Один ыз основателей 
теорим вероятностей. 

29. Содержание высказы- 
вания. 

30. Первопрычина. 

31. Порция какой-лыбо 
физической величины. 

32. Часть электронной 
лампы. 

34. Коллектив 
ских математиков. 


француз- 


35. Пособме. 

37. Наречме,  характерн- 
зующее порядок  следова- 
ния. 

40, Посредник. 

42. Единица измерения 


вязкости жидкости. 
43. Яркый источнык света, 
45. Светлое пятно. 
47. Мынеральное 
ство. 
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ПОПОДЙТа 


И ЛИНЕЙНЫЕ 
НЕРАВЕНСТВА 


А.Б. Каток 


В настоящее время математика находит все большее 
применение в экономике. Существует ряд математиче- 
ских методов, помогающих решать экономические зада- 
чи. В этой статье мы расскажем вам об одном из таких 
методов — методе линейного программирования. 


Трудно найтн человека, который 
бы не слышал о том, что в последнее 
время математические методы много 
и успешно нспользуются при решении 
экономических задач. 

Менее известно, что математиче- 
ская экономика имеет довольно по- 
чтенный возраст. Она возникла около 
полутора столетий назад, но долгое 
время не привлекала к себе особенно- 
го внимания. К концу проимлого века 
было опубликовано лишь несколько 
десятков работ по математической 
экономике. В настоящее время в раз- 
личных странах ежегодно выпускг- 
ются тысячи книг и статей на эту 
тему. В чем причина такого резкого 
роста популярности математической 
экономики? Очень упрощенно, она 
состоит в том, что раньше математику 
пытались использовать только для 
описания экономических явлений (а 
такие вопросы волнуют обычно лишь 
узкнй круг специалистов), а теперь 
математика используется также для 
выяснения того, как лучше органи- 
зовать тот или иной производствен- 
ный процесс. Влервые задача такого 
рода была рассмотрена в 1939 году 
советским математиком академиком 
Л. В. Канторовичем в связи со сле- 
дующим практическим вопросом, по- 


| Квант № 3 


ставленным работниками Ленинград- 
ского фанерного треста. 

Один из заводов этого треста вы- 
пускал пять видов изделий. В плане 
было указано, какой процент в сб- 
щем выпуске должны составлять из- 
делия каждого вида. Завод имел 
вссемь станков, каждый из ‘которых 
мог изготовлять любой из пяти видсв 
изделий с известной производительно- 
стью. Требовалось распределить рабо- 
ту между станками так, чтобы вы- 
пуск продукции был наиболыним. 

При решении этой задачи 
Л. В. Канторович разработал метол, 
названный методом линейного прс- 
граммирования. Этот метод оказался 
полезен, так как многие экономиче- 
ские задачи, казалось бы не связан- 
ные между собой, будучи переформу- 
лированы на языке математики, ока- 
зываются похожими на эту задачу 
и решаются аналогичными методами. 

Задача «фанерного треста» доволь- 
но сложна, и потому для уяснения 
ндей, лежащих в основе метода лн- 
нейного программирования, приведем 
несколько более простых задач. 

1. Задача о велосипе- 
дах. На велосипедном заводе вы- 
пускают гоночные и дорожные вело- 
сипеды. Производство устроено так, 


1 


что вместо двух дорожных велосипе- 
дов завод может выпустить один го- 
вочный, причем гоночный велосипед 
приносит в 1,5 раза больше прибыли. 
Завод может произвести 700 дорож- 
ных велосипедов в день, однако склад 
может принять не более 500 велоси- 
педов в день. Сколько нужно выпу- 
скать в день гоночных и сколько 
дорожных велоснпедов для того, что- 
бы завод получал максимальную при- 
быль? 


2. Задача о карьерах. 
В пунктах А и В расположены кир- 
пичные заводы, а в пуктах Сир — 
карьеры, снабжающие их песком. По- 
требность заводов в песке не больше 
производительности карьеров. Изве- 
стно, сколько песка нужно каждому 
из заводов и сколько его добывают 
в каждом из карьеров. Кроме того, 
известно, сколько стоит перевозка 
тонны песка из каждого карьера 
до заводов. Нужно организовать снаб- 
жение заводов песком так, чтобы 
затраты были наименьшими. (Подоб- 
ные задачи называются транспорт- 
ными. } 


3. Задача о корме для 
цыплят. Птицеферма занимается 
откармливанием цыплят. Предполо- 
жим для простоты, что кормом могут 
служить два продукта — пшеница и 
горох. Для того чтобы цыпленок 
нормально рос, его ежедневный ра- 
цион должен содержать не меньше 
определенного количества калорий, а 
также белков, жиров и углеводов. 
Эти количества устанавливаются спе- 
цналистами по птицеводству, и мы 
нх должны рассматривать как задан- 
ные. Пусть известно, сколько кало- 
рий, белков, жиров и углеводов со- 
держится в одном грамме пшеницы 
н в одном грамме гороха, известна 
также цена каждого вида корма. 
Как составить наиболее дешевый, но 
полноценный рацион? 


В каждой из приведенных задач 
пужно произвести оптимальный вы- 
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бор, хотя в каждой задаче он пони- 
мается по-разному. 

Для того чтобы увидеть, какие 
математические вопросы возникают 
при решении таких задач, разберем 
подробно задачу о корме для цыплят. 

Для анализа этой задачи вполне 
достаточно тех сведений, которые вхо- 
дят в школьный курс, а все вычи- 
сления можно без труда провести, 
пользуясь карандашом и бумагой. 

Пусть в одном грамме пшеницы 
содержится а, калорий, в одном грам- 
ме гороха — $, калорий, а минималь- 
ное необходимое число калорий в 
дневном рационе равно г,. Будем 
изображать меню, содержащее х грам- 
мов пшеницы и у граммов гороха, 
точкой ({х, и) на плоскости. Попы- 
таемся выделить на плоскости те 
точки, которые отвечают рационам, 
содержащим не менее с, калорий. 
Так как меню, состоящее из х грам- 
мов пшеницы и у граммов гороха, 
содержит а:х--Ву калорий, то для 
таких точек выполняется неравенство 

ах ус1. 

Из школьного курса алгебры вам 
известно, что точки, для которых 
ах--В.и=с:, лежат на прямой Ё, 


проходящей через точки (6,5. и 
1 


— 0 |} Эта прямая разбивает плс- 
скость на две части. Для точек (х, и), 
лежащих по одну сторону от прямой [;, 
выполняется неравенство а;х--6:у> 
>с1, а для точек, лежащих по дру- 
гую  сторону,— неравенство а.х-- 
+6 у<с,. Каждая из этих частей 
вместе с самой прямой [; называется 
полуплоскостью. Таким образом, одна 
полуплоскость состоит из всех точек 
(х, и), для которых 


ах уст, 
а другая — из точек, для которых 
ах--б ил. 


Так как в нашем случае а: и 6, — 
положительные числа, то первая по- 
луплоскость — это полуплоскость [.,, 





Рис 1. 


которзя выделена на рисунке 1. Кроме 
того, из условия нашей задачи ясно, 
что х и и — неотрицательные числа 
(нельзя же давать цыпленку отрица- 
тельное количество корма). Условию 
х>0 удовлетворяют точки правой 


полуплоскости (ограниченной осью 
ординат), условию #>0 удовлетво- 


ряют Точки верхней полуплоскости 
(ограниченной осью абсцисс), а ра- 
ционам, содержащим не менее с, 
калорий, отвечают точки (х, и\, для 
которых одновременно выполнены три 
перавенства: 


| х-= 0, уг 0, (1) 
ах -- Вл = С}, 

то есть точки, лежащие в пересечении 
правой полуплоскости, верхней по- 
луплоскоёти и полуплоскости [.,. На 
рисунке 2 выделею множество то- 
чех, соответствующих решениям сн- 
стемы неравенств (1). Перейдем к дру- 
гим ограниченням. Если один грамм 
пшеницы содержит а, граммов бел- 
ков, один грамм гороха — 6, грам- 
мов белков, а дневной рацион цыи- 
ленка должен содержать не менее 
с. граммов белков, то, очевидно, 
достаточное количество белка содер- 
жат 1 рационы низ х граммов пшеницы 
и у граммов гороха, для которых 


ах [бу ес. 


Соответствующие этим рационам точ- 
ки лежат в полуплоскости /., огра- 
ничениой прямой [., которая задается 
уравнением а.х--В.у==сь. Точно так 


Рис. 2. 


же рацион должеи удовлетворять не- 
равенствам 


| азх --бзу2=сз, 
[Г ах--б:у сз, 


те а; и а, — количество жиров и 
углеводов в одном грамме пшеницы, 
зи. — количество жиров и угле- 
вводов в одном грамме гороха, сз 
и с; — минимальные количества жи- 
ров и углеводов в дневном рационе 
цыпленка. (Все величины измеряются 
в граммах.) Точки (х, и), удовлетво- 
ряющие первому из этих двух не- 
равеиств, лежат в полунлоскости /[.з, 
а точки, удовлетворяющие второму 
неравенству, — в полуплоскости 2... 
Рацион, содержащий достаточное ко- 
личество всех компонентов (калорий, 
белков, жиров и углеводов), мы на- 
зовсм допустимым. Таким образом, 
допустимыми будут те рационы, со- 
стоящие из х граммов пшеницы и 
у граммов гороха, которые удовлет- 
воряют системе из шести линейных 
неравенств 


| х=0, у—>0, 
| а, х-- Ву, 
ах ус, 
ах -- б.у >> С, 
сах Вау == са. 


(2) 





соответствующие допустимым рацио- 
нам точки плоскости лежат в пересе- 
ченни правой полуплоскости, верхней 
полуплоскости ин полуплоскостей Р., 
1». 1.3, [.4. 10 есть внутри или на 
границе фигуры (бесконечного мно- 





Рис. 3. 


гоугольника) А, выделенной на рн- 
сунке 3. 


На этом рисунке изображен тот случай, 
когда каждое неравенство в системе (2) су- 
щественно, то есть для каждого из шести 
неравенств найдется решение системы осталь- 
ных пяти неравенств, не удовлетворяющее 
этому неравенству. Другой возможный слу- 
чай изображен на рисунке 4. 

Геометричёски это означает, что одна из 
прямых (на рнс. 4 — прямая 1.) лежит вне 
множества А, а алгебранчески, что система 
(2) эквивалентна системе, нз которой нсклю- 
чено одно из неравенств (в нашем случае — 
последнее иеравенстро). Всюду в дальнейшем, 
чтобы не делать специальных оговорок, мы 
будем предполагать, что нмеет место случай, 
изображенный на рисунке 3. 

Множество точек па плоскости называ- 
ется выпуклым, сслн вместе с любыми двумя 
своими точками оно целиком содержит от- 
резок, соединяющий эти точки. На рисунке 
5, а изображены некоторые выпуклые, а на 
рисунке 5, 6 — невылуклые множества. 

Подуплоскость — выпуклое множество, а 
так как пересечение любого числа выпуклых 
множеств — также выпуклое множество, то и 
множество А выпуклое. 


Ах 


м о о оаожииыь сем, отеь = 


ре со сии пн о о 


Рис. 5, а. 


4 


Рис. 4. 


‚ Теперь постараемся выбрать из всех 
допустимых рационов самый дешевый. 
Пусть | грамм пшеницы стоит р ко- 
еек, а 1 грамм гороха — д копеек. 
Тогда рацион из х граммов пшенины 
и и граммов гороха стоит рх--ду ко- 
пеек. Таким образом, цена является 
линейной функцией от хиу, а задача 
нахождения самого дешевого рациона 
состоит в нахождении? среди всех 
пар чисел (х, у), удовлетворяющих 
системе неравенств (2}, лаких пар, 
для которых значение этой линейной 
функции достигает минимума. Дру- 
гими словами, нужно найти те из 
точек множества А, в которых фупк- 
ция рх-Р9у достигает нанменьшего 
значения из всех значений, принимас- 
мых этой функцией в точках мно- 
жества А. | 

Множество точек (х, и) плоскости, 
для которых выражение рх-!-9у равно 
некоторому числу #, является прт- 


У 


Рис. 5, 6. 





Рис: 6. 


ой. При разных # такие прямые 
параллельны. При отрицательных ин 
достаточно малых положительных зна- 
чениях Ё эта прямая не пересекает 
множества А и, следовательно, не 
существует допустимого рациона це- 
ной в № копеек. Если увеличивать 
значения #, начиная, например, с 
К==0, то прямая, задаваемая уравне- 
нием 


рх-Еди=А, 


будет смещаться вправо (см. рис. 6). 
Наконеи, при некотором значении 
К=А, прямая рх-Рду=Ёо впервые 
пересечет множество А, «наткнув- 
шись» на одну из его вершин (точка М 
на рис. 6) или сразу на целую сто- 
рону (это может произойти, ссли 
прямые рх-+94= параллельны од- 
ной из прямых [,, [., [;, [, или, 


что то же самое, если отношение г 


равно одному из отношений 


ат Яо аз аа 1 


9 > В вы в" 


см. дальше, рис. 5). 


Прямая называется опорной к выпукло- 
му множеству на плоскостн, если это мно- 
жсство пеликом лежит в одной из полуплоско: 
стей, на которые эта прямая делит плоскость, 
н в то же время по крайней мерс одна точка 
множества лежит на поямой. Таких обра- 
зом, уравнение рх-- 9у= Во’ задает опорную 
прямую к множеству А. 


Разберем теперь по отдельности 
два случая, о которых говорилось 
выше. Предположим сначала, что от- 


ношезне =. не равно ни одному из 


отношений 


а: а2 аз аа 
О ПЕ °, Ва" 


Тогда точка М==хо, и) является 
единственным решением задачи о са- 
мом дешевом допустимом рационе. 
В самом деле, любая другая точка 
множества Л лежит в полуплоско- 
сти К, задаваемой неравенством рх-- 
ди. И, следовательно, соответ- 
ствует более дорогому рациону. Сто- 
ронами бесконечного многоугольника 
А служат лучи осей координат и 
отрезки прямых {1, [., (3, (4. Поэтому 
на каждой из этих сторон одно из 
шести неравевств системы (2) прев- 
ращается в равенство, а в каждой 
вершине многоугольника А прев- 
ращаются в равенства два неравен- 
ства системы (2). В случае, изобра- 
женном на рисунке 6, точка М лежит 
на пересечении прямых [{; и [ (см. 
рис. 3): следовательно, 
[аахо-НО йо ==С1, 
Дазхо-НВзуо=Сз, 
откуда 
а 6 сз —- Взб1 


ее слаз — ас 
зб баба ' 


у азб1 — аб ° 

Зато остальные четыре неравенства 
в этой точке выполияются в строгом 
смысле, то есть со знаком «больше», 
а не «равно». Это означает, что рацион, 
состоящий из Хх, граммов пшеницы 
И {о граммов гороха, содержит ми- 
нимально необходимое количество ка- 
лорий и жиров, но избыточнсе коли- 
чество белков и углеводов (если бы 
точка М лежала на пересечении дру- 
гих прямых, то вывод бы соответствен- 
но измецился). 

Еслн бы специалисты ло птицеводству 
решили, что цыплятам требуется немного 
болышце чем с» граммов белков или немного 
больше чем с граммов углеводов в день, то 
нандениый нами самый дешевый рацион от- 
вечал бы и-этим новым требованиям (в са- 
мом деле, это означало бы, что прямые 15 
нли {. немного сдвинулись бы вправо, но ес- 
ли такой сдвиг достаточно мал, то точка М все 
равно останется вершиной уменыциваетгося 
миогоугольника А). Однако если потребу- 
стся девать цыплятам чуть-чуть более кало- 
рийную лищу или чуть-чуть больше чем сз 


$ 





Рис. 7. 


граммов жиров в день, то задачу о самом де- 
шевом рационе придстся решать заново, 
так как рацион, соответствующий точке М, 
перестанст быть допустимым, а самый де- 
шевый рацион станет дороже (см. рисунок 7: 
где при усиленном требовании азх--зу2-> 
2.6376 самому дешевому рациону отвечает 
точка М’, лежащая внутри полуплоскости К). 


Рассмотрим теперь случай, когда 
отношение -т: равно одному из четырех 


ч а 
отношений, например -— (см. рис. 8). 
1 


В этом случае прямая рх-+-9у=А. 
совпадает с прямой {,. Все точки 
множества А, за исключением точек 
отрезка М.М», лежат внутри полу- 
плоскости А, и, следовательно, р=- 
цион, соответствующий любой точке 
отрезка. №М,М,, является самым 
дешевым допустимым рацноном. Та- 
ким образом, среди точек, соответ- 
ствующих решениям задачи о са- 
мом дешевом рационе, всегда имеются 
вершины многоугольника А. 


Немного теории 


Для нахождения решения достаточ- 
но сравнить значения функции рх--9у 
во всех вершинах. Если среди этих 
значений имеется одно, которое мень- 
ше всех остальных, то’ соответствую- 
щая вершина является единственным 
решением задачи; если значения в 
двух вершинах равны и меньше зна- 
чений в остальных вершинах, то эти 
вершины обязательно соседние, и все 
точки стороны, соединяющей эти вер- 
шины, служат решениями задачи. 

Будем для краткости называть 





Рис. 8. 


острый угол, образусмый прямой с 
осью абсцисс, углом наклона прямой. 
Если двигаться по границе множества 
допустимых точек, начиная с луча сси 
абсцисс в сторону луча аси ординат, 
то каждая следующая сторона лежит 
на прямой с большим углом наклона, 
чем предыдущая. Тангенсы этнх уг- 
лов тоже будут возрастать. Тангенс 
угла наклона © прямой ах--6у=-с 
(2>0. Ь>0) равен -;. (Если 6=0, 
и принято считать, что 5“ 


дл 
р 
равен бесконечности.) 

Пусть опорная прямая проходит 
через вершину М множества допу- 
стимых точек и угол наклона этой 
прямой равен В, а углы наклона 
прямых, на которых лежат стороны, 
прилегающие к вершине М, равны 
ци @.. Тогда угол В больше одного 
из этих углов и меныше другого 
(см. рис. 9). 


(== 





Рис. 9. 


Таким образом, для того чтобы 
найти вершину, через которую про- 
ходит опорная прямая данного на- 
правления, нужно сравнить угол на- 
клона прямых данного направления 
с углами наклона прямых, на которых 
лежат стороны множества допустимых 
точек, и выбрать такие две соседние 
стороны, между углами наклона кс- 
торых лежит угол В. Точка пересече- 
ния этих сторон и будет искомой 
вершиной. Если угол В совпадает 
с углом наклона одной из сторон, 
то искомая опорная прямая совпа- 
дает с прямой, на которой лежит 
эта сторона. Вместо сравнения углов 
наклона можно сравнить их тангенсы, 
что значительно удобнее, так как 
тангенс угла наклона просто выра- 
жается через коэффициенты уравне- 
ния прямюй. 


Численные примеры 


1. Среди решений системы линей- 
ных неравенств 2х + у=:10, х—0, иу—0, 
х-у>8, 3х--7у—42, х--5у20 най- 
ти такие, для которых линейная функ- 
ция 4х-3Зу достигает минимума *). 


Таблица \ 


Точки на осях Тангенс 
уравнение пря- | координат, черсз | угла нак- 
мой которые прохо- лона пря- 
дит прямая мой 


у=0 
х;5и — 20 


(0.4). (20.0) 


Зх -- 7у = 42 


х+у=8 
хи Ю 
х=0 


4х {Зи =с (о. ы) (&, о} 
3 


{0,6), (14.0) 


(0.8), (8,0) 
(0.10), (5.0) 





Множество допустимых точек нзо- 
бражено на рисунке 10, из которого 


*) Численные данные этого примера нни- 
как не связаны с величинами, которые за- 
даются в задаче о корме для цыплят. 





Вис. @ 


видно, что сторонами этого множества 
служат лучн осей координат и отрезки 
всех четырех прямых: х--5у-=20, Зх -+- 
9у=42, ху=8, 2х-у=Ю. 
Опорная прямая с тангенсом угла 


4 
наклона 3 должна проходить через 


вершину, лежашую на пересечении 
нары соседних сторон, одна из ко- 
торых имеет тангенс угла наклона 
4 4 
меньше =, а другая — болыше ее 
Такую пару образуют сторопы, ле- 
жащие на прямых 
ху=8 „и 2х4 у=10, 
с тангенсами углов наклона 1 и 2 со- 
ответственно. Таким образом, коор- 
динаты нскомой вершины определя- 
ются из системы 


|" м у = 8, 
[2х и= 10, 
откуда х=2, у-б. Значение функцин 
4х -|-Зу в этой точке равно 4.2 -+3-6= 
=26, а опорная прямая определяется 
уравнением 4х-1Зу=:26. 


Для сравнения вычислим значения 
функции 4х-3Зу во всех остальных 
вершинах множества допустимых то- 
чек (см. таблицу 2 на стр. 8). 


2. Среди решений системы линей- 
ных неравенств х 0, у=0, Зх-+и>15, 
3х--4у>36, х-+2у—12, 2х-8,—32 
найти такие, для которых функция 
3х --12у достигает минимума. 


Таблица 2 


Коордннаты 


Уравнения прямых, на пересеченни 
торых лежит вершина 


вершины 


Значення функции 4х Зу в вершине 





Таблица 3 


Уравнение прямой 


$=0 
2х -| 8у = 32 


хи = 12 


Зх -- 4у = 36 


Зх-ру= 15 
х= 0 


Зх -- 12, =2 С 


Миожество допустимых точек изо- 
бражено иа рисунке |, из которого 
видно, что прямая х-|-2у—12 лежит 
целиком вне этого множества. Таким 
образом, сторонами этого множества 
служат лучи осей координат и отрезки 





Рис. И. 
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Точки на осях координат, через которые 





Тангене 


проходит прямая 


(0,4), (16,0) 
(0,6), (12,0) 


(0,9), (12,0) 
(0,15), (5.0) 


6.) 


трех оставшихся прямых. Так как 
тангенс угла наклона прямых. Зх-+ 
-+.[2у=е совпадает с тангенсом угла 
наклона одной из прямых, на кок рых 
лежат стороны множества допустимых 
точек (прямой 2х-+8у=32), то онор- 
ная прямая совпадает с этой прямой. 
Решениями задачи служат все точки 
стороны, лежащей ина этой прямой. 
Концами этой стороны служат вер- 
Нины, лежащие в точках пересечения 
прямой 2х--8у=32 с соседними пря- 
мымн — 9=0и Зх +-4у=36 (напомним, 
что прямую х--2у=12 мы исключили 
из рассмотрения). . 

Итак. координаты (х., &:) первой 
вершины АМ, определяются из си- 
стемы уравненнй 


| 2х, --8у.=32, 
и:=0, 





Рис. 12. 


откуда х,=-16, и\=0, а координаты 
(х., Из) второй вершины М. опре- 
деляются из системы уравнений 


| р -- Ву. ==39, 
Эха - 4. - 36, 


откуда х.=10, у. =1,5. 

Решениями задачи служат все точ- 
ки отрезка М,М., другими слова- 
ми, точки вида (16-10 (1—^), 
1,5: (1—^))=(190-+6А, 1,5—1,5^), где 
). — любое число между 0 и 1. Зна- 
чение функции 3х -12и во всех точках 
отрезка М, М, равно 48. 


Упражнения *) 


!. Решите «задачу о велосипедах». 

2. Решите «задачу о карьерах» с данными, 
приведенными на рисунке 12. 

3. Как нзменится множество допустимых 
точек в задаче о самом дешевом рационе, 
еслн потребовать дополнительно, чтобы вес 
рациона не превосходил $ грамм? Может ли 
такое ограничение повлнять на решение? 

4. Доказать, что любой выпуклый мно- 
гоугольник иа плоскости можио представить 
как множество решений системы линейных 
неравенств. 


5. Пусть т = те (см. рис. Зи 8). Как 
1 


в этой ситуации изменятся решения задачи 
о самом дешевом рационе, если заменить в 
системе (2) 

а) с: на с, +6, * 

— положительное, ио 

6) со на 6, ы 

) са ЕР очень маленькое число? 

в) сн на сп |6; 


*) Ответы к этим упражнеииям будут по- 
мещены в следующем иомере. 


о Квант М 3 





КВАРЦ ВОПОСАТЫЯ 


В природе издавна извес- 
тен камень, называвшийся 
в России «кварц волосатый». 
Это прозрачный кристалл 
кварца, пронизанный блес- 
тящими золотыми нитями (см. 
рисунок на обложке). 


Цяиний назвал эти нити 
«Волосамн Венеры». а на 
востоке нх называли «Воло- 
сами Магомета» и камень 
считали священным. В нас- 
тоящее время эти «волосы», 
или, как их теперь называют, 
нитевидные кристаллы, вы- 
ращиваются в лабораторных 
условиях. Исследования © 
ПОМОЩЬЮ электронного МИК- 
роскопа показали, что «Во- 
лосы Венеры» не что иное, 
как очеиь тонкие и длииные 
кристаллы окисла титана 
(Т1О, — рубин), представ- 
ляющие собой трубки пря- 
моугольного сечения с тол- 
щиной стенок 1—9 мк (©м. 
фотографию). 

Нитевидные кристаллы 
обладают целым рядом очень 
интересных ‘свойств, одно 
из которых — высокая про- 
чность — дает возможность 
создавать на их основе 
новые, так называемые ком- 
позиционные материалы. 


М. А. Гозосова 
у 


ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 


В этой статье рассказывается о 
методе, позволякщем упрощать слож- 


Что мы понимаем под «преобра- 
зованием цепи»? Предположим, что 
у нас есть сложная схема из сопрс- 
тивлений, имеющая множество вы- 
волов и подключенная к источ- 
никам. Заменим эту схему другой, 
с тем же числом выводов, причем так, 
чтобы сопротивления между двумя 
любыми выводами у новой схемы 
были такими же, как у старой. Ясно, 
что источники «ничего не узнают» 
об этой замене, и токи, потребляе- 
мые схемой, останутся прежними. 
Но найти эти токи, возможно, ока- 
жется проще. 

Следовательно, если мы хотим под- 
считать токи в сложной схеме, ее 
можно заменить более простой экви- 


ее 


ные 


а 6 
$ 
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А.Р. Зильберман 


ные задачи по расчету электрических 
цепей. 


валентной схемой. При этом токи 
внутри заменяемой части меняются. 
Поэтому так поступать можно только 
с той частью схемы, которая нас не- 
посредственно не интересует. 

С подобными заменами вы уже 
встречались. 

Пусть, например, в схеме два со- 
противления г, и г, включены по- 
следовательно, их мы можем заме- 
нить одним, равным по величине 
сумме г; +г.. Если же два сопротив- 
ления включены параллельно, то их 
также можно заменить одним, велни- 
чина которого равна В =—— "а 

м Га 
Это простейшие примеры преобразо- 
вания цепей. Мы же остановимся 
на более сложных схемах. 

Посмотрим, как преобразуются друг 
в друга схемы, имеющие по три вы- 
вода — «звезда» (рис. 1, а} и «треуголь- 
ник» (рис. 1, 6). 

Немиого непривычные обозначе- 
ния. (рис. 1, 6) очень удобны, индек- 
сы показывают, между какими точ- 
ками включено сопротивление. На- 
пример, сопротивление К!з включено 
между точками Ги З ит. д. 

Если мы хотим заменить одну из 
этих схем другой, нужно получить 
такие соотношения между ги КЮ. 
чтобы сопротивления между любыми 
точками были для обеих схем одина- 
ковы. 

В схеме «звезды» (рис. 1, а) сопро- 


9м Зома 


фом 





Зома 


Рис. 2. 


тивление между точками Ги 2 равно 
+ г., а в схеме «треугольника» 
(рис. 1, 6) оно равно 


К, (Ваз + К»з} 
Юз г Юз + В» 


Следовательно, для того чтобы со- 
противления между точками Ги 2 
были одннаковы для обеих схем, 
необходимо, чтобы 


- 


К, › (Ваз -- Ю.з) (1) 


РН а 
ЕР К» + Юз -- Юз ' 


Аналогично для точек 2 и 3: 
_‚ __ Аз (Каз Ваз) 
га + Гз= В» -|- Аз Юз (2) 
и для точек Г[н 5: 


< Киз (К, -+ Ю»„з) 
а Ю1. + Каз -| Азз ° (9) 


Эта система уравнений легко ре- 
шается. Сложим все уравнения и 
поделим обе части на 2: 


иго Г. = 
_ _ККаз 1: Аз Юз Юз Ваз (4) 
= 1: + К: 1 Юз | 
Вычтя теперь из уравнения (4) 
уравнение (2), получим 
К, Юз 
Ка› + Каз т Каз 
Аналогично иайлем, что 


В: 2Кэз 
Го НН 
ы Юз - Каз -[ К» 
КВ 
Киз - Ваз -+- Вл 


п 





Рис. 3. 


Эти результаты легко запомнить: 
знаменатель всюду один и тот же, 
а в числителе справа дважды встрс- 
чается тот же индекс, что и слева: 
г—КаэКаз, Гз->К12Вэз, Гз-—Ю1зЮьз. 

Немного сложнее получить фор- 
мулы для обратного преобразования: 


[2 
В = пГо-г ГЕГз -- ГГ з 
12 гз з 


ЕЕ РГ -{- ГаГз - Гога 
13 Га э 


ИЕ ГГ -- ГаРа - Гага 
23 п , 


но их также легко запомнить — чис- 
литель всюду один и тот же, а в зна- 
менателе как раз тот индекс, которого 
недостает слева. 

Пользуясь формулами, которые мы 
только что получили, можно произ- 
воднть замену одной схемы другой. 
Так, например, звезду с сопротивле- 
ниями в Том (рис. 2) можно заменить 
треугольником с сопротивлениями в 
3 ома. 

Решим теперь задачу. Найти со- 
противление между точками А и В 
в схеме на рисунке 3. 

Это обычная схема «мостика», но 
в нашей задаче «мостик» не уравно- 
вешен. Такие задачи приходится ре- 
шать прин помощи уравнений Кирх- 
гофа. В школьной программе их нет, 
да и вычисления с помощью этих 
уравиевий очень громоздкие — в на- 
шем случае получилась бы система 
нятв уравнений с пятью неизвест- 
ными. Мы поступим проще: заменим 
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Рис. 4. 


«треугольник» АСШ «звездой», как 
показано на рисунке 4. 

Теперь ясно, что сопротивление 
между точками А и В будет равно 


1 28 13 
Е Ш 


Мы заменяли «треугольник» АСР 
«звездой», ло можно было решать 
задачу иначе — заменяя «звезду» АРВ 
«треугольником». | 

Пусть теперь к точкам А и В 
подключена батарея с пренебрежимо 
малым внутренним сопротивлением и 
сэ. д.с. Е=| в. Нужно найти ток 
через участок СВ. 

Преобразовать схему надо так, 
чтобы не затронуть интересующее нас 
сопротивление СВ. Подойдет то нреоб- 
разование, которое мы делали раньше 
(рнс. 4). 


13 
Используя то, что ВЮлдв == т ома, 
Е [0 
Вар * 13 


ветвления токи поделятся в отноше- 
нии, обратном сопротивлениям ветвей: 


получим / а. После раз- 


А 


ра 


Прн этом 11 -|- 4 =7. (7 — ток до раз- 
ветвления, /, — ток в верхней ветви, 
/, — ток в нижней ветви). 

Отсюда 


гы 
13 

Немного сложнее было бы найти 
ток, идущий через участок СО. Для 
этого пришлось бы еще найти ток, 
12 


= а 


А Зома 28 ома В 


идущий через участок АС, а затем 
вычесть из него найденный уже ток, 
идущий через участок СВ. 

Можно еще немного усложнить 
задачу — учесть внутреннее сопро- 
тивление батареи. Тогда полный ток 


1 г Клв 
дятся так же, как и раньше. 

Рассмотрим более интересную за- 
дачу: при каком соотношении между 
величинами сопротивлений ги В с- 
противление между’ точками А и В 
8 схеме, показанной на рисунке 5, 
максимально в крайнем положении 
движка потенциометра? 

Сначала преобразуем схему, за- 
менив «треугольник» АСО’ «звездой» 
(рис. 6). 

Очевидно, что сопротивление г 
не влияет на соотношение сопротив- 
лений в остальной цепи. Займемся 
поэтому оставшейся частью схемы. 
Туг включены параллельно два со- 
противления: 57г--В, ин 77+Ю,, где 
Ю, и ВЮ, — сопротивления соответ- 
ственно верхней и нижней частей по- 


‚ а остальные токи нахо- 


ь 


3 





геле: 


| т 
се. ^ 4 =: ` Я 


И 





` 
и 


№. 


Е. 
Рис. 5. 


тенциометра. Причем сумма сопро- 
тивлений 5г--Ю, и 7+ Ю. остается 
постоянной. Посмотрим, какими оин 
должны быть, чтобы полное сопро- 
тивление было максимальным. Обо- 
значим 5г.: Ю, через г, и 774. 
через г.. Тогда общее сопротивление 
включенных параллельно частей схе- 


ата 
МЫ Го \ г Если учесть, что 
тии 
Г. Г. = ©0П3{-:с, ТО сопротивленне 
и) 
г, Выразится так: —^2—^. Это вы- 


ражение максимально, когда макси- 
мален числитель. Ноу - (с7.— г?) — 


это уравнение параболы (рис. 7), вет- 
вн которой пересекают ось абсцисс в 
точках О вн с. Поэтому числитель 
дроби наибольший при г, --. Гак 
как г. -г,- с, 10 это означает, что 
сопротивлепие между точками А и В 
максимально, если г, = г., то есть 5г-=- 
-Ю.=1г--Ю., или Ю,---К 29. 

Ясно, что это возможно лишь 
в том случае, если сопротивление 
всего потенциомегра Ю=Ю, :Ю., не 
меньше чем 2 г. В противном же слу- 
чае максимум сопротивления между 
точками А и В достигается, когда 
движок потенциометра находится в 
крайнем положении. 

Итак, ответ: Юг. 

Метод, о котором мы рассказали, 
очень удобеи для последовательного 
преобразования сложной схемы к про- 
стому виду. Он позволяет рассчитать 
практически любую сложную цепь, 
состоящую из сопротивлений. 

Этот метод можно применять к 





Рис. 7 


ценям, содержащим не только со- 
противления. 

Обратите внимание на то, что 
мы вообще не говорили нигде о фи- 
зических процессах в цепи, а поль- 
зовались только формальным выра- 
жением для закона Ома: И-г-Г. 
Из него следует, что при последс- 
вательном соедннении сопротивлений 
их величины складываются, а ирн 
параллельном — складываются велн- 


чины, обратные — сопротивлениям 
( — =-- Е Г онятно, что если 
какие-нибудь другие визнческие вели- 
чнны связаны закон м, аналогичным 
закону Ома, то гге н;.ии выводы сира- 
ведливы и дия них. 

В качестве призера рассмотрим 
цень с конденсатором (рис. 8). Мы 


знаем, что 9=С-И, нли (0 = 9. 





Е 
аа 


Рис. 8. 
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Рис. 9. 


Сравним эго с выражением для за- 
кона Ома И=г-/. 

Видно, что законы похожи, только 
вместо тока стоит заряд, а вместо 
сопротивления — величина, обратная 
емкости. Это означает, что для того, 
чтобы найти, скажем, заряды на кон- 
денсаторах, можно поступить так. 
Вместо цепи, содержащей конденса- 
торы, нарисовать цепь, содержащую 
сопротивления, причем конденсатор 
емкостью х фарад заменить сопротив- 


| 
лением # = — ом. После того, как 


мы рассчитаем токи в цепи из сопрс- 
тивлений, можно сразу написать, ка- 
ковы заряды на конденсаторах: если 
по сопротивлению течет ток /= ам- 
пер, то на соответствующем коиден- 
саторе будет заряд О-—и кулонов. 

Э. д.с. батарей при таком пре- 
образовании цепи остаются без из- 
менения. Но, разумеется, в цепи 
с конденсаторами внутренние сопро- 
тивления батарей не влияют на ре- 
зультат. Поэтому, преобразуя цепь, 
нам придется лишить батареи их 
внутренних сопротивлений. 

Пусть. например, нужно найти 
заряд на конденсаторе смкостью 
10 мкф (р. 9). Конденсатору 
14 
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Рис. 10. 


С=-2 мкф-=2 -10-%ф соответствует со- 
противление г—=5.108 ом==500 ком. 
Далее расчет проводится уже совсем 
просто. 

Таким образом, метод преобра- 
зования цепей, как мы видим, при- 
годен и для схем из конденсаторов. 


Упражнения 


}. Найти ток через сопротивление 
гз В схеме, показанной на рисунке 10. 
(Попробуйте найти сначала токи, тс- 
кущие через батарен.) 

2. Какой заряд протечет через 
батарею при замыкании ключа на 
схеме, приведенной на рисунке 11? 


у А 
вы. ОЗ м 


А ВКЫТЫ 


азия лань не = „3 


Рис. И. 


НРАВИТСЯ ЛИ ВАМ ВОЗИТЬСЯ 
С ЦЕЛЫМИ ЧИСЛАМИ? 


М. М. Башмаков 


Нескольким школьникам предложили ответить на такой вопрос: 

Узнать, верно или чет равенство 3'0°—- 7100 810. 

Через несколько минут все они ответили, что это равенство неверно. 
Вот наиболее типичные объяснения. 

1) Посмотрим на последнюю цифру чисел, стоящих справа и слева. 
3 в квадрате —- это 9. 3 в кубе кончается на 7, в четвертой степени — на 
|, в пятой — на 3, в шестой — на 9 и т. д. Через четыре степени пос- 
ледняя цифра повторяется, поэтому у числа 3" последняя цифра та же, 
что у 3', то есть 1. Точно так же легко сосчитать, что у 7*°° последняя циф- 
ра тоже 1, ау 81°—6. Итак, у числа слева последняя цифра 2, а спра- 
ва — 6. Следовательно, числа слева и справа различны. 

2) 3-7 больше, чем 8. Но 3?-;-7?—58 меньше, чем 82--64. Далее, 300 1 
-- 700 — (32) 56-- (72) < (32---72) 5 —-589-< 64“ -—81%. Получили, что слева сто- 
ит число меньшее, чем справа. 

3) Число, стоящее слева, делится на 2, но не делится на 4. Действи- 
тельно, любое нечетное число в квадрате дает единицу в остатке от деления 
на 4: (2л :-1)?—=4и?--4п--1. Сумма двух таких чисел (3)? (755)? дает 
в остатке 2. Справа же стоит число, делящееся на 4. 

Похожи ли друг на друга приведенные доказательства? Легко заметить 
сходство первого и третьего: в том и в другом сравниваются остатки от 
деления на некоторое целое число, в одном — на 10 (последняя цифра), 
а в другом —- на 4. Но найти аналогию между этими доказательствами 
и вторым совсем не так просто. Мы попробуем проясзить ее в конце этой 
статьи. Пока же научимся применять первый способ рассуждения к неко- 


торым другим задачам. 


Вычисления «по модулю» 


Задача 1. Доказать, что урав- 
нение х3=2-|-3 у? не имеет решений 
в целых числах. 

Рассмотрим это уравнение «по мо- 
дулю 9», то есть с точностью до сла- 
гаемых, кратных девяти *). Поскольку 
каждое целое число х имеет вид Зн, 
3—1 или 31-1, где п — целое, 
а(3п-= 1)3=27л3--27п? 91+ 1=9А-1, 
где Е — целое число, то любое число 
в кубе или делится на 9, или дает 
при делении на 9 в остатке | или 8. 


*) Вообще, два целых числа ан & назы- 
вают сравнимыми по модулю #, если раз- 
ность а—6 делится на А. Тем, кто не знаком 
с этим понятием, мы советуем посмотреть 
статью А. А. Егорова «Арифметика остатков» 
в «Квантс» № 5, 1970. 


Точно так же, поскольку 
3 (31-1) 2= 2712 18л 3, 


Зу= дает при делении на 9 остаток 
О или 3. Итак, правая часть нашего 
уравнения по модулю 9 может рав- 
няться только 2 или 5, а левая — 
только 0, | или 8, так что они не 
могут совпадать ни при каких це- 
лых хи у. 

Самым трудным местом в таком 
решении является выбор «модуля», 
то есть того числа, остатки от деления 
на которое мы рассматриваем. Сами же 
вычисления «по модулю» проделать 
просто. Сформулируем основное пра- 
вило этих вычислений: если при сло- 
жении (или при умножении) мы за- 
меняем числа сравнимыми с ними по 
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модулю №, то получаем число, срав- 
нимое с суммой (или произведением) 
по модулю А. Иными словами, в ра- 
венстве, в котором фигурируют дей- 
ствия сложения и умножения, можно 
заменять числа на сравнимые с ними 
но модулю А всегда, когда в ответе 
мы интересуемся лишь остатком от 
деления на К. 

То, чтоа и В сравнимы по моду- 
лю #, записывают так: а=6 (то #). 
Правила операций над сравнениями 
можно записать так: 


а=ф (то *), 

С=54 (то4 ^), 

а- с=5 +4 (тод^), 
0 ЕЕ (то@*^). 


Напомним, что по определению а== 
= (то@ в) означает, что а—6—=А. 4*). 

Займемся такой, довольно искус- 
ственной задачей. 

Задача 2. Доказать, что равен- 
ство 1153%°-|-21168° -.27027.100% --2 
невозможно ни при каком целом х. 

Ясно, что если по какому-либо 
модулю мы не получим равенства, 
то его не может быть и в обычном 
смысле. По модулю 2 никакого про- 
тиворечня не обнаружнвается — спра- 
ва ин слева стоят четные числа (нули 
по модулю 2). Займемся модулем 3. 
1153==1 (то@3) = 11538°==1 (тод 3); 
211 =1 (то@ 3) —> 21181 (то@ 3). 
Справа 27027=0 (то@ 3). Поэтому 
вся правая часть дает’ в остатке 2. 
Снова не получаем противоречия. 
Еслн у вас хватит терпения, убеди- 
тесь в том, что по модулю всех чисел 
до 16 включительно написанное ра- 
венство справедливо. (Вы заметите, 
что 27027-.100^, х—2, делится на 
каждое из этих чисел, а слева будет 
получаться в остатке 2.) 


если 


вЫ. Будьте осторожны с делением сравне- 
инй. Бели ас=с (тоЯ #), то не обязательно 
верно, что а= (пю4 2). Например, 27= 
=3 (пю4 6), но 9+1 (тод 6). Однако если с 
взаимно просто с модулем А, то сокращать на 
с можно. Это является следствием такого 
кажного н не просто доказываемого факта: 
если с взаимно просто с #,то существует такое 
целое число х, что сх=! (п1о9 2). 
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Если вы будете последовательны, 
то по модулю 17 вы получите сле- 
дующее равенство: (—3)} (—2)х -2=50 
(то@ 17). Перебирая подряд зна- 
чения х (цикл здесь получится дли- 
ны 8), вы ни разу не получите нуж- 
ного равенства. Противоречие най- 
дено. 

Проделанные выклгдки будят сра- 
зу много вопросов: 

(1) Если равенство неверно, то мож- 
но ли это обнаружить по какому- 
либо модулю? 

(2) Можно ли как-то указывать 
те модули, по которым более вероят- 
но получение противоречия? 

(3) Связано ли между собой по- 
веденне равенства по разным моду- 
лям? 

Если идет речь о каком-то кон- 
кретном числовом равенстве (как это 
было у нас в самом первом приме- 
ре), то, конечно, всегда найдется та- 
кое число, сравнивая по модулю ко- 
торого мы нащупаем иротиворечие 
(например, можно взять число, боль- 
шее обеих частей равенства). Гораз- 
до более интересны равенства, в ко- 
торых есть переменные (так было 
в двух последних примерах). Для 
уравнений в целых числах каждый 
из трех поставленных вопросов ин- 
тересен н не всегда исследован до 
конца. 


Немного недоказанного 


Первые уравнения в целых чис- 
лах, прн решении которых появля- 
ются серьезные — трудности, — это 
квадратные уравнения *). Издавна ма- 
тематики  ннтересовались  вопроса- 
ми такого сорта: можно ли данное 
целое число представить в виде 
суммы двух квадратов? Оказалось, 
что разрешимссть уравнений вн- 
да х? | у?=а и других более об- 
щих, задаваемых многочленами вто- 
рой степени, сводится к проверке 
разрешимости сравнений (положи- 


*) Теорня линейных цслочисленных урав- 
нений довольно проста. В то же время она 
содержит ряд ннтересных задач. близких к 
элементарным, и заслуживает отдельной 
статьн, 


тельный ответ на первый вопрос). 
Затем было доказано, что в про- 
верке нуждаются лишь сравнения по 
некоторым модулям (в конечном чис- 
ле), которые несложно определяются 
по уравнению. Так, в приведенном 
примере требуется проверка по всем 
делителям числа а?, а также по мо- 
дулю 8. (Двойка и ее степени игра- 
ют особую роль в уравнениях сте- 
пени 2.) Тем самым был получен от- 
вет и на второй вопрос. Доказатель- 
ство этих фактов вывело бы нас да- 
леко за рамки настоящей статьн. 
Настойчивым и трудолюбивым чита- 
телям можно порекомендовать кни- 
гу 3. И. Боревича и И. Р. Шафаре- 
вича «Теория чисел», в которой эта 
теория изложена со всеми деталями. 

О том, как связана между собой 
разрешимость сравнений по разным 
модулям, мы можем кое-что сказать 
уже сейчас. Заметим, во-первых, что 
если число делится на каждое из 
двух взаимно простых чисел *), то 
оно делится и на их произведение. 
Отсюда сразу следует, что если не- 
которое равенство верно по модулю 
Ки по модулю т и если Ки т взаим- 
но просты, то оно верно и по моду- 
лю Ат. Теперь ясно, что проверять 
приходится только по модулю сте- 
пеней простых чисел. Второе полез- 
ное соображение: из разрешимости 
уравнения по модулю р” (во всяком 
случае при достаточно большом п) 
часто следует разрешимость по мо- 
дулю р”!". 

Проверим, например, что для простого 
числа р, не равного 2 и не являющегося де- 
лнтелем а, из разрешимости сравнения 
х?-- у?=а (то@ р”) следует его разрешимость 


по модулю р"+*, уже начиная с л==1. Дейст- 
вительно, пусть ха, у, — решение исходного 
сравнения, то есть жи =а- р", где 9 — 
целое число. Будем подбирать числа х, и уа 
так, чтобы получить (х,- хор")? -- (у, 
-у:р")* =а (по@ р"+1). Раскроем скобки и 


заменим ху? —а на р”9. Получим, что 
2х1 хр" хора" 2/13 р" угр®"-- р"9=0 
(то р”+1). Ясно, что при п2=1 число р?“ 
делится на р"+1. Осталось подобрать хз, Уз 





*) Напомним, что два целых числа назы- 
ваются взаимно простыми, если у них инет 
общих делителей, больших |. 


3. Квант № 3 


так, чтобы число р” (2х2. 9) де- 
лилось на р"+1, то есть чтобы число 2х:х,-- 
4+2: у.-+ 9 делилось на р. Заметим, что по мо- 
дулю р хотя бы один из коэффициентов при 
ха или уз (то есть 2х, или 21) не равен нулю 
(так как ииаче или р=2, или чнсла х; и и 


оба делятся на р, а тогда и а=х1--у— "4 


тоже делилось бы на р, что противоречит 
условию). Можно доказать, что в этом случае 
линейное сравнение по модулю р раз- 
решимо. Действительно, будем считать для 
определенности, что 2х,5=0 (то@ р). Поло- 
жим уз равным нулю. Итак, нужно доказать, 
что сравнение 2х,х,= —9 разрешимо. Рассмот- 
рим числа 2х, -0, 2х,-1, ..., 2х, (р—1). Пока- 
жем. что они попарно не сравнимы. Если 
2х: ЕЕ, -|, 10 2х, (:— Л 20. Однако 2х, 
не делится на р, и если А}, то Г-| тоже 
не делится на р. Поэтому р чисел 2х,.0, 
2%. .1, .... 2х1 Ф— И) попарно не сравнимы, и, 
следовательно, срёди них найдется число, 
сравнимое с—9. 


Гораздо более глубокими являют- 
ся связи разрешимости по раздлич- 
ным простым р. Исследование таких 
связей представляет сейчас одну из 
наиболее бурно развивающихся ветвей 
теории чисел. Заметим только, что 
если рассматривать решения некото- 
рого сравнения по модулю различ- 
ных р, то эти решения в конечном 
их числе не связаны между собой. 
В то же время все вместе они связа- 
ны, как это ни покажется странным, 
с поведением уравнения, рассматри- 
ваемого ие только для целых, но 
и для всех вещественных чисел. 
Так, например, оказывается, что раз- 
решимость уравиения а,ху- ах. 


аз =0 по модулю степеней всех 


простых чисел, кроме любого одного, 
и разрешимость его в вещественных 
числах (для этого надо, чтобы чис- 
лаа,, а., аз не все были одного зна- 
ка) влечет за собой разрешимость 
его и по модулю степеней оставше- 
гося простого числа. (Разумеется, 
ищется решение, у которого не все 
Х1, Ха, Хз — нули.) 


Принцил Минковского—Хассе 


Вернемся к первому из постав- 
ленных вопросов. Решение уравне- 
ния второй степени — сведение его 
к разрешимости конечного числа срав- 
нений, — полученное еше Дирихле, 
подсказало математикам такой метод 
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исследования вопросов, касающихся 
целых чисел: поставить эти вопросы 
«по модулю р», а затем из поведения 
по всем р делать общие выводы. 
Такой способ рассуждения получил 
название «принципа Минковского — 
Хассе». Нашлись и продолжают еще 
встречаться задачи, для которых он 
дает результат: задача имеет решение 
в целых числах тогда и только тог- 
да, когда она разрешима по любому 
модулю. Тем большим разочарованием 
было нахождение примеров, где этот 
принцип не работает. Одним из пер- 
вых примеров такого рода (но не 
самым первым хронологически) ока- 
зался пример, найденный норвежс- 
ким математиком Зельмером. Уравнс- 
ние 3х3 -|-4у? +-523==-0 оказалось раз- 
решимым по любому модулю (и, ко- 
нечно, в вещественных числах), но 
неразрешимым в целых числах (от- 
личных одновременно от нуля). Этот 
пример послужил отправной точкой 
многих исследований по диофантс- 
вым уравнениям (то есть уравнениям 
в целых числах) последних 15 лет. 
Следует только сказать, что за это 
время число неясных вопросов ни 
гипотез сильно увеличилось, а истин- 
ные корни того, что на самом деле 
происходит, не прояснились. 


Расстояния между 
рациональными числами 


Важнейшим современным достиже- 
нием в теории чисел явилось новое 
понимание того, что означают «вы- 
чнсления по модулю». Для простоты 
от целых чисел перейдем к рацис- 
нальным. (Этот переход часто дела- 
ется безболезненно — так, очевидным 
образом связаны между собой решения 
уравнения х”-{у“-=2” в целых чнис- 
лах с решениями уравнения х”-у"= 
=:{ в рациональных.) Ясно, что, 
если мы хотим решить  уравне- 
ние в рациональных числах, мы дол- 
жны узнать, решается ли оно в веще- 
ственных числах. Эту разрешимость 
проверять гораздо проще: можно из- 
влекать различные корни, логариф- 
мировать, писать неравенства и т. п. 
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Но вспомним, как же получи- 
лись веществеиные числа из рацио- 
нальных? Одна из точек зрения та- 
кова: можно рассматривать последова- 
тельности рациональных чисел, рас- 
стояние между соседними членами 
которых неограниченно уменьшается. 
Например, 1; 1,4; 1,41; 1,4142;... 
Такая последовательность (которую 
можно представлять себе как после- 
довательность измерений с возрас- 
тающей точностью) и определяет ве- 
щественное число. Как же измеряется 
отклонение друг от друга соседних 
членов последовательности? Если 
последовательность записать так: 
а:; @.; аз;.... то расстояние между 
двумя членами  запишется как 
@„—а„|. Таким образом, основой для 
получения вещественных чисел из 
рациональных служит расстояние, оп- 
ределенное как абсолютная величн- 
на разности. Обозначим расстояние 
между двумя числами так: а, 6) 
= [6 —а|. Попробуйте вывести сле- 
дующие свойства расстояния *): 

1) а(а, 6)>0, при чем 4. 6! = 
=0 = а=5; | 

2) 4(а, в) =а(6, 4); 

3) (а, д<а(а, Ь) +4(, с) (нера- 

венство треугольника); 

4) а(а-с, Б+о=а(а, 6}; 

5) 4(аб, 0)=4(а, 0).4(6, 0). 

Оказалось, что, кроме обычной 
абсолютной величины, у рациональ- 
ных чисел есть еще много других рас- 
стояниий, обладающих свойствами 1— 
—5. Зафиксируем произвольное прос- 
тое число р. Всякое рациональное 
число а (кроме нуля) можно пред- 
ставить в виде а=р® -г, где х=\(а) — 
целое число, а рациональное число 
г=г(а) таково, что в записи его в 





*) Первые три из этих свойств — основ- 
ные, которым удовлетворяет обычное рассто- 
яние на плоскости и в пространстве; это — 
аксномы, которым должиа удовлетворять 
любая «метрика» (см. статью Н. Б. Васильева 
«Метрические пространства» в «Кванте» № 10, 
1970). Четвертое ин пятое свойства связывают 
расстояние с операциями сложения и умно- 
жения чисел. Про метрику, которая им удов- 
летворяет, говорят, что она является метрикой 
поля (например, 4 (6, а) = |6—@| — метрика 
поля вещественных чисел). 


виде несократимой дроби ни в чис- 
литель, ни в знаменатель не входит 
р. (Заметим, что (а) может быть 
и нулем, и отрицательным целым 
числом. Например, если р=3, а = 

73 _ а-з 13 

= 554 9х Е ‚то\(а)= —4.}Возьмем 
теперь произвольное положительное 
число ^<1. Определим расстояние 
4, так: 4р (а,6 ) =^\2-Ъ, если а5#6, и 
Ча, а)= 0. Нетрудно проверить (пс- 
пробуйте это сделать самостоятельно), 
что все свойства расстояния будут 
выполнены. 

Раз есть новое расстояние, то 
можно попробовать получить новые 
числа, строя последовательности р=- 
циональных чисел а\, а›,... так, что- 
бы расстояния между соседними 
уменьшались. Это означает, что 
№95 +:—4п) при увеличении п долж- 
но становиться все меньше и мень- 
ше и стремиться к нулю, а тогда 
*(а,-:—@,) должно расти. 

В итоге получим новые числа, ко- 
торые называют р-адическими *). Они 
очень похожи на веществениые. Так 
же легко, как и для вещественных 
чисел, исследуются вопросы, когда 
можно извлечь корень, логарифмиро- 
вать и делать другие операции над 
р-адическими числами. Задача же о 
разрешимости уравнений по модулю 
степеней даиного простого числа за- 
менится задачей о разрешимости его 
в р-адических числах. 

Возникает вопрос, нашли ли мы все 
расстояния между рациональными числами. 
Оказывается, что да. Есть знаменитая теорема 
Островского {< вей можно познакомиться в 
цитированной выше кинге по тсорий чисел), 
показывающая, что все расстояния нсчер- 
пываются обычной абсолютной величиной и 
введенными нами р-адическнми расстояния- 
мн для каждого простого р. 

Мы как бы уравняли в правах 
поведение уравнения по модулю от- 
дельно взятого простого числа и его 
степеней, с одной стороны, и пове- 
дение его в обычных вещественных 


*) Легко доказать, что выбор А на 
построение и свойства р-адических чисел не 
влияет. Можно, если угодно, всюду считать, 


1 . 
что А== > или 1. = 


3* 


числах — с другой. В том и в дру- 
гом случае числа сравниваются по 
их расстоянию друг от друга, но эти 
расстояния выбираются по-разному. 
(Теперь мы видим, чем похожи вто- 
рое и третье решения задачи, с ко- 
торой началась наша статья.) 
Понимание этого факта сильно 
обогатило теорию чисел, снова при- 
вело в нее мощные методы теории 
функций и геометрии, развитые преж- 
де для обычных вещественных чи- 
сел, но успешно применяемые и для 
р-адических чисел, сделало эту са- 
мую древнюю ветвь математики вновь 
одной из самых цветущих.) 


Упражнения 


1. Докажите, что ни одно нз уравнений 
а) а у?=19й, 

6) 19х8—17/3=50, 

8) 3х2—11—55, 

г) э3-72-:3 


не имеет решений в целых числах. 


2. Докажите, что из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6,7 
нельзя составить двух различных семизнач- 
ных чисел, из которых одно делится на дру- 
гое. (В каждом чнсле должны быть исполь- 
зованы все цифры.) 

3. Докажите, что число, десятичная за- 
пнсь которого состоит из тридцати единиц, 
некоторого количества нулей и некоторого 
количества девяток, не является полным квад- 
ратом. 

4. Найдите 5-адическое расстояние {то 
эсть расстояние {.) между числами: а) Оби 
= 1 иб Е в) би 631. 

5. Докажнте, что для З-адических чисел 
верно равенство 


14+ 3-+9+274+..=-= 


(другнми словамн, последовательность рас- 
стояний 


(п а 4. ( 1+3 и 
стремится к нулю). 
Чему равна сумма 1--32-{-3*--3®-т...? 
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8. Назовем р-ичной дробью, по анало- 


А 
гии < десятичными дробями, дробь вида я › 
где А — натуральное число. Ес можно за- 
писать в таком виде: 


тр” -- ат-р" 1 -> ...-- @0-- 


а-1 9-2 @-п 
щи... | * 
| р 1 р? . В р” , ( ) 





где каждое а; — целое число, О<а;<р. 
Коротко дробь (*) можно записать так: 


Зат@т-1-..@ 6, &-1@-9...9-п». {**) 


Докажите, что расстояние 4, между двумя 
такими р-ичнымн дробями, у которых #-е 
цифры различиы, а все следующие вправо 
(то есть (#—1)-я, (#—2)-я ит. д.) совпадают, 
равно АА. 

Представьте в стандартном виде (*”) 

14 * 41 и 
троичные дроби 4 и 15 и найдите З-ади- 
ческое расстояние между ними. 

7. (Продолжение.) Пусть @а-п, @-пжн-ь 
20, @1, 4а....— произвольная последователь- 
ность цифр; 0=а;<р. Предел (в смысле рас- 
стояния 4 р) последовательностн р-ичных 
дробей 

Хо = «аь, @-1Я-..@л», 
Х1-= 39а, 4-,9-2-..9-п» 
Хт= К @т... 1, @-19-+..- а-п№ 


коротко обозначается так *): 
<.-.аз@2а:@‹, @-:@-2...9-п№- С 
В частности, сслн л=0, то есть все цифры 
после запятой равны нулю, мы пишем просто 
<...аза.а@о». 
‚Например, нз результата задачи 5 сле- 
дует, что при р=3 


У 1 
а И 
2 <. 7 8 


1 - 1 | 
о... НИ. 
2 + 3 < о 


-=<...01010101%; 


6 
Представьте в виде (+**) З-адические чнсла 
и 
` р ‚ 5 ‚ 45’ 


Тем, кого заинтересовала теорня этих 
чисел, «бесконечных влево», мы рекоменду- 
ем книгу Е. Б. Дынкина н В. А. Успенского 
«Математические беседы» (серия «Библиотека 
математического кружка»). 


*) Можно доказать, что этот предел в 
р-аднческнх. числах всегда существует; ока- 
зывается, что любое р-адическое число можно 
записать такой чр-ичной дробью, бесконечной 
влев 0» — точно так же, как любое поло- 
жигельное вещественное число можно 
записать дробью, бесконечно0ой вправо. 
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ОБОДНОЙ НЕРЕШЕННОЙ 
ПРОБЛЕМЕ 


В этом номере «Кванта» 
вы прочтете статью Б. Ю. Ко- 
гана «Удивнтельные каткия. 
В ней рассматриваются фи- 
гуры, которые могут по- 
ворачиваться между двумя 
параллельными прямыми, 
все время касаясь их обеих. 

Нетрудно понять, что 
любая ограниченная фигура 
может, поворачиваясь, ка- 
саться двух пересекающих- 
ся прямых. 

Зафнксируем на влоскос- 
тн точку А и рассмотрим 
все фигуры, которые, по- 
ворачиваясь, касаются дан- 
ных прямых, прнчем их 
граница проходит — через 
точку А (см. рнс.). До сих 
пор неизвестно, существуют 
ли фигуры, отличные от 
круга, обладающие таким 
свойством. 





Эта проблема была постав- 
лена около 15 лет назад 
академиком А.Н. Кол- 
могоровым на лекции для 
московских школьннков. Ее 
решение имеет и практиче- 
ское значение. На некото- 
рых заводах  пронзводят 
проверку — килиндрических 
деталей следующим образом: 
деталь укладывают в ло- 
ток ивращают так, чтобы 
она касалась обеих сторон 
лотка, затем сверху подво- 
дится «щуп» (стержень, ко- 
торый может совершать про- 
дольные перемещения) — до 
соприкосновения с деталью. 
Если во время вращения 
щуп савнгается, то деталь 
бракуется. 

Таким образом, если су- 
ществуют отлнчные от круга 
фигуры, — удовлетворяющие 
условиям задачи, то цилиид- 
ры, нмеющие в сечении такую 
фигуру, будут великолепно 
проходнть через ОТК. 


А. П. Савин 


УДИВИТЕЛЬНЫЕ КАТКИ 


Доска движется на круглых кат- 
ках. При этом она сохраняет гори- 
зонтальное положение и остается 
на той же высоте. Почему это проис- 
ходит? Да потому, что окружность 
имест одну и ту же ширину при любом 
повороте. 

А будет ли доска двигаться так же, 
если воспользоваться некруглыми 
катками? В первый момент кажется, 
что это невозможно. Не будем, однако, 
спешить. Оказывается, есть кривые, 
которые, подобно окружности, имеют 
одинаковую ширину во всех направ- 
лениях. Они таки называются линия- 
ми одинаковой ширины. 

Одна из простейших кривых такого 
рода показана на рисунке 1. Она 
состоит из дуг А.В., А,В., А.В, 
радиуса ги дуг В,А., В.А, В.А, 
радиуса К, центры которых находятся 
в вершинах правильного треуголь- 
ника О.0О,О.. Легко видеть, что 
ширина этой кривой одинакова во 
всех направлениях и равна Юг. 
Следовательно, катки, профили кото- 
рых очерчены по таким кривым, будут 
работать ничуть не хуже круглых 
(рис. 22). 

Кривую, изображенную на рисун- 
ке |, можио получить так. Возьмем 
отрезок А.В: и, повернув его на 60° 
вокруг точки О„, переведем в положе- 
ние В,А,. Затем, повернув отрезок 
В.А, на 60° вокруг точки О›, полу- 
чим отрезок А.В. и, наконец, повер- 
нув отрезок А.В. на 60° вокруг точки 
О., вновь придем к отрезку А,В.. 
В процессе этих поворотов один конец 
рассматриваемого отрезка опишет 
дугу А,В.А.Вз, а другой — дугу 
В.А.В.А,. Следовательно, — кри- 
вую, показанную на рисунке 1, 
можно рассматривать как траекторию, 
описываемую концами некоторого 


Б. Ю. Коган 





Рис. 1. 


отрезка при трех поворотах вокруг 
точек, лежащих на этом отрезке. Поль- 
зуясь этим методом, можно получить 
много кривых подобного рода. Напри- 
мер, кривая, показанная на рисунке 3, 
образуется в результате поворотов 
отрезка АВ вокруг центров О\, О., 
О... Величина и направление каж- 
дого поворота показаны стрелками. 
Цифры на рисунке показывают 
длины соответствующих отрезков. 





Рис. 2. 
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Рис. 3. 


Ширина всех этих кривых постоянна 
и равна длине поворачиваемого от- 
резка. Можно поворачивать отрезок 
вокруг одного из его концов. Так мы 
получим простейшую кривую равной 
ширины, отличную от окружности 
(рис. 4). При этом отрезок АВ пово- 
рачивается сначала вокруг точки А, 
переходя в положение АВ’, затем 
вокруг точки В”, переходя в отрезок 
В’В, и, наконец, вокруг точки В, за- 
мыкая кривую. | 

Рассмотрим теперь некоторый от- 
резок АВ. Пусть он катится без сколь- 
жения по кривой 5$. Тогда в каждый 





Рис. 5. 


отдельный момент такое движение 
можно рассматривать как вращение 
отрезка относительно точки касания. 
Точка касания, относительно которой 
в данный момент совершается поворот, 
называется мгновенным центром вра- 
щения (например, точка С на рисун- 
ке 5). 

Представление о мгновенном цен- 
тре вращения позволяет легко вычи- 
слять скорости различных точек от- 
резка АВ. Например, для скоростей 
точек А и В будем иметь 

Ол ==0-СА, 

ов. СВ, 
где ® — угловая скорость отрезка 
АВ в его «мгновенном» вращении во- 
круг центра С. При этом скорости рас- 
сматриваемых точек будут перпен- 
дикулярны соответствующим  ради- 
усам вращения, то есть отрезкам СА 
и СВ. Таким образом можно вычис- 
лить скорость любой точки, лежащей 
на этом отрезке или жестко связанной 
с этим отрезком. Если, например, 
с отрезком АВ жестко связана неко- 
торая фигура, то скорость любой ее 
точки Р равна произведению @.СР. 

Вернемся теперь к кривым по- 
стоянной ширины. Пусть отрезок АВ 
катится по кривой 5$. Так как скорос- 
ТИ Эд И 9в перпендикулярны ра- 
диусам СА и СВ, то они параллельны 
между собой. Но скорость ид направ- 





Рис. 6. 


лена по касательной к траектории 
точки А, а скорость ув — по каса- 
тельной к траектории точки В. Сле- 
довательно, эти касательные парал- 
лельны друг другу, и расстояние между 
ними все время остается равным АВ. 
Но это значит, что траектории А.А, 
и В.В, можно рассматривать как 
участки некоторой кривой постоянной 
ширины. 

Однако нам нужно построить не 
два участка, а всю такую кривую. 
Если мы хотим сделать это с помощью 
описываемой операции, то должны 
выбрать линию 5$ так, чтобы, обка- 
тывая ее, отрезок АВ повернулся 
на 180°, то есть чтобы точка А пришла 
в положение В, а точка В — в поло- 
жение А. Одна из таких линий — 
РОКР — показана на рисунке 6. 
Проследим более подробно, как отре- 
зок АВ обкатывает ее. 

Сначала он катится по участку 
РО и приходит в положение А’В’. 
При этом его концы описывают дуги 
АА’ и ВВ’. Затем он катится по 
участку ОР, а его концы описывают 
дуги А’А“ и В'В". Наконец, он 
обкатывает участок ВР, а его концы 
движутся по дугам А”В и В”А. 
В результате точка А приходит в по- 
ложение В, а точка В—в положение 
А, н кривая постоянной ширины за- 
мыкается. При этом дуги РО, @Ю 


Рнс. 7. 


и ВР могут иметь любую форму и не 
обязательно должны быть одинаковы- 
ми. Единственное, что от них требу- 
ется, — это чтобы они были выпуклы- 
ми и касались друг друга так, как 
это показано на рисунк®. Что каса- 
ется отрезков АР и РВ, то их длина 
не может быть произвольной, ибо 
тогда дуга, описываемая точкой А, 
не «вольется» в дугу, описываемую 
точкой В. Здесь можно поступить 
следующим образом. Проведем через 
точку Р прямую, касающуюся дуги 
РО, и поставим на ней точку А. За- 
ставим теперь эту прямую обкатывать 
линию РОЮР. Тогда конец дуги, 
которую опишет при этом точка А, 
определит положение точки В. 


Линия РОЮР, показанная на рн- 
сунке 6, состоит из трех дуг. Но число 
дуг может быть и большим. Например, 
на рисунке 7 изображена кривая 
постоянной ширины, полученная при 
обкатывании линии РОЮ$ТР, состоя- 
щей из пяти дуг. 

Кривые постоянной ширины об- 
ладают еще одним свойством, род- 
нящим их с окружностью. Оно вы- 
ражается следующей теоремой: 

Периметр кривой постоянной ши- 
рины [=лО, где ) — ширина этой 
кривой. 

Докажем эту теорему. 
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Рис. 8& 


Пусть горизонтальная прямая РО 
перемещается с помощью катков по- 
стоянной ширины (рис. 8). Рассмотрим 
один из этих катков, например левый. 
Пусть его ширина равна О, а пери- 
метр — Г. Когда прямая РО передви- 
нется настолько, что этот каток сде- 
лает один оборот, он сместится отно- 
сительно прямой ММ на расстояние 
! вправо. Но так как он катится не 
только по прямой ММ, но и по пря- 
мой РО, то после одного оборота он 
окажется смещенным — относительно 
прямой РО на расстояние { влево. 
Следовательно, перемещение прямой 
РО относительно прямой ММ будет 
равно 21. 

Но так как это же смещение равно 
9, где { — время, за которое каток 
делает один оборот, то 


21—01. (1) 
(Мы считаем, что прямая РО движет- 
ся с постоянной скоростью.) Мгно- 
венный центр вращения катка нахо- 


дится в точке А, значит, скорость 
перемещения 


у—=ю.АВ==0р, 


тде © — угловая скорость катка. 
Подставив это выражение в равенство 
(1), получим 


21= РЕ. (2) 


Но оЁ есть угол поворота катка за 
один оборот. Следовательно, 


«ё=2д, 
и равенство (2) приобретает вид 
21=2л0), 
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откуда 
[=лб. 

Таким образом, периметр кривой 
постоянной ширины вычисляется так 
же, как периметр окружности. А ка- 
кова площадь, ограниченная кривой 
постоянной ширины? Можно ли ее 
вычислять так же, как площадь круга? 
Оказывается, нет. Однако площадь 
кольца постоянной ширины можно 
вычислять, как площадь кольца между 
двумя концентрическими окружностя- 
ми. Более точно это означает следую- 
щее. 

Рассмотрим кривую — постоянной 
ширины (рис. 9). Через произвольную 
точку С на ней проведем нормаль (иор- 
малью называется прямая, перпен- 
дикулярная касательной) и отложим 
вдоль нее отрезок СС’ заданной длины 
а. Отложив такие отрезки от каждой 
точки данной кривой, получим новую 
кривую, являющуюся геометрическим 
местом концов отложенных отрезков. 
Очевидно, она тоже будет иметь по- 
стоянную ширину. Если теперь обо- 
значить через 5 площадь, заключен- 
ную между этими кривыми, то будет 
справедливо равенство 

пр? пр? 
2 1 
чо 4 
где БР, — ширина внутренней кри- 
вой, а О, — наружной. 
Попробуйте доказать это самн. 














МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК 





ПОЛУПРАВИЛЬНЫЕ 


Л. М. Лоповок 


По определению выпуклый много- 
угольник называется правильным, ес- 
ли он равноугольный и равносторон- 
ний. Однако существует интересный 
класс фигур, не обладающих этими 
двумя свойствами одновременно. Мы 
будем называть полуправиль- 
ными следующие многоугольники: 

а) равноугольные, у которых сто- 
роны равны Через одну; 

6) равносторонние, у которых уг- 
лы равны через один. 

Примером полуправильного мно- 
гоугольника первого рода являет- 
ся прямоугольник, а второго — 
ромб. Из описания полуправильных 
многоугольников видно, что у каж- 
дого из них. четное число вершин; 
обозначим его через 2п. 





Рис. 1. 


4 Квант №3 


МНОГОУГОЛЬНИКИ 


Свойства полуправильных 
равноугольных многоугольников 


1. Противоположные стороны рав- 
ноугольного многоугольника парал- 
лельны. | 

Действительно, выполняя обход 
многоугольника, замечаем, что каж- 
дая сторона повернута относительно 
предыдущей на внешний угол, то 


есть на (рис. 1). Следовательно, 





п 
сторона АД, А„+. повернута отно- 
сительно стороны А.А. на сумму 
п внешних углов, то есть на 180°. 

2. Если соединить вершины по- 
луправильного равноугольного мно- 
гоугольника через одну (все нечет- 
ные или все четные вершины), то 
получится правильный многоугольник 


рис. 1). 

Доказательство несложно: тре- 
УГОЛЬНИКИ А. А.А,, А.А .А., 
А, Аз А.,... равны по первому приз- 


наку, значит, А,А:з=АзА, =... С дру- 
гой стороны, из равенства треуголь- 
ников следует равенство их соответ- 
ственных углов. Обозначим внутрен- 
ний угол правильного 2п-угольнн- 
ка через а.„. Находим внутренние 
углы получившегося у нас много- 
угольника: они равны 

оз, — (В-1) = “м — (1807 — @2.) = 


= Вози- 180° =. 180° ( -=)- 
— 180? = 180° ( =} 
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Рис. 2. 


как и должно быть у правильного 
п-угольника. | 

3. Около  полуправильного рав- 
ноугольного многоугольника можно 
описать окружность. 

Опишем окружность около пра- 
вильного  п-угольника АА. АД,,... 
(рис. 2). Внутренний угол равно- 
угольного — 2п-угольника равен 


180° ( 1 к „Легко подсчитать, что 


2>А,А.А. вдвое меньше градусной 
величины дуги АзА,А., значит, 
точка А, лежит на построенной ок- 
ружности. Это относится и к другим 
вершинам: А., Аа... 


На свойстве 3 основаны два способа по- 


строення полуправильных  равноугольных 
многоугольников. 
а) Строим правильный п-угольник 


А, АзАь-..Азп-1, Описываем около него ок- 
ружность. Затем иаходим (с помощью цирку- 
ля) на окружности точки А», Ад, Ау,..., Ап, 
удаленные на одно н то же расстояние 
от соответствующих вершин п-угольника: 
А.А .-=АзАз=... 

6) Строим треугольник А,А.Аз по. двум 
сторонам (произвольной длины) м известко. 
му углу между ними, описываем около этого 
треугольника окружность. Затем, зная раз- 
меры всех сторон, засечками циркуля после- 
довательно находим остальные вершины. 


4. Если число вершин полупра- 
вильного равноугольного многоуголь- 
ника кратно 4, то большие диагонали 
пересекаются в одной точке и делятся 
ею пополам. 


26 


Аз 
Аз 
А, А, 
Аз 
Рис. 3. 
Для доказательства используем 


свойство 2: эти диагонали являются 
также диагоналями правильного мно- 
гоугольника с четным числом сто- 
рон, поэтому они пересекаются в 
одной точке — центре описанной око- 
ло многоугольиикаокружности— и де- 
лятся этой точкой пополам. 

Если же число вершин полупра- 
вильного равноугольного многоуголь- 
никанекратно4, то нетрудно построить 
пример (рис. 3), когда большие диагона- 
ли пересекаются в нескольких точках. 


5. Центр окружности, описанной 
около полуправильного равноуголь- 
ного 4н-угольника, является ето 
центром симметрии. 


Из свойства 4 следует, что при 
центральной симметрии относительно 
центра окружности вершины много- 
угольника переходят в вершины; сле- 
довательшю, стороны тоже переходят 
в стороны. 


6. Прямая, проходящая через се- 
редины двух параллельных сторон 
полуправильного равноугольного мно- 
гоугольника, является его осью сим- 
метрии. 


По свойству параллельных хорд 
окружности эта прямая проходит че- 
рез центр описанной окружности. Из 
равенства соответствующих хорд по 
обе стороны от прямой следует сим- 
метричность соответствующих вернин 





Рис. 4. 


многоугольника относительно прове- 
денной прямой (см. далее рис. 6). 
7. Пусть полуправильный равно- 
угольный многоугольник имеет 2п 
вершин, тогда центр описанной око- 
ло него окружности является его 
центром симметрии порядка п. 
Это означает, что при повороте 
вокруг центра окружности на угол, 


кратный 





‚ многоугольник совВ- 


мещается сам с собой. Эго следует 
из свойств 2 и 3. 

8. Сумма расстояний от внутрен- 
ней точки до сторон (или их про- 
должений} полуправильного равчо- 
угольного многоугольника постоянна. 

Как известно, таким свойством 
обладает правильный многоугольник. 

Если соединить внутреннюю точку 
правильного многоугольника с вер- 
шинами, то сумма площадей полу- 
ченных треугольников равна площа- 
ди многоугольника. Обозначив сто- 
рону многоугольника через а, а рас- 
стояния до сторон через Хе, ха, Х», 
хз,.... Получим 


@хо ах ах ах 
ИЕН о 
Жми № жЖ+..- — 
на 

Е = р 


4* 


Рис.5. 


Пусть в данном многоугольнике 
сторона А.А, больше стороны А,А.. ° 
Построим на 4,4, правильный 
2п-угольник (рис. 4). Тогда все сторо- 
ны исходного многоугольника (кро- 
ме трех) соответственно параллельны 
сторонам правильного многоугольни- 
ка, а три (А.А, и смежные с ней) 
лежат на сторонах правильного мно- 
гоугольника. Следовательно, расстоя- 
ния от внутренней точки М до сто- 
рон правильного многоугольника та- 
ковы: 

Хо==У Хау Хаус, Хуб, 
Ха=у. НВ, ж-у, НФ»... 

тде 6,, 6., 63 постоянны, а искомая 

сумма 


Уо-риа Уз РУз -Нуа-Н..- = (ох 
ха ха-ха +...) —6.-4.+...)=. 
=соп5. 

9. Если последовательно соеди- 
нить середины сторон полуправиль- 
ного равноугольного многоугольни- 
ка, то получится полуправильный 
равносторонний многоугольник. 

Действительно, по свойству 2 все 
малые диагонали полуправильного 
равноугольного многоугольника рав- 
ны между собой. Стороны получен- 
ного многоугольника (рис. 5) вдвое 
меныше этих диагоналей, так как 
являются средними линиями треуголь- 
ников А,А.А., А.А.А., АзА4А.,... 
Используя свойство 7, легко устано- 
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Рис. 6. 


вить, что углы этого многоугольника 
равны через один. 

10. Точки пересечения малых 
диагоналей полуправильного равно- 
угольного многоугольника образуют 
полуправильный равносторонний мно- 
гоугольник. 

Это свойство следует из свойств 
6 и 7. При отражении относительно 
прямой { (рис. 6) исходный много- 
угольник переходит в себя, следова- 
тельно, треугольник АзС3С. совме- 
щается с треугольником А.С .Сз, от- 
куда С.С.=С.3С,; аналогичные ра- 
венства справедливы и для осталь- 
ных сторон. Равенство углов через 
один у многоугольника С,С.С.С .... 
легко выводится из свойства 7 или из 
теоремы о том, что угол между двумя 
хордами равен полусумме соответст- 
вующих дуг. 

11. Сумма квадратов расстояний 
от любой точки описанной окруж- 
ности до вершин полуправильного 
равноугольного 2п-угольника равна 
4иЕ?. 

Мы докажем свойство 11 лишь для 


четных п. При этом достаточно 
заметить, что Д.А’, А.А, .., 
АзАп+з»... — диаметры описанной 


окружности; поэтому для любой точ- 
ки/М этой окружности МА} МА 


=МА?-+-МА? =... =483. 
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12. Площадь  полуправильного 
равноугольного  2п-угольника со 
сторонамн А,А.=а и А.А.=6 рав- 
на 





п ._ 180? п 
табу” +4 -[2°+ + 
- 2аб со$ =“) и р, 


Эта площадь равна сумме площа- 
дей правильного л-угольника и п 
треугольников, равных А,А,А.. Мы 

5 180° 
уже нашли, что 3 А зАый ;=180°——— 
(прн доказательстве свойства 1); те- 
перь 


Злд, А.А, = --аь яп та 





Площадь правильного 
А,А.А....А„_, равна 


А.А, АА, 180° 
рами +6: 


п-угольника 


й- 


1 са 180° 
=-я (41 Аз)* “Е — 
По теореме косинусов для тре- 
угольника Д,А.А, 


А: 43 = а* 4- 62 +- 2а6 соз т 


и окончательно 


ра -5- аб т во" На + 


п. 





180° 


++ 2аб со$ = с{5 ый 





Например, площадь полуправиль- 
ного равноугольного нестиугольни- 


ка равна Зе + 5? -+ 426), а восьми- 


угольника — а" +642 У? аб. 


Самостоятельно докажите следующие 
свойства полуправнльных равносторонних 
мИОгоОутОлЬьвяков. 

1. Если число вершин полуправильного 
равиостороннего многоугольника кратно 4, 
то его противоположные стороны парая- 
лельны. 

2. Если соедниить веримны полуправилъ- 
ного равностороннего многоугольника через 
одну, то получится правильный  много- 
угольняк, 

3. В полуправильный равносторонний мно- 
гоугольник можно влисать окружность. 





Рис. Т. 


4. Большие днагоналн полуправнльного 
равностороннего многоугольника пересека- 
ются в одной точке. , 

5. Центр окружности, вписанной в полу- 
правильный равносторонний 4п-угольник, яв- 
ляется его центром симметрии. 

6. Болышие диагонаян полуправнльного 
равностороннего многоугольника являются 
его осями симметрии. 

7. Пусть полуправильный равносторон- 
ннй многоугольник имеет 2п вершин, тогда 
центр вписанной в него окружностн является 
его центром симметрии порядка п. 

8. Сумма расстояннй от внутренней точки 
до сторон полуправильного равностороннего 
многоугольника постоянна. 

9. Если последовательно соедннить се- 
реднны сторон полуправильного равносто- 
роииего многоугольника, то получится полу- 
правильный равноугольный многоугольннк. 

10. Точкн пересечення малых днагона- 
лей полуправильного равностороннего мно- 
гоугольника образуют полуправильный равно- 
Угольный МНогоугольннк. 

11. Посмотрите еще раз свойство 11 по- 
луправнльного равноугольного многоуголь- 
ника И попробуйте найти его аналог для 


полуправильного равностороннего — много- 
„ угольника. 
12. Площадь  полуправнльного  равно- 


стороннего 2и-угольника со стороной а и 
одним из углов В равна 


2-е [В+ — че ем | 





Полуправильные пирамиды 


Пирамиду, у которой равны все 
боковые ребра, а плоские углы при 
вершине равны через один, назовем 
полуправильной равнореберной пира- 
милой. 


Рис. 8. 


Пирамиду, у которой плоские уг- 
лы при вершине одинаковы, а бо- 
ковые ребра равны через одно, на- 
зовем полуправильной  равноуголь- 
ной пирамидой. 

Свойства таких пирамид получа- 
ются из СВОЙСТВ полуправильных мно- 
гоугольников. Мы их сформулируем, 
а вы попробуйте доказать эти свой- 
ства самостоятельно. 

1. Основаннем полуправильной равноре- 
берной пирамиды является полуправильный 
равноугольный многоугольник. 

2. Малые диагональные сечения МА, Аз, 
МА. А, МА,А., ... полуправильной равно- 
реберной пирамнды ограничивают правильную 
пирамиду (рис. 7). 

3. Около полуправильной равнореберной 
пнрамиды можно описать сферу. 

4. Если число вершин основания полу- 
правнльной равнореберной пнрамиды крат- 
но 4, то большие диагональные сечення пира- 
миды пересекаются по высоте, опущенной на 
ее основание. 

5. Плоскость, проходящая через середи- 
ны двух параллельных сторон основання ни 
вершнну полуправнльной равнореберной пи- 
рамнды, перлендикулярна плоскости ос- 
нования. 

6. Малые диагональные сечения МА, А», 
МА. Аа, МАзАь.... полуправильной равно- 
реберной пнрамиды ограничивают полупра- 
вильную равноугольиую пирамнлу (рнс. 8). 


Рассмотрите еще пирамиду, у кото- 
рой боковые ребра равны через од- 
но и плоские углы при вершине рав- 
ны через один. Какие из свойств 
полуправильных пирамид сохраня- 
ются для такой пирамилы? 
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ЗАДАЧНИК 





ЗАДАЧИ 


№71. Прямоугольная таблица из т 
строк и л столбцов заполнена числами. 
Переставим числа в каждой строке 
в порядке возрастания. Докажите, что 
если после этого переставить числа 
в каждом столбце в порядке возраста- 
ния, то в каждой строке они по-преж- 
нему будут стоять в порядке возрас- 
тания. 

Подумайте, что будет, если дейст- 
вовать В другом порядке: в перво- 
начальной таблице сначала переста- 


вить числа по возрастанию в столб-. 


цах, а потом — в строках: получит- 
ся ли в результате та же самая таб- 
лица, что и в первом случае, или 
другая? 

М72. Решите уравнение 


3 - 3 - 
уху 1+х =р, 








где р — произвольное вещественное 
число. 
Ю. И. Ионин 

М7. На лотерейном билете тре- 
буется отметить 8 клеточек из 64. Ка- 
кова вероятность того, что после рс- 
зыгрыша, в котором также будет выб- 
рано 8 каких-то клеток из 64 (причем 
все такие возможности мы считаем 
равновероятными}, окажется, что уга- 
даны ровно 4 клетки? 5 клеток?... 
все 8 клеток? 

М74. Многочлен р обладает таким 
свойством: для некоторого числа а 


р(х) = ра—х). 
Докажите, что р(х) можно предста- 
2 
вить в виде многочленаот | х — =". 


Например, если р(х)=л+(1—х)5, то, 
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очевидно, р(х)=р(р—х) и, как не- 
трудно проверить, 


5 1 
р (х) = 5% + Ув, 


где и= | 5} 


МТ5. а) Доказать, что в любом вы- 
пуклом многограннике сумма длин 
всех ребер больше утроенного диа- 
метра. (Диаметром многогранника на- 
зывается наибольшая из длин всевоз- 
можных отрезков с концами в верии- 
нах мнсгогранника.) 

6) Доказать, что для любых двух 
вершин А и В выпуклого многогран- 
ника найдутся три ломаные, каждая 
из которых идет по ребрам многогран- 
ника из Ав В и ннкакие две не про- 
ходят по одному ребру. 

в) Доказать, что если в выпуклом 
многограннике разрезать два ребра, то 
для любых двух его вершин А и В 
найдется ломаная, идущая из А в В 
по оставшимся ребрам. 

г) Доказать, что в задаче 6) можно 
выбрать три ломаные, попарно не име- 
ющие общих вершин, за исключением 
концов А и В. 

А. Г. Кушниренко 


Ф83З. Доска массы т и длины [ 
лежит на горизонтальном полу. Ко- 
эффициент трения доски о пол равен 
№. Какую рабсту надо совершить для 
того, чтобы повернуть доску в гори- 
зонтальной плоскости на малый угол 
а вокруг одного из ее концов? 

$84. «Черный ящик» (коробка с 
неизвестной схемой внутри) имеет две 
пары выводов Если к Выво- 
дам { приложить напряжение И, то 





Рис. 1. 


вольтметр с очень большим внутрен- 
ним сопротивлением, подсоединенный 


к выводам П, покажет напряжение 
и 


>. Если же подать напряжение И 
на выводы Ш, то вольтметр, подсое- 
днненный к выводам |, покажет {. 
Какая электрическая схема иаходит- 
ся в «ящике»? 

С. Г. Семенчинский 


$85. Можно ли провести с удеаль- 
ным газом замкнутый процесс (цикл) 
так, чтобы точки А и В (рис. 1) ле- 
жали на одной изотерме? 

Т‹ мпературы ТГ, и Т., которым 
соответствуют изотермы, проведенные 
на рисунке, и объем У, (или И)) з2- 
.пАВи 

Б. Б. Биухозцев 


$86. В опыте Милликена положе- 
ние капельки весом 10-8 г опреде- 
ляется микроскопом с точностью до 
10 мк. Какова неточность в опреде- 
лении ее скорости? 

ФЗ7Т. Источиик сферических волн 
движется по поверхности воды со ско- 
ростью и. Нарисуйте картины волн 
на поверхности воды, когда скорость 
волн с больше и меньше скорости ис- 
точника. 


Л. Г. Асламазов 


ИЗ ИСТОРИИ ФИЗИКИ 


Первые электромагниты 
появились  №скоре после 
того, как Христиан Эрстед 
в 1820 году открыл магнит. 
ное действие электрического 
тока. Уже осенью того же 
1820 года Ампер придумал 
безжелезный электромагнит 
— соленонд (название это 
тоже введено  Ампером). 
Тремя годами позже мало- 
известный английский пре- 
подаватель физики Слерд- 
жен придумал, изготовия 
н показывал на лекциях пер- 
вый настоящий электромаг- 
нит в виде покрытого лаком 
железного стержня (см. рис.) 
с намотанной на нем про- 





волокой. Лак служил 
эикеумческой — изолямией. 
Как большое  достиженне 
отмечалось, что этим элект- 
ромагинтом можно было 
удерживать несколько де- 
сятков граммов железа. 
Стердженом же был изготов- 
лен и первый подковообраз- 
ный электромагнит, которым 
можно было удерживать 
груз более 4 кг. 

(«Окончанне наз. стр. 44.) 
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ЗАДАЧНИК СОСТ 
Е № 





РЕШЕНИЯ 


М26 


Предположим, что в каждом номере на- 
шего журизла в задачнике «Кванта» будет 
иаять задач по математике. Обозначим через 
рах. у) номер первой из задач х-го вомера 
журнала за у-Й год (например, { (6.1970) _ 

26). Насншите общую формулу для { (х, й) 
лая всехох, у (Ех: !2, у..1970). Ревите 
уравнение $ {х. 5) -- Ц. 


Функция { удовлетворяет следу- 
ющим условиям: 


1) 1,1970) =1; 
2) Кх-4, )и=Их,и) +5 (15х< 12) 


— за каждый месяц [(х, иувеличи- 
вается на 5; 


3) К1, иу-+1) =, И +60 — за каж- 
дый год Кх, и) увеличивается на 60. 
Ясно, что этими условиями функ- 
ция однозначно определяется; ее мож- 
но задать, например, такой формулой: 


Кх, у=5х -60(у—1970)—4. 


Нетрудно проверить, что {(5,2003) = 
==2001; }6,2003)=2006. — Поэтому 
уравнение [(х, и) =у не имеет реше- 
ний. 

Правильные ри прислгли Е. Орлюк 
из Житомира, Н. Ильин из гсселка Захар 
Иркутской обл.. М. Перельмутер из Киева 
и другие читатели. 

Из сказанного выше ясно, что если бы 
мы ввели еще такую функцию: Ё(#, х, у — 
иомер А-Й задачн х-го номера журнала за у-й 
год (15А=<5,15=х=<:12, у>1970), то уравнение 
Е(В, х, у) = у имело бы единственное реше- 
ние &-=3, х=5, у=2003 — другими словами, 
еслн наша система сохранится до тех пор 
неизменной (по-прежнему в каждом номере 
будет пять задач по математике), то третья 


задача в задачнике «Кванта» № 5 за 2003 год. 


будет иметь номер М2003. Общая формула 
для [(В, х, и) такова: 
Е(Е, х, ) = Е 5х- 60 (у — 1970) — 5. 
Для читателей, пожалуй, полезнее фор- 
мулы, задающие обратную функцию, которые 
по номеру л задачи позволяют найтн год у и 


номер журнала х, в котором предлагалась 
эта .задача. 
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Для этого удобно использовать такие обо- 
значения: [а}— целая часть числа а (на- 
ибольшее целое число, не превосходящее а) и 
{а} = а—[а] — дробная часть числа а. 

Проверьте, что 


сео 








М27 
ТИ : 
Докажите, что сели 

ИИ 
нь 0. то 
С [ . г |6) 
{6—5  (е-а) “ 0 | 


Это утверждение следует из такого 
тождества: 


а ь с 1 
Е Неа те С 7 
1 1 а 
Е) + 

с 


+5. 


Для его доказательства достаточно 
почленно перемножить две суммы, 
стоящие в левой части тождества, и 
учесть, что сумма трех дробей 


а 1 1 
НЕ + =—)= 
са — аб 
= а—560-—-де-а ' 
| 1 1 
с—а = +=—)= 
п ВОЕН: 
(а@а—6)6 —9Сс—а) ' 


С | 1 
Ве + = 
вс — са 
= @—56—9д-—а) 
равна нулю. 


Б--3 


Такое решение прислал А. Шильштут 
нз Ташкента. Менее прозрачные, но тоже 
верные решения прислали Б. Пагис из Но- 
вомосковска Тульской области и А. Изэбиц- 
кий из Малориты Брестской области. 

После прочтения такого искусственного 
решения, конечно, может возникнуть вполне 
резонный вопрос: а как догадаться, что дан- 
ное выражение к умножить именно на 
+ Е? Нельзя ли приду- 


мать общий способ рассуждення, позволяю- 
щий решать подобные задачи? 

Более естественно было бы решать эту 
задачу так. Запишем данные выражения в 
внде отношения двух многочленов; 





а ь , с . 
веет 





р (а, Ь, с) 
= @—-0е—6с-а , 
а |.) с 


Ш Ге фе ы= 


9 (а, 6, с) 
—@-— 66 —-9д*-—а} 


(р будет многочленом третьей степени, а 
а 9 — пятой). Мы должны доказать, что если 
р (@, Б, с) = 0, тои д (а, 6, ©) =0. Бстествен- 
но попробовать доказать, что многочлен 4 
делится на многочлен р. то есть найти такой 
многочлен г=—г (а, 6, с), что 9==рг (можно до- 
казать общую теорему для многочленов от 
любого числа переменных: если д равен нулю 
при всех тех значеннях переменных, при ко- 
торых р равен нулю, и при этом многочлен р 
неприводим, то есть не раскладывается на 
множители — а в данном случае так оно и 
есть, — то $ должен делиться на р). Делить 
многочлены можно обычным образом — «угол- 
ком», считая их многочленами от одной пе- 
ременной а (в коэффициенты которых входят 
буквы Ви с); например, р запишется так: 


р (а, 5, с) —- —23 -- р (6,5) а? — 
- р» (6,с) а | рз (5.5). 


В результате мы получили бы, разумеется, 
что 9= ре, где 
1 
г (а, 6, с) = (а— 5) (6—9 -<{ 5 + 
1 1 
Е] а 


с — 58 —с. 


В данном примере осуществление этого пла- 
на решения связано с очень трудоемкими 
вычислениями (в многочлене д (а, 6, ддаже 
после приведения подобных членов останется 
21 член!), но мы очень советуем читателям 
обдумать все детали этого общего плана, при- 
менимого ко многим другим задачам. 


Н. Б. Васильев 
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а) Из 19 шаров 2 радиоактивны. Про лю- 
бую кучку шаров за одну проверку можно 
узнать, имеется ли в ней хотя бы один радно- 
активный шар или нет (но мельзя узнать, 
сколько таких шаров в кучке). Докажите, 
что за 8 проверок можно выделить оба радно- 
активных шара. 

6) Из И шаров 2 радиоактивны. Докажн- 
те. что менее чем за 7 проверок нельзя га- 
рантировать выделение обоих радноактивных 
шаров. 


Начнем с аналогичной, но более 
простой задачи. Пусть дано л ша- 
ров, среди которых один радиоак- 
тивен; за сколько проверок его можно 
выделить? Легко указать способ, 
позволяющий за № проверок выделить 
один из п=2* шаров: вначале делим 
все шары на две равные кучки по 
2*-1 шаров в каждой, проверяем од- 
ну из них и тем самым определяем, 
в какой из них находится радиоак- 
тивный шар, затем эту кучку из 2*-1 
шаров снова делим пополам, прове- 
ряем одну из половин и т. д. — при 
каждой проверке число шаров умень- 
шается вдвое, и после К проверок 
мы найдем радиоактивный шар. Яс- 
но, что если п<<2*, то тоже достаточ- 
но А проверок. Итак, для того что- 
бы выделить один радиоактивный шар 
из п, достаточно проделать }{,(л) про- 
верок, где }(п) — наименьшее целое 
число А, для которого л<52* (другими 
словами, [:(п) — наименьшее целое 
число, большее или равное |оБ.п). 
Ниже мы увидим, что меньшего чис- 
ла проверок заведомо недостаточно. 

Теперь перейдем непосредственно 
к решению нашей задачи. Здесь уже 
не удается получить точный резуль- 
тат сразу для любого п, и мы выяс- 
ним сначала, за сколько проверок 
можно выделить 2 радиоактивных ша- 
ра из п, если п — небольшое число. 

Для п = 3 достаточно двух 
проверок; после того, как мы про- 
верим один за другим два шара, 
будет уже ясно, радифактивен ли ос- 
тавшийся третий шар. Может, ко- 
нечно случиться, что первый же про- 
веренный шар не радиоактивен, и тог- 
да дальнейшие проверки не нужны; 
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1-я проверка 
2-я проверка 
3-я проверка 
4-я проверка 


3-я проверка 


Рис. 1. На этом рисунке представлен спо- 
соб. позволяющий за 5 проверок выделить 
2 радиоактивных шара из 7. Мы счятаем, что 
шары занумерованы числами 1, 2, ..., 7, 
и в каждой клетке записываем кучку шаров. 
которые подвергаются проверке (иногда куч- 
ка состоит из одного шара). Например. пер- 
вой проверяется кучка из трех шаров (1, 2, 3}. 
У каждой проверки возможны два исхода: 
честь радиоактивность» — тогда нужно идтн 


но нас интересует, за какое число 
проверок можно выделить радисак- 
тивные шары наверняка, при любом, 
даже самом невыгодном для нас ва- 
рнанте их расположения. Точно так 
же, проверяя шары один за другим, 
можно выделить два шара из 4 за 
3 проверки, из 5 — за 4, изб — за 5, 
из 7 — за б ит. д. Впрочем, для п== 
—=7 можно обойтись и пятью провер- 
ками. Прежде чем читать решение 
дальше, попробуйте это доказать, то 
есть найтн соответствующий способ 
поиска радиоактивных шаров. Один 
такой способ (их существует несколь- 
ко) указан на рисунке 1. 


Этот рисупок помогает понять, что 
мы понимаем под словами «слособ 
поиска шаров»: чтобы задать ка- 
кой-то способ, нужно указать кучку 
шаров, которая проверяется пер- 
вой, а также указать, какую кучку 
проверять после каждого из возмож- 
ных исходов очередного испытания на 
радиоактивность; другими словами, 
нужно начертить диаграмму из пря- 
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по красной стрелке, и «нст радноактнвности» 
тогда по черной стрелие, Если клетка заштри- 
хована, значит, дальнейшие проверки ис 
нужны. Для каждого пути, спускающегося по 
стрелкам сверху вниз, в результате всех про- 
деланных на этом пути проверок можно уста- 
нОВИТЬ, какая именно пара шаров радиоактив- 
на (она указана под самой нижней стрелкой). 
Убедитесь в этом! 


моугольных клеточек и стрелок — та- 
кую же, как на рисунке |, только, 
если нужно, с другим числом В про- 
верок — и вписать в каждую клетку 
какие-то номера шаров. 

Теперь постараемся ответить на 
два тесио связаиных между собой воп- 
роса: как найти способ поиска двух 
шаров среди л, состоящий из А про- 
верок, если такой способ существует; 
если его не существует, то как это 
доказать? 

В принциве для любых конкретных лн 
эти вопросы можно решить «полным пере. 
бором» перепробовать один за другим все 
возможные слособы заполнить клетки днаг- 
раммы, соответствующей А проверкам. под- 
множествами из я шаров (ведь таких способов 
существует конечное число!) и для каждого 
из этих способов провернть, позволяет ли 
он выделить радиоактивные шары или нет 
(то есть будут ли разным предположениям: 
какая именно пара шаров радиоактивна — 
соответствовать разные путн по стрелзочкам 
сверху вниз). Но число такнх способов даже 
прин небольших л и Ё настолько велико, что 
практнческн проделать «полный перебор» 
невозможно даже с помощью вычислительной 
малиты (например, при п=:1] н #=7 за- 
полнить клетки Днаграммы кучкамн можно 


более чем 10% разных способов!). Мы пока- 
жем сейчас, как можно этот перебор сильно 
сократить. 

Вернемся снова к рисунку 1. От 
самого нижнего ряда клеточек, соот- 
ветствующего последней, пятой про- 
верке, отходит 2°—=32 стрелки. В об- 
щем случае, для А проверок, их будет 
2. Если способ поиска, записанный 
на диаграмме, гарантирует выделение 
радноактивных шаров, то каждой из 
этих стрелочек соответствует только 
один из возможных вариантов ответа: 
какие именно два шара радиоактивны 
(но, может быть, разным стрелочкам 
соответствует один и тот же вариант). 
Поэтому число различных возможных 
вариантов ответа заведомо не боль- 
ше числа стрелочек, то есть не 
больше 2^. 


Сформулируем это основное сооб- 
ражение так: 

Если число возможных вариантов 
больше 2*, то не существует способа, 
позволяющего за А проверок выделить 
один из этих вариантов. 


То же самое можно сказать так: 


Если существует. способ, позволя- 
ющий за # проверок выбрать один 
вариант из № возможных, то №=<2^. 


(Последнее неравенство можно за- 
писать еще и так: АР (М).) 


Конечно, это правило применимо 
к любой задаче, где нужно выбрать 
один вариаит из ^ по результатам 
нескольких проверок; важно лишь то, 
что каждая проверка имеет два воз- 
можных исхода (в нашей задаче эти 
исходы таковы: «есть радиоактив- 
ность» и «нет радиоактивности»). 
В частности, из этого правила сле- 
дует, что нельзя выделить один ра- 
диоактивный шар из л менее чем за 
(п) проверок: если [1(п) = №, то 
2*-1<п, аразличных вариантов в этой 
задаче существует л (радиоактивен |-й 
шар, радиоактивен 2-й шар, ..., ра- 
диоактивен л-й шар). 

Вернемся снова к задаче, где име- 
ется два радиоактивных шара. Сколь- 
ко здесь различных вариантов? На 
рисунке |, где мы выбираем 2 шара 
из 7, число вариантов равно 21. В об- 


п®-—-0 

2 
вариантов выбрать 2 шара из пл. Из 
нашего основного правила, напечатан- 
ного выше на розовом фоне, следует, 
что если можно за # проверок выде- 
лить 2 шара из п, то ПИ <, 
Условимся обозначать наименьшее 
число проверок, необходимое для вы- 
деления 2 шаров из п, через [.(п). 
Тогда последнее неравенство можно 
записать так: 


Ё (п) = п" -^ “=”. 


щем случае существует С? = 





л [за зб 










п Ио И | 6ю ба 28 


и о о. 


в (7 "—— |2 4455 


| с) | 23 


Из таблицы видно, что при неко- 
торых п (например, при п=6, л--8) 
здесь возможно и строгое неравенство. 
Действительно, для того чтобы за Ё 
проверок можно было найти 2 радно- 
активных шара среди п, мало того, 
чтобы — выполнялссь — неравенство 
пп — 1) 

2 
вариантов, для которых первая прс- 
верка дала результат « -1-» (есть радио- 
активность), было не больше 2-1 и та- 
ких, для которых она дала результат 
«—» (нет радиоактивностн), тоже бы- 
ло бы не больше 2*71, — ведь иначе, 
согласно основному правилу, мы не 
сможем за &—1 проверку выбрать из 
этих вариантов один! Точно так же 
каждому из исходов «+ -» (1-я про- 
верка «-», 2-я проверка « т»), «-+—>», 
«—-», «&— —» должно соответство- 
вать не более 2-2 варнантов и т. д. 

Мы вернемся к решению этой за- 
дачи в следующем номере журнала. 





<2*. Нужно еще, чтобы таких 


А. Н. Вилемкин 
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$35. 


Спутник летит на высоте /=300 км. Ка- 
кие неподвяжные предметы можно будет рзс- 
смотреть на фотографии, сделанной со спут- 
ника, если время экспозицин составляет 
Т==0,2 сек? 

На фотографии, полученной со 
спутника, при хорошем качестве плен- 
ки можно будет рассмотреть тё непод- 
вижные предметы, величина которых 
превышает смещение спутника отно- 
сительно Земли за время экспозиции. 
Предметы меньших размеров на фо- 
тографии будут нерезкими — «размы- 
тыми». 

Для того чтобы найти смещение 
спутника, нам нужно знать период 
Т обращения спутника вокруг Зем- 
ли. Нетрудно найти угловую скорость 
« вращения спутника. Считая ор. 
биту круговой, мы можем записать 
уравнение движения спутлика (урав- 
нение второго закона Ньютона): 


Мт 
то? В) = 
(В+) = Тю 
(т — масса спутника М — масса 


Земли, К — радиус Земли и ф7— 
гравитационная постояпная). Отсюда 


(© 


в =2^у/ РЗ”, 
© м 


Так как #«Ю, то мы можем пре- 
небречь А по сравнению с А и запи- 
сать формулу для периода обращения 
спутника в виде 


з 
Т=2л у т 
*М 
Это выражение можно еще упростить. 
Так как тело массы ии, лежащее на 


поверхности Земли, притягивается 
к ней с силой, равной то, 


то те= У. Поэтому у = н 
Р—2и у _® 2 5000 сек. 
5 


Пусть спутник находится над точ- 
кой А земной поверхности {рис. 2). 
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Рис. 2. 


За время экспозиции т он сделает 
т 
7 часть оборота вокруг Земли и бу- 


дет находиться над точкой В. `Най- 
дем расстояние [ между точками АД 
и В: 


21 Ю т 
Аа =. в. ( 2") = 





=2лВ-т = 1.6.103 м. 


Таким образом, на фотографии мож- 
но будет рассмотреть предметы, раз- 
меры которых болыше 1,6 км. 

Если считать, что объектив фо- 
токамеры нмест фокусное расстояние 
10 см, то, как нетрудно подсчитать, 
предметы длиной 1,6 км на фотоплен- 
ке должны иметь размер 0,5 мм. Это 
означает, что определяющим при фо- 
тографировании будет не качество 
пленки, а размытость изображения из- 
за смещения спутника. 


Фзб 


Капля жидкости лежит на плоской ето- 
роне полусферической стеклянной пластинки. 
Покажите, как можно определить показатель 
преломления. жидкости из наблюдений пол- 
ного внутреннего отражения. Показатель 
преломлення стекла тоже нензвестен, н его 
надо определить. 

Если луч света идет так, как по- 
казано на рисунке 3, то мы можем 
записать, что 

т В 
Ш @ 





— жс+ 





Рис. 3. 


где п„с — показатсль преломления 
луча света при переходе из жидкости 
в стекло. 

При полном внутреннем отраже- 
нии света на границе стекло — жил- 
кость и==90°, и поэтому зт Во= Пе, 
гдеВ, — угол падения луча, при кото- 
ром наблюдается полисе внутреннее 
отражение. Аналогично для полного 
виутреннего отражения света на гра- 
нице стекло — воздух мы можем за- 


писать $15, =, где п, — показа- 
тель преломления стекла. Из этих двух 
формул, учитывая, что Лже= ть : 
найдем 

5 Вз 





И — 


эт би ° 





Рис. 4. 


Теперь несложно определить лока- 
затель преломления жидкости: на- 
править луч света так, чтобы его 
можно было наблюдать лишь испытав- 
шим полное внутреннее отражение на 
границе раздела стекло — жидкость. 
Этим мы определим угол В,. Затем 
точно так же определим угол 5,. Пос- 
ле этого вычислить показатель пре- 
ломления жидкости не составит тру- 
да. Провести опыты поможет то обсто- 
ятельство, что луч не испытывает 
преломления на сферической границе 
стекла и воздуха, так как он падает 
перпендикулярно поверхности стекла. 
Эмо позволяет легко определить на- 
правление луча, падающего на плос- 
кую границу пластинки. 


ФЗ? 


3 двух вертикально расположенных ци- 
яиндрах. площалн сечеиня которых $: н $% 
находятся два невесомых поршня, соединен- 
ных тонкой невесомой нитью длины { (рис. 4}. 
Пространство между поршнями заполнено 
водой. Найти натяжение ннтн, если концы 


сосудов открыты’ в атмосферу. Плотность 


воды П. 


Если давление жидкости на боль- 
шой поршень (с площадью $,} раг- 
но р, а атмосферное давление ре, то 
на поршень действует вверх сила дав- 
ления Р,=$.:р, а вниз — сила Т на- 
тяжения нити и сила атмосферного 
давления Р\=ро-5,:.Так как поршень 


находится в равновесии, то 


Зар=Заре-Т. 
Аналогичное уравнение можно ссста- 
вить и для нижнего поршия: вверх 
на него действуют сила натяжения 
нити 7 и сила атмосферного давления 
Е,= РоЗз, авниз — сила давления во- 
ды Ё,=р’$,. Причем давление р’ во- 
ды на нижний поршень на величину 
р8[ больше, чем на верхний. Так как 
поршень находится в равновесин, то 


Т-+роэз==(р-+-2805*. 
Решая оба уравнения совместно, най- 
дем 
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Обычно мы проверяем ответ, ис- 
следуя его при предельных значениях 
параметров. Будем считать, что $,— 
—51. В этом случае Т->оо. Это и по- 
нятно. Вся система сохраняет равно- 
весие благодаря давлению воды на 
кольцо с площадью $,— 5, на верхнем 
поршне. Если $,—$,, то давление 
на это кольцо должно стремиться 
к бесконечности. При этом к бесконеч- 
ности должна стремиться н сила на- 
тяжения нити. 

При $,=$. мы получим, что ТГ 
бесконечно. Однако это уже неверно. 
Подобный предельный переход невоз- 
можен. Решая задачу, мы исходили 
из того, что система находится в рав- 
новесии. Однако при $,=$. равно- 
весие невозможно и система поршней 
будет падать равноускоренно с уско- 
рением свободного падения р. Натя- 
жение нити в этом случае должно 
быть равно нулю. Этот пример пока- 
зывает, как осторожно нужно отно- 
ситься к предельным переходам в фи- 
зике. Нужно следить за тем, чтобы 
при этом явление не стало совсем 
ИВЫМ. 

Такое решение прислалн Н. Федин из 
Омска, десятиклассник М. Федоров из Моск- 
вы, А. Рагозин из Ижевска. 

Интересное решение предложил А. Жуков 
нз Кировска Донецкой областн. Он вос- 
пользовался методом виртуальных переме- 
щений. Хотя подробный рассказ об этом ме- 
тоде требует особой большой статьи, реше- 
ние будет понятно в так. 

Пусть нить уменьшилась на А, 
причем верхний поршень переместил- 
ся на А[,, анижний — на А[.. Так как 
при этом объем воды между поршнями 
не изменился, то оба поршня должны 
сместиться в одну и ту же сторону 
(опуститься), причем так, что 


А $, = 41.5. и А. — А = = А{ 


(АГ .>АН). 
Решая эти уравнения совместно, 
найдем 
АН Ме и 1, — АЕ 5. 


Изменение потенциальной энергии 
системы при перемещении объема вс- 
ды р5.АД (или р5.А4) на'Ё должно 
быть равно работе силы натяжения 
нити. Поэтому мы можем записать, 
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Рис. 5. 
что 
ТАЕ-РЕКА 5 )=реКА, 5). 
Отсюда 
р ВЕ: В 
Ск 
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Широкое колено О-образного ртутного 
манометра нмеет втрое больший днамегр. 
чем узкое. К какому колену следует прикрс- 
пить шкалу для отсчета нзменения давления, 
чтобы точность измерения была выше? 


Пусть при изменении давления уро- 
вень ртути в широком колене поднял- 
ся на АЙ, а в узком — опустился 
на АЯ. Из условия неразрывности 
столба АА. $1=АА.5.. Отсюда 
Ай. == = Ал, 5. == ЭАЙ, . 

Это означает, что если шкалу прикре- 
пить к тонкому колену манометра, 
то цена деления будет в 9 раз меньше. 
В 9 раз точнее будет при этом и отсчет 
изменения давления. 

Интересно посмотреть, к какому 
из колен манометра выгоднее подсое- 
динять сосуд, в котором мы измеряем 
изменение давления. Из условия рав- 
новесия жидкости в О-образном со- 
суде мы можем записать 


р-+Ар=р +061, 


тде й -—- разность уровней жидкости 
в коленах (рис. 5). Из этого уравне- 
ния найдем, что й => . Мы видим, 
что Н не зависит от площадей колен 
манометра. Это означает, что точ- 
ность измерений при подсоединении 
сосуда как к широкому, так и к уз- 
кому колену одна и та же. 
Правильное решение прислали А. Жуков 


н восьмиклассница С. Пастухова из Сверд- 
ловска. 
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Планету раднуса г н массы М окружает 
равноплотная атмосфера, состоящая из газа 
С молекулярным весом м. Какова темпера- 
тура атмосферы на поверхностн планеты, если 
высота атмосферы равна А? 


Запишем уравнение газового сос- 
тояния для объема газа У с массой т 
(уравнение Менделеева — Клапей- 
рона): 


т 
== в 


Р — давление, У — объем газа, Ю — 


газовая постоянная и Г — температу- 
т 
ра. Так как -у =р, где р — плот- 


ность газа, то это уравнение мы можем 


переписать в виде Р= ВТ. 
ее 
Отсюда Т = РЕ. 


Ясно, что для того, чтобы найти 
температуру на поверхности планеты, 
нам нужно найти давление на ее по- 
верхностн. Если р = соп${, то Р-=рей, 
где р — ускорение свободного  паде- 
ния на данной планете. Найдем его. 

Для тела массы т, находящегося 
на поверхности планеты, сила притя- 
жения равна т. С другой стороны, 
согласно закону всемирного тяготе- 


ния она равна п, Поэтому можно 


записать, что 





тру 


тм 
г? 
Отсюда Е иР= ру А. 


Подставив это выражение для Р вурав- 


нение для температуры, получим 


— УМыв 
Та р: 
Правильное решение задачи прислал 


В. Мальков из Орши и А. Проскуряков из 
Москвы. 
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Прин какой разности потенциалов между 
электродамн зажнгается неоновая лампочка, 
если энергия ионизации исона 1=21,5 зе, 
а среднее расстоянне между двумя последо- 
вательнымн столкновениямн электрона с ато- 
мамин газа равно [= 0,4 мм? Электроды имеют 
вид больших плоских пластин, расположен- 
ных на расстоянии 4=3 им друг от друга. 


Если разность потенциалов между 
электродами (, то напряженность 
электрического поля между ними 


[й 
Е = -т. В этом поле на электрон дей- 


ствует сила ЁЕ=Е-е (е — заряд элек- 
трона), сообщающая ему ускорение 


Е Е (е 
неа, Где т — масса 
электрона. 


При столкновении с атомом газа 
электрон передает ему свою энергию 
и останавливается (мы считаем, ‘что 
столкновение неупруго). Масса атома 
много больше массы электрона. По- 


этому атому газа при столкновении пе- 
та 


то 
редается энергия -5з 


мая электроном между его последо- 

вательными столкновениями. Эта 

энергия должна быть равна энергии 
ионизации газа [: 

ти * 

о ыы 1 " ( ) 

Найдем теперь скорость, приобре- 

таемую электроном. Если время раз- 

гона равно т, то мы можем записать, 


прниобретае- 











(е а? Пет 
что =“ =щути = = 
Из этих уравненнй найдем, что 

о=з/ _264 | 
та 


Подставляя это выражение для и 
в уравненне (»), получим 

ое 

= =/. 








ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 





ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


Показательными уравнениями 
обычно-называют уравнения, в кото- 
рых неизвестная величина содержится 
в показателе степени (а основания сте- 
пеней ее не содержат). 

Решение показательных уравнений 
основано на следующем свойстве сте- 
пеней: 

если две степени содним и тем же 
положительным и отличным от еди- 
ницы основанием равны, то равны и их 
показатели. 

Согласно этому свойству простей- 
шее показательное уравнение 


ах==В {а>0, а5=1, 5>0) 


решается следующим образом: 


то 


а’ =а 


‚ Х= ЮФ. 
Трудность при решении показа- 
тельных уравнений часто состоит 
в том, что нужно уметь увидеть общее 
основание левой и правой частей 
уравнения. Если в уравненни 


4 \х 27х12 

вы 
2 3 о 

общее основание з (или 5) левой 


и правой частей сразу бросается в гла- 
за, то в уравнении 


(0,4)х-1=(6,25)5-° (2) 
для отыскання общего основания = 


5 
(или 5) необходимо предварительно 


обратить десятичные дроби в обыкно- 

венные. (Доведите до конца решения 

приведенных примеров; в уравнении 

(1) вы получите ответ х=2, а в урав- 
И 


нении (2) х=-з .) 
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В. В. Гольдберг 


Для сведения многих показатель- 
ных уравнений к простейшему часто 
бывает полезна следующая хорошо из- 
вестная формула: 


аР- ВР=(абР. (3) 


Пример 1. 
нение 


Решить урав- 


373% -И5х = 295. 


Решение. Запишем уравнение 
в виде хх 
3*.5? = 225. 


Пользуясь формулой (3), получим 
151 == 152, 
откуда находим х-4. 
Пример 2. Решить уравнение 
23х.5%=- 1600. 
Решение. Имеем следующую 
цепочку эквивалентных уравнений: 


(2°)х.5х=1600, 8х.5*=1600, 
40^=40?, х=2. 
Легко свести к простейшему урав- 
нение вида 


2%) —1 (4>0, в521. 


Для этого достаточно единицу пред- 
ставить как а в нулевой степени: 
1=09. 


Пример 3. Решить уравнение 


5х2]. 


Решение. Последовательно на- 
ходим 


5х -1—50, хх 9—0, 


х=—-2, х.= 1 . 


Пример 4. Решить уравнение 
93-5х.75х-3-—1|. 


Решение. По определению сте- 
пени с отрицательным показателем 


5х—3 
93—85 — (5) "“^”. Далее последова- 


тельно находим 


7 \5х--3 7 \0 ог 
(5) - (5) ‚ 5х—3=0, 


__3 
Хх = =. 
Пример 5. Решить уравнение 
32*—1.63х+2 -- 5.52.3, 


Решение. В этом уравнении 
имеются два основания: Зи 5. Под- 
считаем, с каким показателем эти ос- 
нования входят в уравнение. С этой 
целью «перенесем» (с помощью деле- 
ния) все члены в левую часть: 

32х—1 53х+ 2.5 


9.33х о 52х 
Далее имеем 


анани, (2) (8, 


х+3-=0, х= — 3. 


1. 


Пример 6. Решить уравнение 


3-4 1.942 — 6-41 
1 х 
9+. 


Решение. Сгруппируем чле- 
ны, содержащие 4^ и 9х: 
1 9 
9х (381 +=) - 4* (24—3), 


63 сх г 
—5 `9*=21-4=. 


Сокращая на 21, получим > .9* = 4*, 


3\2х4-1 3 \0 
или (5) = (=) ‚ откуда находим 
2% 1=0, х= —-. 
К простейшим показательным 


уравнениям иногда удается свести по- 
казательные уравнения более слож- 
ного вида: 

Ка®)=0. 

Замена аХ= у сводит это уравне- 
ние к уравнению [(и)=0. Если и,,... 
.... Ук-—корни последнего уравнения, 
то нам сстается решить совокупность 
простейших показательных уравнений 


а^=ут, ВА а^=ук. 


Пример 7. Решить уравнение 
2х+1 |-3.2Х-3 76. 


Решение. Обозначим 2% через 


у, тогда уравнение примет вид 
Зи + = у = 76, откуда находим и=32. 


Таким образом, 2Х=32, 2х—98, х=5. 


Пример 8. Рецить уравнение 


ЗУ 8Г — 1079 +3=0. 


Решение. Перепишем уравне- 
ние в виде 


2 1 
3. 9* — 10.9*--3=0. 
1 


Обозначив 9” через у, получим квад- 
ратное уравнение относительно у:Зу2?— 


—1!0и--3=0, откуда и, =3, у == + 


Далее рассматриваем два случая: 


К решению квадратного уравне- 
ния сводятся решения таких показа- 
тельных уравнения, в которых имеют- 
ся три различных основания, образую- 
щие геометрическую — прогрессию, 
причем эти основания возводятся в 
одну иту же зависящую от х степень*). 


*) В общем виде такие уравнения можно 
записать следующим образом: а (т?) 


6 (тп Ос (п) 9) 0, где тп>>0, тэ1. 
Л 1, а, 6, с — любые действительные числа, 


т \®<) 
прнчем 270. Заменой (=) ==уэто урав- 
нение сводится к квадратному ау?-- Ви с=0. 
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Пример 9. Решить уравнение 
3.16% --36*=2.81х. 


Решение. Мы видим, что в этом 
уравнении основания 16, 36, 81 об- 
разуют геометрическую прогрессию и 
возводятся в одну и ту же степень х. 
Для решения разделим обе части 
уравнения на 81%. Получаем 


>)" = 


Обозначив (5) через у, приходим 


к квадратному уравнению 3у2-- у 
—2=0с корнями и = —1, у3=—-. 
Рассматриваем два случая: 


а) (5) = —1 (решений нет); 
э (+. )"-(9 


Пример 10. Решить уравнение 

27х -12х=2.8Х. 

Это уравнение близко к только что 
рассмотренному: показатель степени 
у оснований один и тот же, однако 
основания 27, 12 и 8 геометрической 
прогрессии не образуют. Геометриче- 
скую прогрессию образуют числа 27, 
18, 12 и 8 — мы можем считать, что 
член, содержащий 18%, входит в урав- 
нение с нулевым коэффициентом. 


Решение. Делим все члены на 
8, получаем 


3 \3х 3 \х 
("+В 
Обозначив (5) через у, приходим 
к кубическому уравнению 

уз у—2=0, 


левую часть которого легко разло- 
жить на множители: 


(—П-Ну—П=0, 
(уу? {у-2)=0. 
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Единственный действительный корень 
этого уравнения и= 1 приводит к урав- 


3 
нению (=) —1, откуда находим х=0. 


Пример 11. Решить уравнение 
5.285 -3—3.25-35 17—(). 
Решение. Перепишем уравне- 
ние в виде 
9 
$ .2з = +7=0. 
Обозначим 23Х через у, тогда получим: 


+10. 


52 --56у—768=0, 
и =—19,2; у.=8. 
а) 23х=—19,2 — уравнение не 
имеет решений. 
6) 23%—8, 23х —=23, Зх=3, х-—=1|. 
В разобранном примере произве- 
дение оснований равно единице, и это 
сразу бросается в глаза; в следующем 


примере этот факт заметить не так 
просто *). 


Пример 12. Решить 


(И5+2у6 + 
+(У5—2у6 )*=1. 


Решение. Перемножим основа- 
ния: 


У5+2у65 -И5—2у6 = 
=и25—924 =1. 
Если обозначить (Иё+ 275 }} че- 
(Уё—2и6 )*= 


Следова- 


уравне- 


рез и, то 
1 


у’ 


(Уё+2У5)* 


*) Заметнм, что уравнення, разобранные 
в примерах 11 н 12, можно отнести к тому же 
тнпу, что и уравнения примеров 9 и 10: ос- 





1 — 
новання степеней в них 2, 1, И И 5Е?у 6, 





1, ИБ 26 образуют геометрическую про- 
грессию и возводятся в одну и ту же завися- 
щую от х степень, 


тельно, уравнение принимает вид 
у+- =10 или /2—10у-1=0, от- 


куда находим у, =5-+2у6, у: =5— 
—2у6. Рассматриваем два случая: 


а) (И5+2У6 “=5+2у6, 
(ИУ) -(УЗЗУР). 


х, = 2. 
6) (И5+2у6 }*=5-2у6, 
(И5+2у6 )*= 
- (ИУ) *, в 
Не всегда показательное урав- 


нение можно отнести к одному из рас- 
смотренных типов. В следующих при- 


мерах даны уравнения, при решении ` 


которых появятся моменты, не встре- 
чавшиеся у нас ранее. 


Пример 13. Решиль уравнение 
5. НИ — 100. 


Решение. Перепишем урав- 
нение в виде 


3х 
5.221 = 63.28. (4) 
Разделим обе части уравнения (4) на 
52.22, получим 


[ х—2 
5-2 0+1], или 


[52 а. (5) 


Нетрудно видеть, что это равенст- 
во возможно в любом из двух случаев: 

а) показатель степени равен нулю, 
что дает х,=2; 

6) выражение, возводимое в сте- 
пень х—2, равно единице, что при- 
водит ко второму решению: 


1 
5.21, 5+1.9 == |, 
(х-+ 1) 165-+-162=0, 


При решении этого уравнения вто- 
рой корень часто теряют, либо забы- 
вая в уравнении (5) приравнять сс- 
нование единице, либо сразу прирав- 
нивая показатели убив урав- 
нении (4). 


Пример 14. Решить уравнение 
(Из+уз)*+(ИУ2-уз)* =>. 


Решение. Заметим, что 


(Уз+уз)!+ (ИУЁ-УЗ)* = 


Поэтому данное уравнение имеет ре- 
шение х=2. Трудность состоит в дс- 
казательстве единственности получен- 
ного решения. Здесь можно рассуж- 
дать, например, так. Запишем наше 
уравнение в виде 


(У [Уи "1.9 
Каждая из функций у= (УЕ 
иу= (ие как показатель- 


ная функция с основанием, меньшим 
единицы, является убывающей для 
—©0<5х< {-ео, поэтому их сумма — 
тоже убывающая функция. Значит, 
при х<2 левая часть уравнения (б) 
больше единицы, а при х>2 меньше 
единицы. 


Ответ: х==2. 


Упражнения 
Решить следующие уравнения: 
1. 2.0.5) -"Х = (0,25)'-"Х. 
2. 12254+8—33х.4х+8. 


х-1 х 
3. 2-4 2 „8-33. 
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1 
тре 
2 


> 

фо" о т 
5. 3.2510. 35 9+3 -3г- 
гы 7 

до 0 32-1. 


Зх+ 1-135-135-2565 -14-55 2, 
9%-1.1-3“ = 2.31.55. 


хх чо 


дх-- Ух: в. ох 1 Их 2 


== 6. 
10. 8%-1-18%--2.27%, 
11. 3-я 9х 9-х—.6. 


ее 5 
-Ут+ут- 


13. 69 — 1376-64 =0. 
14. 4*—2.147 43-49%. 


6. (У ерум-т "+ 
+ (и а—Уе-1 } == 2а 


(>). 


Проверьте, что уравнение примера 12 по- 


лучается из этого уравнения при а-=5. На- 
пишите, какой внд принимает это уравненне 


при в = 2, ]/3, 2, 3,4, 6. 
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х 


18. 2 — 32 = 1. 

17. (т 1-Е (со$ [= 1. 
18. 35-14-55-1—34. 

19. БУХ 4. 127Х = 13УЕ 
20. 10х*-—2.100*. 


21. 2+3 Зх? — 2. Зе ох-А, 
2 ам. 


23. хх = (Их). 


3 


Е 


24. х' >" = (Их). 


25. 8% .9.25Г? = 208. 


(Начало см. на стр. 31.) 


Следующий важный шаг 
в усовершенствовании элект- 
ромагиитов был сделан аме- 
риканским физиком Джо- 
зефом Генрн в 1827 году. 
Он первый догадался на- 
мотать на железный сер- 
дечник не один, а много 
слоев проволоки, а сами вит- 
ки укладывать вплотную 
друг к другу. Возможно, 
что до этого додумались 
бы и другие, но в то время 
еще не было проволоки, 
покрытой изоляцией. Генри 
и был первым, кто сделал 
такую проволоку. В продаже 
проводов с изоляцией тог- 
да, дан много позже, конеч- 
но, не было. По свидетельст- 
ву сотрудника Генри, изоб- 
ретателя телеграфа Ф. Мор- 
зе, даже в 1837 году ие 
голымн проволоками поль- 
зовались только ... модистки 
для изготовления каркасов 
дамских шляп. Провода, 
покрытые изоляцией, Генри 
изготовия сам. В качестве 
изоляционного матернала он 
использовал полосы из шел- 
ка, нарезаниото из... наря- 
дов его жены (в те времена 
женщины носнлн длинны 
н пышные — одежды). Так 
впервые появились и были 
нспользованы — изолирован- 
ные провода. Судя по сохра- 
нившимся в музее электро- 
магнитам Генри, ему приш- 
лось намотать шелковые по- 
лосы на многие километры 
проволокн. Но зато уже в 
1831 голу он мог сообщить, 
что самый большой его элект- 
ромагнит способен улержи- 
вать груз в 930 килограм- 
мов! 





ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 
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ПИСЬМЕННЫЙ ЭКЗАМЕН 


ПО МАТЕМАТИКЕ 


НА МЕХМАТЕ МГУ В 1970 ГОДУ 


Н. Н. Колесников 


В «Кванте» № 2 за 1970 год была напечатана статья 
Н. С. Бахвалова м Н. Н. Кузнецова о письменном экзаме- 
не по математике на мехмате МГУ в 1969 году. Хотелось 
бы, не повторяя сделанные там замечания о характере 
этого экзамена, подчеркнуть некоторые его особенности 


в 1970 году. 


Задачи, предложенные поступав- 
шим, еще раз подтверждают положе- 
ние о том, что успешное их решение 
доступно любому абитуриенту, твер- 
до усвоившему школьную программу, 
а не только выпускникам матемали- 
ческих школ. Вы увидите, что эти 
задачи не содержат «подводных кам- 
ней» или «ловушек», а требуют чет- 
кого понимания основных разделов 
программы по математике для посту- 
пающих в вузы и определенных навь- 
ков в технике математических выкла=- 
док и решении простейших уравне- 
ний, неравенств и геометрических зг- 
дач. 

Естественно, что такая «стандарт- 
ность» задач предполагает повышение 
требований к оцеике их решений, тре- 
бований к умению доводить решение 
до конца, а не ограничиваться намек=- 
ми на решение. Удовлетворительная 
оценка (три) ставилась в 1970 году 
за доведенное до конца правильное 
решение любых двух или трех задач, 
хорошая (четыре) — любых четырех 
задач, отличная (пять) — пяти задач. 
На решение задания (набора из пя- 
ти задач — варианта) отводилось 4 
астрономических часа. 

Перейдем к разбору одного из ва- 
риаитов письменного экзамена по ма- 


тематике, коротко останавливаясь на 
наиболее характерных ошибках, встре- 
тившихся в работах поступавших 
на механико-математический факуль- 


тет. 
Вариант 1 


1. Решить неравенство 


1 
—Ю а +: с0$ 3х) =2 + 108, т — с0$х ) : 
2. Найти все действительные решения 
системы 
[9 — м +2=0, 
| Х? == (х + 249):. 


3. Трн гонщика А, Вн С, стартовав од- 
новременно, движутся с постоянными ско- 
ростями в одном направлении по кольцевому 
шоссе. В момент старта гонщик В находится 
перед гонщиком А на расстоянии Из длины 
шоссе, а гонщик С — перед гонщиком В на 
таком же расстоянии. Гонщик А впервые дог- 
нал В в тот момент, когда В закончил свой 
первый круг, а еще через 10 минут А впер- 
вые догнал гонщика С. Гонщик В ‘ратнт ка 
круг на 2,5 минуты меньше, чем :. Сколь- 
ко времени тратит на круг гонщик А? 

4. На диагонали АС выпуклого четырех- 
угольника АВСО находится центр окруж- 
ности радиуса г, касающейся сторон АВ, АР 
н ВС. На диагонали ВО находится центр 
окружности такого же радиуса г, касающейся 
сторон ВС, СБ в АР. Найти площадь че ы- 
рехугольннка АВСО, зная, что указанные 
окружности касаются друг друга внешиим 
образом. 

5. Шар радиуса г касается плоскости Р 
в точке А. Прямая [ образует с. плоскостью Р 


4$ 


Рис. 1. 
гол ф, пересекает эгу, плоскость в точке С’ и 


хаслется шара в точке В. Найти даниу этре 
ка АВ. если АС 


1. Решение таких примеров при- 
нято начинать < нахождения общей 
области определения входящих в не- 
го функций, или ОДЗ. Очевидно, 
ОДЗ данного неравенства определяет- 
ся системой 


| -- со$Зх >> 0, со$Зх >|, 


ИЛИ 


| 
—-—с0$х > 0, 


1 
4 608. 


Первое перавенство` системы мож- 
но переписать так: с0$ Зх5Е—1, 01- 


: 21А Е 
куда хе -5- 4 =. Узитывая, что 


# | 
соз | 3) ==> те ‚то есть значе: 


к 
ния х= + И 2 я исключаются 


вторым неравенством. получаем сле- 
дующую систему неравенств (эквива- 
лентную исходной): 


хе л (2+1, 
сх. 


Значения неизвестного, удовлетво- 
ряющие последней системе, на триго- 
нометрическом круге (рис. 1) отмс- 
чены красным цветом, а аналитически 
ОДЗ записывается следующим обра- 
ЗОМ: 
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агссоз + 2лЁ << Эт —атесоз-- 4 
-+ 2лА, 
хп (2е 1. 
Перейдем в логарифмах к одному 


основанию, например к 2. Тогда не- 
равенство примет вид 


[08, (1-+ с0$ 3х} =2-+ 
+ 105. (+ — с05х ) 


или 
1ор. (1 со$ 3х) = 108. (1 — 4созх). (1) 


Неравенство (1) в отмеченной ОДЗ 
эквивалентно такому: 


1-4 с0$ 3х=1-—4 ©0$ х. 


Перенося все члены влево и заме- 
няя с0$ Зх на 460$3х—-3 0$ х, получим 
неравенство 

(1 -+-4с0$2х)с0$ х=50. 

Выражение в скобках, очевидно, 
положительно, следовательно, нера- 
венство (1) равносильно в ОДЗ та- 
кому: 

с0$ х=0. 


Решения последнего неравенства 
хорошо известны, с учетом ОДЗ *) пс- 
лучаем окончательно ответ: 


у 3 
2х 55 + 2лА, 


причем хува(28-- Е) (8=0,=1,22,...). 

Самым характерным недочетом при 
решении этого простого примера яви- 
лось игнорирование ОДЗ или неуме- 
ние с нею обращаться, что приводило 
к ошибке в ответе {точка л ве была 
исключена). К неправильному отве- 
ту приходили и те поступавшие, ко- 
торые не овладели техникой решения 
простых тригонометрических уравне- 
ний. Так, зачастую, считалось, что 
условие со$3х>— выполнено для лю- 
бых х. 

2. Решение этой системы можно 
провести несколькими способами. 
Приведем один из них. 

Поскольку в первое уравнение 


*) Ограничение  с0$ х< И перскрывается 
неравенством со$ х<50; поэтому остается лишь 
учесть, что хэл (2Е Г). 


входит модуль произведения неизвест- 
ных, рассмотрим два случая. 

а) Пусть ху>0. Прн этом условин 
система имеет вид 


—хуЕ2=0, 
Е — х? = (Хх 2и)3, 
или ТЕ: 
| 8+ 2х2 4 4ху + 4/1 =0. 


Умножая первое уравнение на 4 и 
складывая со вторым, получим 
2х? | 8у2=0, что возможно только при 
действительных х=у-0. Но эти зна- 
чения неизвестных рассматриваемой 
системе явно не удовлетворяют. 

6) Пусть теперь ху< 0. Исходная 
система примет вид 


уху 2 =0, 
= = (% +2) 
-ху+2=0, 
а: —8 =0. 


Умножая первое уравнение опять на 4 
и вычитая его из второго, получим 
х2-=8, то естьх = 2у2. Теперь из 
первого уравнения легко найти и: 


ИЛИ 


(+2)? =0, откуда у= 2. 
Согласно предположению ху<0. 
Учитывая это, находим ответ: 


х=2У2, у=-у2 
или 


х= -2у9, у=у?. 


Проверка подтверждает, что обе пары 
чисел являются корнями. 

Этот пример также не содержит 
в себе никаких подвохов и хитростей. 
Он рассчитан на школьников, имею- 
щих обычную математическую куль- 
туру. Ошибки поступавших при реше- 
нии этого примера были связаны с не- 
четким представлением об абсолютной 
величине (модуле) функции и неуме- 
нием правильно записать ответ. При 
этом либо не рассматривались два слу- 
чая, а уравнение с модулем просто 
заменялось тем или другим уравне- 
нием без него, либо полученный набор 
значений хи у не был согласован с ус- 
ловием ху<30, появлялись лишние от- 
веты. 


3. Эту задачу можно решать по- 
разному, вводя те или другие неиз- 
вестные. 

Пусть в и № — времена, ко- 
торые тратят на круг гонщики А, 
В и С соответственно (длину пути при- 
мем за единицу}. Тогда скорости каж- 

| 
15’ 1с' 

Заметим, что при любых, но оди- 
наковых абсолютных скоростях рас- 
стояние между гонщиками во все вре- 
мя движения сохранялось бы неиз- 
менным. Расстояния между гонщика- 
ми сокращаются за счет избытка ско- 
рости одного над скоростью другого. 
Скорость гонщика А относительно В 


1 } 
есть — — —- 


А в’ 


ы 


1 
дого из них будут д, 


А относительно С — 


т, а скорость В относительно 
А с 

1 1 
С равна И. 

Теперь легко перевести условия 
задачи на язык уравнений. Посколь- 
ку гонщик А впервые догнал В, когда 
последний закончил свой первый круг, 
то А догнал В за 3 часов. Но для 
этого А понадобилось покрыть М, 
кота с относительной  скоростыо 


| 
———, 5 ›авне 
г. —1„’ 570 дает уравнение 


ыы 0 


Начальное расстояние между гонщи- 
ками А и С было 7?/., гонщик А по- 
крыл его с относительной скоростью 


1 1 1 
——_— за {в + — часов; получили 
А [95 6 7 


второе уравнение: 


ие 


Кроме того, известно, что 


1 
въ -К. (3) 


Из уравнения {1) сразу следует, 


что {в ——(^., а из уравнения (3) 
Ёе -= = Та -- эт. Исключая теперь из 
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Рис. 2. 


уравнения {2) 13 и (с, получаем 
уравнение, содержащее только {л: 


| 24 [4 1 2 
[ватт ух ее = 


или 
642 — 1214 —1=0. (4) 


Отбрасывая непригодное по смыс- 
лу задачи отрицательное решение 
квадратного уравнения (4), получаем 
ответ: [д =. 

Большинство поступавших, не ре- 
шивших до конца эту задачу, не проя- 
внли достаточных навыков в решении 
логических задач: они либо ошиба- 
лись при составлении уравнений, ли- 
бо не могли аккуратно решить по- 
лученную систему. 

4. Пусть АВСДО (рис. 2) — данный 
четырехугольник, О, и О, — центры 
указанных окружностей, лежащие на 
диагоналях АС и ОВ. Точки Ку, ЁР., 
М, являются точками касания окруж- 
ности с центром в О, со сторонами 
АР, АВ, ВС соответственно, а К., 
Е,, М, — точки касания окружности 
с центром в О, со сторонами АД, 
Ср. ВС. Пусть В’ — основание вы- 
соты, опущенной из В на АО. 

Согласно условиям окружности 
равны и касаются друг друга, откуда 
следует параллельность общих к ним 
касательных: ВС и АО. Теперь за- 
мечаем, что -)ВСА= САО, как 
накрест лежащие углы, и 2САР= 
= «ВАС, так как АС — биссектриса 
(АВ и АР — касательные, а АС про- 
ходит через центр окружности). Сле- 
довательно, -УВАС=-—САО, тре- 
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Рис. 3. 


угольник АВС — равнобедренный и 
АВ=ВС. 

Итак, у нашего четырехугольника 
ВС | АР, АВ=Ср, следовательно, он 
либо трапеция, причем равнобедрен- 
ная, либо параллелограмм. 

Параллелограмм не подходит, по- 
скольку центры О, и О. должны ле- 
жать на средней линии четырехуголь- 
ника, по в параллелограмме диаго- 
нали, пересекаясь между собой, де- 
лятся пополам, то есть центры окруж- 
ностей обязаны были бы совпасть, что 
противоречит условиям. Сделаем но- 
вый рисунок (рис. 3). 

Пусть ВМ, =М.С=х. Тогда АВ= 
=ВС=? г+2х. Но ВМ,=ВЕ., как 
отрезки касательных, проведенных 
к окружности из одной точки. и тогда 

АЁ,=АКу=2г 4х. 
По построению В’К,=х, следова- 
тельно, АВ'=2г=ВВ', треугольник 
АВ’В равнобедренный и прямоуголь- 
ный, то есть 


ЗА -= ЗАВВ’ = и Зр= =. 


Телерь легко получить ответ. Ис- 
комая площадь 


са вв’ 8-42 


ВС =АВ=2у2ь, 
АР = ВС+2АВ' =? е+ 4, 
$=2-.2 УГУ 4) _ 
2 


‚ ВВ’ =, 


=4(и2 От. 


Характерной ошибкой  посту- 
павших при решении этой задачи бы- 





Рис. 4. 


ло чрезмерное увлечение «очевид- 
ностью» некоторых логических выво- 
дов, небрежность в промежуточных 
рассуждениях. Так, многие без вся- 
ких доказательств написали, что 
АВСР — равнобочная трапеция, дру- 
гие возможностн при этом не исследо- 
вались. Были случаи, когда доказа- 
тельством того, что АВСР может быть 
только трапецией, служил ... чертеж 
и слова о том, что для выполнения ус- 
ловий задачи по-другому четырех- 
угольник нарисовать нельзя. 

5. Пусть В’ — основание перпен- 
дикуляра, опущенного из точки В на 
плоскость Р (рис. 4). Согласно усло- 
Вию 


ВСВ’ ф, ОВ=ОА=г, СА 9%, 
сво =-—. 


Искомую длину отрезка АВ мож- 
но найти, например, из прямоуголь- 
ного треугольника АВ’В, стороны ко- 
торого легко вычислить. Замечаем, что 
СВ=СА=2г — это отрезки  каса- 
тельных к шару, проведенных из од- 
ной точки. Отсюда следует, что 


ВВ’ =СВят ф==2гзт Фф. 


Сторона АВ’ треугольника АВ’В рав- 
на перпендикуляру ОО’, опущенному 
из О на ВВ’ (ОА | ВВ", как перпенди- 


куляры к одной плоскости; ВВ’ | АВ’ 
так как АВ’ лежит в плоскости Р, 


‘перпендикулярной ВВ’; ОО’ | ВВ’ по 


построению; поэтому ОО’В’А — яря- 
моугольник). ОО’ находится из пря- 
моугольного треугольника ОО’В: 


00'=уп?—(ВО’, 
ВО’ = |ВВ’— В'’О'| = |ВВ’—ОА]| = 
= 2751 ф— |, 
00’ = АВ’-- /Зиф— и ф 2. 


Наконец, АВ находится из треу- 
гольника АВ’В: 


АВ=у (АВ’) + (В’В) = 
=№у9иф. 


Мы сейчас убедились, что труд- 
ности при решении этой стереометри- 
ческой задачи (как и других, пред- 
ложенных в 1970 году) не превосходят 
тех, которые встречаются при реше- 
нии школьных задач. Однако каждый 
год очень много абитуриентов на пись- 
менном экзамене по математике прос- 
то не приступают к решению стерео- 
метрических задач, видимо, считая, 
что их заведомо невозможно решить. 


Из ошибок, встречавшихся в ра- 
ботах поступающих, следует отметить 
частое непонимание того, что такое 
угол прямой с плоскостью. Так, в ра- 
зобранной задаче за этот угол часто 
принимался ->ВСА. 

Также часто при решении пользо- 
вались условием, что ->СВ’А —пря- 
мой, хотя в общем случае это совсем 
не так. 

В заключение предлагаем читате- 
лям журнала для самостоятельного 
решения еще один вариант письмен- 
ной работы по математике, предла- 
гавшийся на мехмате МГУ в 1970 году. 
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Вариант 2 


1. Решить неравенство 
ЮЯ2 (1 - <0$ 4х) = 1+ ву тх 


2. Найта асе действительные решения си- 
стемы 
[ху— 2] =6— м, 
12 -- Зи? = ху. 

3. Три гонщика (А, потом В и затем С) 
стартуют с интервалом в 1 минуту из одной 
точкн кольцевого шоссе и движутся в одном 
направленни с постоянными скоростями. Каж- 
дый гонщик затрачивает на круг более двух 
мннут. Сделав три круга, гонщик А в пер- 
вый раз догоняет Ву точки старта, в 
еще через 3 мамуты ом вторично обго- 
няет С. Гонщяк В впервые догнал С 
также у точки старта, закончив 4 круга. 
Сколько минут тратит на круг гонщик А? 

4. В выпуклом четырехугольнике АВСО 
заключены две окружности одинакового’ ра- 
диуса г, касающиеся друг друга внешним об- 
разом. Центр первой окружиости находится 
на отрезке, соединяющем вершину А с сере- 
днной Е стороны СБ, а центр второй окруж- 
ности находится на отрезке, соединяющем вер- 
шину С с серединой Е стороны АВ. Первая 
окружность касается сторон АВ, АР и СР; 
вторая окружность касается сторои АВ, ВС 
и СР. Найти АС. 

5. Длина каждого ребра треугольной пи- 
рамиды ЗАВС равна 1. ВВ — высота тре: 
угольника АВС. Равносторонний треуголь- 
ник ВБЕ лежит в плоскостн, образующей угол 
< с ребром АС, причем точки $ и ЕЁ лежат по 
одну сторону от плоскости АВС. Найтк рас- 
стояние между точкеми 5 и В. 


Замечання. В задаче 2 снстему мож- 
ло решать иначе: из первого уравнения вы- 
разить х через у н подставить во второе. По- 
пробуяте такой метод решения. 

Рисунок 3 снмметричен, поэтому ВМ, = 
= МС. что использовалось в решенини зада- 
чи 4. Можно, однако, вывестн это равенство 
из равенства соответствующих треугольин- 
Ков. 

В задаче 5 , 

В решении задачи 5 знаки модуля в ВО" 
поставлены потому, что точка В может ле- 
жать ннже, чем точка О”. 
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ВОПРОСЫ ПО ФИЗИКЕ 


1. Хватнт ли мощности 
гидроэлектростанции, чтобы 
испарить воду, проходящую 
через ее турбины? 

2. Что стынет быстрее в 
одинаковых условиях: буль- 
он или чай? Почему? 

3. Коническнй стержень 
подвешен на легких нитях 
{см. рис. Г). Где находнтся 
его центр тяжести? 


4. Два одинаковых удава 
хачинают одновременно за- 
гяатывать друг друга с 
хвоста и делают это с по- 
стоянной скоростью, пока 
каждый из них не проглотит 
туловище другото полностью 
(ио без головы). Нарнсуйте 
схематически, чем все это 
коичится. 

5. Кастрюля емкостью 
2 л доверху иаполнена 
водой. В нее ставят тонко- 
стеиную кастрюлю емкостью 
1,5 ли массой 0,6 кг (рнс. 2.). 
Сколько воды выльется? 

6. Чистая вода прозрачна 
для света. Почему непрозра- 
чен туман, представляющий 
собой мелкне капли воды? 





ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 








ПИСЬМЕННЫЙ ЭКЗАМЕН 
ПО ФИЗИКЕ В МОСКОВСКОМ 
АВТОДОРОЖНОМ ИНСТИТУТЕ 


В этом году в Московском авто- 
дорожном институте впервые был про- 
веден письменный экзамен по физике. 
Каждый билет состоял из теорети- 
ческого вопроса по одному из разделов 
программы и четырех задач, годо5- 
ранных так, чтобы охватить все раз- 
делы программы. 

При ответе на теоретический воп- 
рос и решении задач абитуриенты 
должны были показать как знание 
физических законов и умение приме- 
нять их в той или иной конкретной 
физической ситуации, так и знание 
единиц измерений физических вели- 
чин и корректность в вычислениях. 
Поэтому все задачи требовалось вна- 
чале решить в общем виде, а затем 
получить численный ответ. 

Как показали экзамены, ответы на 
теоретический вопрос не вызывали 
затруднений и подавляющее болышин- 
ство абитуриентов ответило на них 
хорошо. Задачи же давались, как пра- 
вило, труднее. 

Приведем для примера несколько 
задач, предлагавшихся в экзамена- 
ционных билетах и, рассказывая их 
решения, остановимся коротко на не- 
которых характерных ошибках посту- 
пающих. Для удобства мы разбили 
эти задачи по традиционным разде- 
лам. 

В задачах по механике ошибки в 
основном были связаны с тем, что 
экзаменующиеся не всегда умели вы- 
делить все силы, управляющие дви- 
жением, правильно определить их 
точку приложения и направление. От 
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сюда и неверно сжтавленное уравне- 
ние движения. Например, в такой за- 
даче. 

Задача | (вариант № 26). Два 
тела с массами т, -=50 г и т.==100 г, 
связанные невесомой нитью, лежат на 
гладкой горизонтальной поверхности. 
К первому телу приложена сила Ё== 
= 300 Г, направленная вдоль плоскос- 
ти. Найти натяжение нити при дви- 
жении тел. Изменится ли натяжение, 
если ту же силу приложить ко второй 
массе? Трением о поверхность ире- 
небречь (рис. 1). 

Ускорение системы в первом и во 
втором случае одинаково. Действи- 
тельно, применяя 2-й закон Ньютона 
ко всей системе, получим: 

в случае а) Е=(т.утаь, 

в случае 6) Е=(т, +тьа». 
Отсюда 





$1 





Рис. 2. 


Натяжения нити, однако, различ- 
ны: сила Т, сообщает ускорение а 
телу с массой т,, и поэтому 


ее. №100. Р: 


т | ть 


а сила Т., сообщает это же ускорение 
телу с массой ть, и поэтому 


Е р: 900: Г. 


тт. 


т = йа —= 


М — поа О 


Много ошибок было и в такой за- 
даче: 

Задача 2 (вариант № 16). 
Груз © массой т=140 ке, лежащий 
на полу кабины опускающегося лифта, 
давит на пол с силой №-=147 кГ. Оп- 
ределить величину и направление ус- 
корения лифта. 

Предположим, что ускорение нап- 
равлено вверх (рис. 2). Тогда на ос- 
новании 2-го закона Ньютона можем 
написать Е—Р= та (Е — сила реак- 
ции опоры). 

Отсюда 


Е—Р 
а-8в р 





По 3-му закону Ньютона ЁЕ=М. 


Поэтому 
а=в = 0,058. 


Итак, ускорение направлено вверх 
и равно 0,05 р. 

Довольно большое число абитури- 
ентов путает трекие покоя и трение 
скольжения. Трение покоя всегда рав- 
но силе тяги, а трение скольжения 
равно А№, где № — сила нормально- 
го давления. Если к брусу, лежащему 
на горизонтальной поверхности, при- 
соединить динамометр и медленно уве- 
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К—Р 








Бяги 


Рис. 3. 


личивать силу тяги до тех пор, пока 
брусок не начнет скользить по по- 
верхности, то зависимость силы тре- 
ния от силы тяги будет графически 
изображаться так,’ как показано на 
рисунке 3. Точка А соответствует на- 
чалу движения. 

Много было ошибок, связанных 
с недостаточным знанием законов со- 
хранения и неумением пользоваться 
этими чрезвычайно мощными метода- 
ми решения задач. 

В тех случаях, когда применение 
законов сохранения энергии и импуль- 
са позволяет получить простое и изящ- 
ное решение, абитуриенты обычно вы- 
бирали сравнительно длинный путь 
решения, используя законы движе- 
ния. Приведем для иллюстрации зада- 
чу нз ИП тура олимпиады по физике, 
которая проводилась в МАДИ в 1970 
году. 

Задача 3. Шайба массы т 
движется горизонтально са скоростью 
и... попадает на платформу массы 
М и продолжает движение по ее по- 
верхности с трением. Определить ско- 





Рис 4. 


рость платформы к тому моменту вре- 
мени, когда шайба остановится па пей. 
Коэффициент трения между шайбой 
и платформой равен А. Платформа мо- 
жет катиться ло рельсам без трения. 

Решим сначала эту задачу, исполь- 
зуя законы движения. 

На шайбу и платформу в горизон- 
тальном направлении действует сила 
трения, равная Атр, под действием 
которой платформа и шайба двигают- 
ся с ускорениями аз и ам относи- 
тельно земли. Направления уско- 
рений показаны на рисунке, а 
их ‘величины определяются 2-м 
законом Ньютона: 

таш=Ётя, и поэтому аи=Ав, 


Мапл== Етр, и поэтому апл == КЕ. 


Ускорение шайбы относительно плат- 
формы равно 


— 


а=@,— Ча, илиа =аш а = 
1 , т \ 
18 | 1 г м ) . 

Так как скорость шайбы относи- 
тельно платформы уменьшается со 
временем по закону у=и,— а, то у= 
=.0 (то ссть шайба остановится) через 
время 

. ый г © 
{ = [4 © 


а" Г т\ 

КЕ (' + м) 

К этому времени скорость платфор- 
мы станет равной 





го 
ст 
ти 


тм * 





Опа = Чара = К& >. 


Значительно проще решается эта за- 
дача, если воспользоваться законом 
сохранения импульса. Действительно, 
снла трения между шайбой и плат- 
формой является внутренней силой, и, 
следовательно, она не может изме- 
нить общий импульс системы. В то же 
время внешние силы в горизонталь- 
ном направлении на систему платфор- 
ма — шайба не действуют (напомина- 
ем, что платформа катится по рель- 
сам без трения). Приравнивая им- 


пульс системы в начальный момент, 
когда платформа еще покоится, ее им- 
пульсу в момент, когда шайба оста- 
навливается на платформе, получим 

тоо= (т -НЫМ)орл. 
Отсюда 

тиб 
Яга — тм 


Много было ошибок при решении 
задач на газовые законы. Здесь аби- 
турненты довольно легко  справля- 
лись с теми задачами, для решения 
которых достаточно лишь формально- 
го знания законов, однако в тех слу- 
чаях, когда для решения необходимо 
было как-то преобразовать запись за- 
конов или просто последовательно 
применить газовые законы для различ- 
ных элементарных процессов, многие 
терялись. Приведем пример. 

Задача 4 (вариант № 26). Газ 
сжат изотермическя от объема У, 

& 1 ло объема У,=-6 л. Давление 
при этом возросло наАр - 4.103 =. 
Каким было первоначальное давле- 
ние? 

Для решения достаточно записать 
закон Бойля —- Мариотта в следую- 
щем виде: 

У-—У, — Р-Р 
УР 


Р. = АР-* = 12.103. 


‚. Отсюда 





у. 
АУ 

Экзамены показали, что абитурн- 
енты слабо знают диаграммные пред- 
ставления различных процессов. Поэ- 
тому мало кто верно решает задачи 
следующего типа. 


Рис. 5. 
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Рис. 6. 


Задача 5 (вариант 38). На 
диаграмме РУ (рис. 5) изображен про- 
цесс, в результате которого газ из 
состояния 1 перешел в состояние 2. 
Как при этом изменялась темпера- 


тура? 
Две изотермы, соответствующие 
различным температурам Т, и Т. 


(Т,>Т.), на диаграмме РУ выглядят 


Р т, И 


Рис. 7. 


так, как показано на рисунке 6, а на 
диаграмме РТ — так, как показано 
на рисунке 7. 

Поэтому для решения задачи дос- 
таточно нанести на диаграмму сетку 
изотерм (рис. 8). Тогда становится 
очевидным, что температура газа 
уменьшилась (Т.>Т.). 


Рис. 8. \ 


Вызывали затруднения задачи на 
составление уравнения теплового ба- 
ланса в тех случаях, когда конечное 
состояние заранее не очевидно. На- 
пример, такая задача. 


Задача 6 (вариант 17). Сме- 
шивают 3002г воды при температуре 
10°Си 4002г льда, взятого при темпе- 
ратуре — 20°С. Определить устано- 
вившуюся температуру смеси. 

кал кал кал 
| 2.град’ а д, = 80 ое 

Здесь конечное состояние не оче- 
видно, и поэтому нельзя сразу напи- 
сать уравнение теплового баланса. Та- 
кую задачу следует решать постепенно. 

Подсчитаем вначале — количество 
тепла, необходимое для нагревания 
льда до 0°С: @,=ст, А. 

`Затем найдем количество тепла, 
которое отдает вода, схлаждаясь до 
0°С; @=сьт,АЕ. Сравним О; и 0©.. 
В нашем случае О,-=4000 кал и О.= 
== 3000 кал. Мы видим, что для того, 
чтобы нагреть весь лед до 0°С, не- 
достает 1000 кал. Это количество теп- 
ла выделится при превращении 1771, г 
воды в лед. Очевидно, 


10 кан. 12,5 г. 


В 

Итак, в конечном состоянии при 
0? С будет 412,5 г льда и 283,5 г воды. 

При решении задач на электро- 
статику наибольшее количество оши- 
бок было связано с единицами изме- 
рения исопределением работы по пе- 
ремещению заряда в поле другого то- 
чечного заряда или в поле заряжен- 
ной сферы. Размерность таких ве- 
личин, как заряд‚/напряженность, по- 
тенциал, довольно сложная, и поэто- 
му они имеют условные наименования, 
такие, как единица заряда СГСЕ, еди- 
ница потенциала СГСЕ и т. д. Кроме 
того, формулы электростатики сами 
содержат коэффициенты, различные в 
разных снстемах единиц. Поэтому при 
решении задач на электростатнку нуж- 
но очень внимательно следить за едк- 
ницами измерения, записать все дан- 
ные задачи и формулы в какой-либо 
одной выбранной системе и только 
тогда проводить численные расчеты. 


С» = 





Рис. 9. 


Ошибки в задачах на определение 
работы перемещения заряда в основ- 
ном связаны с плохим пониманием 
физического смысла такой характерис- 
тики электрического поля, как потен- 
циал. Многие пытались найти работу 
по формуле А==Ё.$, тогда как в неод- 
нородном поле сила, действующая на 
заряд, меняется при перемещении и 
пользоваться этой формулой нельзя. 
Для решения подобных задач необхо- 
димо применить понятие разности по- 
тенциалов. Приведем в качестве при- 
мера следующую задачу. 

Задача 7 (варнант 24). Какую 
работу надо совершить, чтобы пере- 
нести точечный заряд 9=20 ед. СГСЕ 
из бесконечности в точку А, находя- 
ну юся на расстоянии [= 10 см от 
поверхности металлического шарика 
(рис. 9)? Потенциал циарика равен 
Чо 2008, радиус шарика В==2 см. 
Шарик находится в воздухе (рис. 11). 

о определению потенциал в 
точке А равен численно работе 
по перемещению единичного по- 
ложительного заряда из бесконеч- 
ности в данную точку. Поэтому иско- 
мая работа И=9-Ф_. Так как поле 
заряженной сферы совпадает с полем 
точечного заряда, равного заряду 
сферы и находящегося в центре 
сферы, то потенциал в точке А ра- 


вен Фл НЕЕ. Далее, 


%-=-©, 
9: 


так как 


В 
то АЧГ и 


В 
№ --9-фА - 9-ю Е- 2,2 эрг. 


Рис. 10. 


В разделе «Постоянный ток» наи- 
большее затруднение вызвали задз- 
чи на расчет цепи при зарядке акку- 
мулятора. Рассмотрим, например, та- 
кую задачу. 


Задача 8 (вариант 52). Акку- 
мулятор, разряженный до 128, под- 
ключен для зарядки к сети с напря- 
жением 158 (рис. 10). Какое допол- 
нительное сопротивление Ю нужно 
подключить в цепь для того, чтобы сн- 
ла зарядного тока не превыщала 1 а? 
Внутреннее сопротивление аккумуля- 
тора г==2 ом. 

В том случае, когда аккумулятор 
работает как источник тока и подклю- 
чен на нагрузку Ю, ток определяется 
по закону Ома для полной цепи: 
о = в Внутри источника этот ток 
направлен от отрицательного элект- 
рода к положительному (рис. 10). При 
зарядке аккумулятора ток в нем имеет 
противоположное направление, то есть 
от положительного электрода к оТ- 
рицательному. Если аккумулятор пол- 
ностью разряжен, то зарядный ток 


определяется формулой Г, =: я 


где (. — напряжение сети. 

В том случае, когда аккумулятор 
разряжен не полностью, как это име- 
ет место в нашем случае, полный ток 


можно представить как разность 
и —_ с Е —_ 
ЕЕ ЕЕ где Е 


значение э. д. с. 
кумулятора. 


разряженного ак- 
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Рис. 1. 


Таким образом, И, = (© -4^)-+ Е. 
Отсюда 
ВИ | ом. 

В последнем разделе программы 
«Оптика», как правило, не решались 
задачи на построение изображения в 
линзах в тех случаях, когда требо- 
валось воспользоваться понятием фо- 
кальной плоскости и побочного фо- 
куса. Приведем примеры таких задач. 

Задача 9 (вариант 78). Найти 
построением ход луча АВ после соби- 
рающей лнизы (рнс. 11). 


Проведем побочную оптическую 
ось, параллельную АВ н пересекак- 
щую фокальную плоскость. Точка пе- 
ресечения побочной сси с фокальмой 
плоскостью (Р’) является побочным 
фокусом, в котором собираются все 
лучи, параллельные данной оси. Сле- 
довательно, луч АВ после преломле- 
ния линзой должен пройти через точ- 
ку Е’ (рис. 12). 


Аналогично решается такая же за- 
дача с рассеивающей линзой. Нужно 
только помнить, что фокусы в этом 
случае мнимые (рис. 13). 





Рис. 12. 
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Рис. 13. 


В заключение приведем один из 
вариантов билетов, которые предла- 
гались на вступительных экзаменах. 


Вариант 47 


1. Магнитное взанмодействие прс- 
водников с током. Понятие о магнит- 
ном поле, индукции и силовых лк- 
ниях (на примере прямого и кругового 
тока). 

2. Автомсбиль весом Р=|т, развн- 
вающий. мощность 60 дл. с., поднимает- 
ся в гору со скоростью ч=36 ка/час. 
Определить угол наклона горы “. 
Трение не учитывать. 

3. В 480 г воды при 22° С бросили 
кусок льда при температуре —8° С. 
Чему равна температура смеси, если 
льда бросили 56 г? Уд. теплоемкость 
льда 0,5 кал/е-град, удельная теплс- 
та плавления 80 кал/г. 

4. Какую скорость приобретает 
электрон, прошедший в электрическом 
однородном поле с напряженностью 
0,01 единиц СГСЕ вдоль ‘силовой ли- 
нии расстояние 2 см? 

5. Построить изображение отрезка 
АВ в собирающей линзе (рис. 14). 





Рис. 14. 


НОВОСТИ ФИЗИКИ 


Новый тип радиоактивности — 
протонная радиоактивность 


До сих пор было известно четыре 
типа радиоактивных распадов. В — 
распад происходит с излучением элек- 
тронов (В-- распад) или позитронов 
(В+ распад); а — распад, происходя- 
щий с излучением & — частиц и у — 
распад — излучение квантов света с 
большой энергией. Сюда можно. еще 
добавить деление ядер (самопроиз- 
вольное — как говорят, спонтанное), 
открытое в 1940 году советскими фи- 
зиками Флеровым и Петржаком, при 
котором тяжелое ядро (уран, плуто- 
ний ит. д.) разваливается на два. 

В конце 1970 года был открыт еще 
один тип распада—протонная радио- 
активность, существование которой 
было предсказано членом-корреспон- 
дентом АН СССР В. И. Гольданским. 
Протонная активность была открыта 
Черни с группой английских и амери- 
канских физиков. 

Протонно-активным оказался изо- 
топ кобальта с массовым числом 53. 
Ядро этого изотопа содержит 27 про- 
тонов и 26 нейтронов. Распадающийся 
изотоп находится в возбужденном 
состоянии — его энергия  пример- 
но на 3 /эв болыше нормальной 
(1/Мэв=1 миллион электрон вольт= 
— 1,6. 10-“5рг=1,6- 10-13дж). 

53 Со распадается, превращаясь в 
изотоп железа с массовым числом 55: 
3Со-—> 5?Ре-+- протон 
53Сот(буква т означает, что ко- 
бальт возбужден и находится в мета- 
стабильном состоянии) живет в сред- 
нем около 0,3 секунды. Протонно ак- 
тивный изотоп кобальта получался в 
результате обстрела ядрами кислоро- 

да мишени из кальция: 


чоСа-- 80 =53Сот--2 
-+-1 протон 


и в результате обстрела протонами 
железа 


нейтрона -- 


#Ре+р=53Сот --2 нейтрона 
Энергия вылетающих протонов 1,6 Мав. 


чм 





Рецензии, библиография 


Еслн вам нужно что-нибудь 
посчитать... 


В наше время такая пот- 
ребность может возникнуть 
довольно часто и далеко не 
всегда нужно обращаться при 
этом к помощи электроиных 
вычислительных машин. Но 
если придется считать самим, 
то обязательио понадобятся 
таблицы. 

Можно быть уверенным 
в том, что почти во всех слу- 
чаях для вычислений будет 
достаточио пользоваться «Че- 
тырехзначными математичес- 
кими таблицами» Л. С. Хре- 
нова, изданными в качестве 
пособия для учителей изда- 
тельством «Просвещение» в 
1967 году. 

Кроме числовых таблиц 
автор дает краткую формулн- 
ровку «Правил приближен- 
ных вычислений». В них прн- 
водятся основные определе- 
ния, правила действий с при- 
ближенными числами и ин- 
терполирования, рекоменда- 
ции относительно порядка 
выполнения вычислений. Как 
это ни сложно, но автору уда- 
лось здесь быть одновременно 
кратким, точным н ясным 
Так же хорошо написаны н 
«Пояснения к таблицама. 

Основным содержанием 
книги являются  четырех- 
значные таблицы основных 
элементарных функций, хо- 
рошо известных учащимся 
средней школы и часто встре- 
чающихся при вычислениях. 
В книге приводятся также 
небольшая таблица простых 
чисел, таблица биноминаль- 
ных коэффициентов и пред- 
ставления несократимых дро- 
бей в виде десятичных. 

Таблнцы Л. С. Хренова 
можно вполне рекомендовать 
и как учебное пособие для 
школьников, и как пособие 
для массовых вычисленин. 

Р.С. Гутер 


57 


58 





Ч с2ооей 
< Ппотаповой 
упицы 


ГИ. Мишкевич 


Поэт математики, бард физики, герольд астрономии — 
таким по праву был Яков Исидорович Перельман. Его 
занимательные книги по математике (арифметике, алгеб- 
ре, геометрии}, физике (механике, акустике, оптике], 
астрономии и межпланетным путешествиям разошлись по 
всему миру миллионными тиражами. С именем Я. И. Пе- 
рельмана связана целая эпоха русской и особенно совет- 
скоя научно-популярной литературы и того ее специфи- 
ческого направпения, которое именуется занимательным. 


Яков Исидорович Перельман родился в Белостоке в 1882 году. Его отец 
был счетоводом, мать — школьной учительницей. 

Свою перз^'ю чзанимательную» работу он опубликовал еще в 1899 году, 
будучи учеником белостокского реального училища. Это был очерк «По 
поводу ожидаемого огненного дождя», напечатанный в «Гродненских гу- 
бернских ведомостях». В очерке в живой форме разоблачались вздорные 
измышления церковников о «предстоящем конце света». Уже в этой юно- 
шеской работе ясно вндны задатки будущего талантливого популяризатора. 

Я спрашивал Якова Исидоровича о том, как он стал популяри- 
затором, и Перельман ответил так: 

«Эгим я обязан своим учителям и книгам. Онн научили меня не только 
любить математику и физику, но и парадоксально мыслить. Я стал отыскн- 
вать занимательное начало повсюду, даже там, где сго, казалось бы, и в 
помнне не было». 

Позднее Яков Исидоровнч в статье «К методике научной популяризации» 
пишет: «Находить в старом новое умеет не всякий, и далеко не всякий скло- 
нен глубоко задумываться над тем, что постоянно совершается перед гла- 


зами. Чтобы привлечь внимание к обыденным явлениям, надо показать 
в них новые, неожиданные стороны». 

В другой статье — «Что такое занимательная наука» Перельман на 
первое место ставит удивление: «Мы рано перестаем удивляться, рано утра- 
чиваем драгоценную способность, которая побуждает интересоваться веща- 
ми, не затрагивающими непосредственно нашего существования». 

Я. И. Перельман в совершенстве владел искусством удивлять, умел 
заинтриговать, задеть читателя за живое. Он оживлял сухие догмы школьной 
премудрости, превращая их в увлекательнейший предмет. 

В начале текущего столетия Я. И. Перельман переехал в Петербург и 
начал заниматься литературной деятельностью, одновременно учась в 
Петербургском лесном институте. Однако лесоводом он не стал. (Правда, в 
течение двух лет Перельман работал в ‹Особсм совещании ло топливу». 
Здесь он предложил перевести на час вперед стрелки часов, чтобы сберечь 
топливо для освещения. Это предложенке получило“еилу закона.) 

Когда Перельман учился в Леснсм институте, на его математические 
способности обратил внимание прсфессор А. С. Домогаров. Он-то и привил 
своему студенту любовь к умению находить необычное в обычном. 

Учась в Лесном институте, Яков Исидорович работал корректором у 
книгоиздателя П. П. Сойкина. Затем редактировал журналы «Природа и 
люди», «В мастерской природы», печатался в «Мире приключений». Статьи, 
подписанные «Я. Лесной», «П. Сильвестров», «Я. П.», все больше завоевы- 
вали симпатии читателей. Здесь, в книгоиздательстве Сойкина, Перельман 
начал серьезно заниматься проблемами занимательного изложения науки, 
в первую очередь физики. Основой такого изложения Яков Исидорович 
считал умение вызвать обостренный интерес к предмету. Только такой ин- 
терес сможет облегчить понимание и, следовательно, породить сознательное 
и прочное усвоение сснов наук. 

Первая книга Я. И. Перельмана — «Занимательная физика» — вышла 
в свет в 1913 году. И первым ее читателем и рецензентом стал знаменитый 
педагог-физик, профессор Петербургского университета Орест Данилович 
Хвольсон. Он пригласил Перельмана к себе на квартиру, и между ними 
произошел, как рассказывал Яков Исидорович, такой разговор: 

— Вашу книгу я прочитал с удовольствием, она преотличная. Но сре- 
ди физиков я не встречал вашей фамилии. Где вы изволили кончить курс? 
— Я ученый лесовод, вот мой диплом...— смутился Перельман. 

— Ну, вот что я вам скажу,— ответил Хвольсон — Лесоводов ученых 
у нас и без вас, что деревьев в лесу, а вот физиков, которые умели бы так 
пнсать, как вы, вовсе не имеется. Продолжайте сочинять подобные книги 
и впредь... 

За «Занимательной физикой» последовала целая серия згнимательных 
книг, написанных Яковом Исидоровичем. Да, Хвольсон нисколько не ошиб- 
ся, отговорив Перельмана от занятий лесоводством. 

Учителями Перельмана, формировавшими его искусство популяриза- 
тора, были также и книги. Он читал много, систематически и с хорошим пе- 
дантизмом. Его педантизм выражался в том, что Яков Исидорович скрупу- 
лезно вел картотеку прочитанного ин делал тысячи выписок. Я хорошо помню 
стеллажи с аккуратными коричневыми ящичками, заполненными карточ- 
ками, исписанными каллиграфическим почерком. Стеллажи занимали целую 
стену в его обширном рабочем кабинете. 

Яков Исидорович любил повторять афоризм Паскаля: «Предмет мате- 
матики настолько серьезен, что нужно не упускать случая делать его нем- 
ного занимательным»— и он делал это с поразительным блеском. Не только в 
приложении к математике, но и к обширному классу физических наук. 
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Перечитывая А. П. Чехова (уже со своих «занимательных» позиций), 
Перельман отыскивает в рассказе «Релетитор» задачу, которую купец Удо- 
дов решил вмиг на конторских счетах — гораздо быстрее, чем это сделал 
репетитор его сына. Яков Исидорович остроумно и увлекательно вскры- 
вает математическую суть купеческого способа решения задачи. Рассказ 
Л. Н. Толстого «Как в городе Париже починили дом» дает Перельману 
повод комментировать явление теплового расширения металлов. 
В «Сценах из рыцарских времен» А. С. Пушкина мечтатель Бертольд надеет- 
ся открыть «вечное движение». Перельман вводит в свою «Занимательную 
физику» пушкинский текст с соответствующим научным  толкова- 
нием. 

Произведения Перельмана населены героями романов, повестей, рас- 
сказов, очерков — от сервантесовского Дон-Кихота до советского парашю- 
тиста Кайтанова, мастера затяжных прыжков. 

Я. И. Перельман подвергает анализу научно-фантастические произве- 
дения таких королей этого жанра, как Жюль Верн и Герберт Уэллс. Ни- 
сколько не умаляя сюжетных и литературных достоинств, Яков Исидоро- 
вич показывает, на какой научной «ниточке» держится все произведение. 
Первого августа 1934 года группа лепинградских писателей и ученых-по- 
пуляризаторов встретилась в гостинице «Астория» с находившимся тогда 
в Ленинграде знаменитым английским писателем Гербертом Уэллсом. 

В завязавшейся беседе Уэллс, между прочим, спросил: 

Не вы ли тот самый Джекоб Перлман, который столь своеобразно ин- 
терпретировал мои произведения? Я читал вашу «Удивительную физику» — 
так она именуется в английском переводе. 

— Тот самый,— улыбнувшись, ответил Перельман. 

—... и который так ловко разоблачил моего «Человека-невидимку», 
указав, что он должен быть слеп, как новорожденный щенок... И мистера 
Кэйвора за изобретение вещества, якобы свободного от действия земного 
тяготення... 

— Да, я писал об этом еще в 1915 году. Но ведь от этого ваши романы 
не стали хуже? 

— Ая, признаться, так тщательно старался скрыть эти уязвимые места 
от взоров читателя! 

Его талант заключался в том, что он умел читать. 

Сотни писем шли отовсюду на Плуталову улицу. Многим нужен был 
Яков Исидорович: рабочие ждали его в красных уголках цехов, чтобы по- 
слушать лекцию о космических путешествиях; школьники старались за- 
получить его в свои кружки занимательной науки; нужен он был и юристам 
как сведущее лицо, эксперт по вопросам, связанным с научным истолкова- 
нием какого-либо спорного факта. (Известен случай, когда Яков Исидорс- 
вич выступал в суде по делу машиниста, обвинявшегося в халатнссти. Пе- 
рельман объяснил и доказал суду, что машиннст не виновен — причиной 
наезда былс неправильное формирование состава.) 

Яков Исидорович охотно делился своими знаниями. Не жалея сил, он 
терпеливо «откапывал» повсюду способных людей. На редкость точно и мет- 
ко сказал о нем писатель Л. В. Успенский: «Бациллоноситель острейшего 
перельманита»! 

В Николаеве Перельман отыскал инженера-технолога В. В. Рюмина, 
и на свет появился автор «Занимательной хнмни» и «Занимательной техники 
на стройке». В Москве был «обнаружен» профессор физики А. В. Циигер — 
страстный собиратель гербариев. Благодаря Перельману физик Цингер 
стал автором чудесной «Занимательной ботаники». 

С легкой руки Перельмана выходят «Занимательная метеорология» 


Д. О. Святского и Т. Н. Кладо, «Занимательное мироведение» В. О. Пряниш- 
никова, «Занимательная статистика» Е. Е. Святловского. 

Появление «Занимательной минералогни» и «Занимательной геохимии» 
академика А. Е. Ферсмана, «Занимательной геологии» академика В. А. Об- 
ручева и «Занимательной географии» Л. В. Успенского также во многом 
обязано Перельману. 

География, геология, геохимия, минералогия, статистика, метеороло- 
гия, даже военное дело (имеется в виду книга полковника В. П. Внукова 
«Физика и оборона страны») втянуты в орбиту занимательной литературы. 

В 1935 году Яков Исидорович с коллегами — В. А. Камским, А. Я. Мал- 
ковым, В. О. Прянишниковым, Л. В. Успенским — основал знаменитый 
в Ленинграде Дом занимательной науки (ДЗН). Это была подлинная кунст- 
камера занимательных наук: физики, математики, астрономии, географии, 
геологии, метеорологии. В 1939 году в ДЗН насчитывалось более 100 круп- 
ных экспонатов, сгруппированных в четырех отделах: Астрономии, Гео- 
графии (с залом Геологии), Математики, Физики (с залом Оптики). Кроме 
того, создавался отдел Электричества. 

В этом доме все было занимательно, но все — строго обоснованно. Пе- 
реходя из зала в зал, от экспоната к экспонату, посетитель убеждался в 
том, что простые, набившие оскомину школьно-азбучные истины не так уж 
просты. Здесь людей учили видеть в заурядном занимательное, в скучном — 
захватывающе интересное. 

Вот, к примеру, «Доска Гальтона». Это был совсем нехитрый экспонат — 
наклонная доска, утыканная стальными иглами-шпеньками. В воронку 
насыпали пшено. Ударяясь о набитые иглы, крупинки укладывались на 
наклонной доске, очерчивая всегда одну и ту же кривую линию. 

Так демонстрировался математический закон нормального распределе- 
ния — закон Гаусса. Гаусс и... пшено! 

ДЗН не был культурно-просветительной «забегаловкой». Заниматель- 
ность была там не самоцелью, а средством пропаганды науки. 

В этот период своей деятельности Перельман активно сотрудничал с 
такими корифеями отечественной ракетной науки и техники, как К. Э. Циол- 
ковский, Ф. А. Цандер, С. П. Королев, Н. А. Рынин н другие. Он встре- 
чался с ними по работе в ЛенГИРДе, вел сбширную переписку. 

В память заслуг Якова Исидоровича Перельмана его именем назван 
один из кратеров на обратной стороне Луны, впервые сфотографированной 
советской автоматической межпланетной станцией «Луна-3» 7 октября 1959го- 
да. Кратер Я. И. Перельмана имеет диаметр 95 километров и находится в 
точке с лунными координатами В= + 16°30’и А = —160°. 

На Луне имя Я. И. Перельмана увековечено... Обидно, что на Земле 
это не сделано. Плуталова улица, на которой жил Перельман, не стала 
улицей Перельмана, а на доме № 12 даже нет мемориальной доски. Не воз- 
рожден и Дом занимательной науки. 


* * 
+ 


Мы попытались дать набросок портрета человека, имя которого широко 
известно во всем мире. Добавим, что Яков Исидорович Перельман был настоя- 
щим патриотом. Когда началась Великая Отечественная война, он отказался 
эвакуироваться из Ленинграда. В первые же недели войны на фронте погиб 
его единственный сын Михаил. От голода вскоре скончалась жена — врач. 
Третьего апреля 1942 года Яков Исидорович Перельман умер от истощения 
в блокированном Ленинграде. 


$1 





ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 





В,2=3 ом 





К статье «Преобразование 
электрических цепей» 


1. Преобразуем «звезду» и;==ид==гз в тре- 
угольник (см. рис.). Нетрудно найти токи, 
идущие через сопротивления ®:, Взи 

18+ 2в 
КВ, — = 14; Ив = а; 1 = 
2 
=-3_а. Это означает, что через батарею Е, 
4 
течет ток 1 = —3 _@, а через батарею Е, — 
5 
ток /, = 3 а. Значит, через сопротивление 


1 
Гз В исходной схеме ндет ток / -= -5-а. 


2. При разомкнутом ключе общая ем- 
кость системы коиденсаторов равна С, = 


=—` +36 = -6 С: При замкнутом клю- 


13 
че она равна = г С. Поэтому 


13 
0-Е, 5 ЕС (1—5) 


1 
= 56 ЕС. 


К статье „Нравится ли вам 
возиться с целымн числам и?» 

1. Рассмотрите эти уравнення по моду- 
лям: а) 4; 6) 9; в) 8; г)7. 

2. Используйте, что любое такое число 
имеет остаток [| прн делении на 9. 

3. Такое число делится на 3 и не делится 

на 9. 
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2 1 
4. а) ^-1; 6) А, поскольку 6 ТЕ —1 С = 9.5 ; 
в) А“. 
5. 1-33"... -37"= — т 45.3", 


1 
поэтому ал = @5 —5—.3"+1, о) =" По- 


скольку А<1, то эта последовательность стре- 
мится К 0. 

Заметьте, что геометрическая прогрессия 
1, 3, 31, ..., 3", ... является в смысле рассто- 
яния 4 бесконечно убывающей: 4 (3"+1,0)—= 
=А"+1, поэтому не удивительно, что ее сумму 
можно найти по обычной формуле 

1 


1 
$ В 
1-3-+З* +... =у3=-ф9. 
14 4 
6. 4 5 = «11,0112; 1 бу == «1.11125; 
м 41 
4 ( 81 › Я РА 


7. —1=«... 22222; ==(- 3) Е 1-= 


2 
=«.. 11112; $=&... ГО 2102 (мож- 


2 48 
но воспользоваться тем, что 5 — [8 |!) 


2 
4=—<.- 1210121012, 11. 


К статье «Показательные 
уравнени я» 


> ом 
| 
[2 


945 ШИ 
— 3—2 ° 


8. 5 - 


7. х— 2. т 
_ 28 (9+ У?) 


8. Хз ТЕ 


х 
р] 
53| <> 


$. 
10. х=0 
1 


1. м =ю8:@ + У5); х, = Юз ры, : 


Указание; обозначьте 3^—3-Х через у и 
покажите, что 9%-{-9-*=2-|-2. 


ОУ" 


2 
ние: введите обозначение (=) — 
2\7х 2 
- (3) = н проверьте, что (3-) — 

2-х 
А (=) = Гы ++ Зи. 


13. я= 1; ж-=—1 . 


16. х=2. Указанне: приведите урав- 


нение к виду (=) +(%5)' =. 


2 
97. х=2. 
18. х—=3. 
19. х=4. 


20. х,.=1+И1+12 . Указа: 
ние: прологарифмируйте обе частн уравие- 
ния по основанню 10. 


21. Хх, 8 5 (2+ 


+/ Е Указание: 
3 
56 

и прологарифмируйте обе частн уравнения по 
основанию 3. 

22. х= 2. 

23. ж= 1, х.=4. 

24. м =1, ж= 8. 

25. х=2. 
К статье «Письм ый экза- 


енн 
мен по математике на мех- 
мате МГУ в 1970 году» 


приведите уравнение к виду 3” = 2% 


л 5х 
1. 6 + п х= 5 + 2лп, где 


3 
хи + 2л, хр п 2лп 
(п =0, 1, 52, ..-). 


2. х.= Уб, и= уе: 


х. = — 6, ив: 
8. 3 мин. 
4. АС =2`УБ г. 


ЕР НЕЕ 
5. $Е=5-Уё5—2Уб яп . 


У — — 


К статье «Письменный экза- 
мен по физике в Московском 
автодорсжиом институте 


Варнант № 47 
2. т а==0,3. 
3. 0=12° С. 
4. =1,5.108 м/сек. 


К статье«Кинематикаи свя- 
3 И» («Кванть № 2) *) 


1. В точке А проекции скоростей цилиидра 


ли и стержня 9де на 
А0’ (А0’1 ОА) совпадают. 


ОС равно 


направление 
Зпачение 


®.ОА = Ф-г. св 


Заметим, что мгновенная ось вращения цн- 
линдра проходнт через точку В. Поэтому 
у лц\ направлена перпенднкулярно АВ н равна 
Я -АВ, где — угловая скорость вращення 
цилиндра. Поскольку 


у [2 
@ = —— и АВ = 27с0$-5-, получим 
у {2 & 
оАц= -;› 27 0575 = 24 с05 2 -- 
Из условня равенства проекций имеем 


[2 
АС = АЦ 605 ("-=) 


илН 
а а о @а 
Фи 4—7 = 20605 5 ЧП -5-, 
откуда 
г г 
ом“ 11—05 а ° 
251 —5- 


2. Поскольку длина АВ неизменна, проек- 
тируя скорости концов шатуна на направ- 
ление АВ, получим (ид = 67): 


и 605 © = ши с0$ (д —@— В), 


т (а + В) 
с05а& ‘ 
Воспользовавшись теоремой синусов 
яп тв 
=, 


или 


и = @г 


г 
можио найтн 
1 З 
о = ва 1 (зла) + 
|: 


ие па) = 0/1 ах 


х (и (>) — ива ++ сое). 


*) На рисунке к этой задаче в «Кванте» 
№2 вектор скорости и дц должен быть на- 


правлен под углам = к стержню. 
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2 ] $ ко 
ав ый |. 


ПОЧТА СССР 1083 


Марки, посвященные Н. Е. Жуковскому 


Отец русской авиации — так Владимир 
Ильич Ленин назвал великого русского 
ученого, основоположника современной 
тгидро- м аэромеханики Николая ЁЕгоровича 
Жуковского. 

Рад советских марок посвящен этому 
ученому. 

Первая серия из трех марок, посвящен- 
ная Н. Е. Жуковскому, вышла в 1941 году 
к 20-летию со дня его смерти. На первой 
марке этой серии (художник П. Платонов) 
воспроизведен портрет ученого, а внизу 
изображен винт самолета, так как Жунов- 
ский посвятил ряд своих работ изучению 
тягм винта. 

Р-р] 
воспроизведен портрет Н. Е, Жуковского 
не фоне военной академии, носящей 
эго имя. На третьей — марке серин 
{художник П. Платонов) изображен уче- 
ный и его формула для определения 
зеличины подъемной смлы, опубликован- 
ная в 1906 году в работе «О присоединен- 
ных выхрях». 

В январе 1947 года к 100-летию со дня 
рождения Н. Е. Жуковского были выпуще- 


за говеы ПОЙ Тит ОПарлынь Е МЕ СИЛЬ 


ТФОна УС МИРОВ А НА СЫЛх СВОЕГО РАЗУЫА- 


+ во муноесной 


ны две марки с его портретом (художник 
В. Завьялов), 

В августе 1963 года выпускается серия 
марок, посвященная деятелям отечествен- 
ной авнации. На одной мз марок этой се- 
рим воспроизведен портрет Н. Е. Жукоз- 
ского. По инициативе и под руководством 
Жуковского была сооружена одна из пер- 
вых в мире аэродинамическая трубе, и ху- 
дожник 8. Пименов изобразил на марке 
рядом с портретом ученого аэродинамичес- 
кую трубу в разрезе. . 

В своей речи «О воздухоплаваниию, про- 
изнесенной в 1898 году, то есть задолго до 
появления самолета, Жуковский говорил: 
«Человек не имеет крыльев м по отноше- 
нию веса своего тела к весу мускулов в 72 
раза слабее птицы.., но я думаю, что он 
полетит, опмраясь не ма смлу своих муску- 
лов, а на силу своего разума». Эти слова 
великого ученого приведены на почтовом 
блоке (художмик А. Аксамит), на котором 
а 
сверхзвуковой самолет ТУ-144. Блок выпу- 
щен з декабре 1969 годв’в серим марок, 
посвященных разаитию гражданской авма- 
ции. . 


Отдел ведет А. В. Алтыкис 





«КВАНТ» ДЛЯ МЛАДШИХ ШКОЛЬНИКОВ 





1. По дереву ползет гусеница. 
За день она поднимается на 6 метров, 
а ночью опускается на 4 метра. За 
сколько дней она доползет до верши- 
ны, если высота дерева 14 метров? 

2. Из 15 монет, одинаковых с виду, 
одна фальшивая. Неизвестно, тяжелее 
или легче она остальных. Как это 
узнать, сделав ие более двух взвеши- 
ваний на чашечных весах без гирь? 

3. Числа +** 9 и 9 жж являются 
кубами целых чисел. Каких? 

4. Шесть спичек лежат на столе 
так. как показано на рисунке |. 
Требу ется поменять их местами, при- 
держиваясь следующих правил: спич- 
ку можно перемещать лишь в направ- 
ленни ее головки на свободное место, 
либо просто передвигая, либо пере- 
прыгивая не более чем через одну 
спичку. 

5. Дан квадратный лист бумаги. 
Как рассечь его прямыми на четыре 
части (рис. 2), чтобы из них мож- 
но было сложить треугольную пира- 
миду, никакие ребра которой не рав- 
ны (рис. 3)2 


Рис. 3. 
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оряи чисел. 49. Очертание, 50. Условия работы механизма. 51. Один из основателей теории 
логарифмов. 52. Развитие. 55. Замкнутая выпуклая линия. 57. Указание. 58. Отверстне 
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перимент. 56. Увеличительное стекло. 


—` Я Нсучно-популярный физико-математический 


1971 






жирнал 
Академии 
наук СССР 


и Академии педалозических 


ве СРСР 











В номере: 


Экономика и линейные 
неравенства 
1 


Закон Ома 
8 


Логические задачи и алгебра 
а 
1 


Основы теории мне. 
Эффект Доплера 

30 

Задачник «Кванта» 
Задачи 

33 

Решения задач 


№28—№М30, ©41—Ф4 
35 


Практикум абитуриента 
Тригонометрические те 
4 


Вступительные экзамены по 
математике в Московском 
институте электронного 
и 

5 


Информация 
Заочный математический турнир 
56 


Олимпиады, а 
5 


Рецензии. Библиография 
По обе стороны р 
5 


Угопок коллекционера 
СССР — родина м. 
6 


Ответы, указания, рен. 


«Квант» для младших школьников 
3-я стр. обложки 

Кроссворд 

4-я стр. обложки 


А. Б. Каток 


Я. А. Смородинский 


/Т. ЧТ. Цинман 


Н. Е. Жуковский 


Л. Г. Асламазов 


Васильев, 


Н. Б. 
И. Ш. Слободецкий 


В. Б. Демьянов 


В. А. Тонян 


В. М. Розентуллер 


Ю. М. Брук 


А. В. Алтыкис 


А. П. Савин 






В первой части статьи *) мы рас- 
смотрели задачу «о самом дешевом 
рационе для цыплят». При этом мы 
ограничились весьма упрощенной си- 
туацией. Во-первых, мы обращали 
внимание лишь на четыре компонен- 
та рациона — калорийность, налнчие 
белков, жиров и углеводов. На са- 
мом же деле необходимо учитывать 
и ряд других компонентов — наличие 
витаминов, различных минеральных 
солей и т. д. Во-вторых, мы пред- 
положили, что рацион может состо- 
ять только из двух продуктов. 
С практической точки зрения это 
предположение может привести к 
бессмыслениым результатам, так как 
обеспечить достаточное количество, 
скажем, витамина А в рационе, со- 
стоящем из пшеницы и гороха, очень 
трудно, и цена самого дешевого до- 
пустимого рациона резко возрастет. 
Если же допустить, что рацион мо- 
жет содержать также какой-нибудь 
продукт, богатый витамином А, ска- 
жем рыбий жир, то можно получить 
допустимый рацион, лишь не намно- 
го более дорогой, чем рацион, со- 
стоящий из пшеницы и гороха. Сфор- 
мулируем эту задачу в более общем 
виде. 

Предположим, что в качестве кор- 
ма можно использовать п видов про- 
дуктов, причем цена единицы #-го про- 
дукта равна р,. Предположим так- 
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же, что мы должны принимать во 
внимание т компонентов рациона, 
причем в единице гго продукта со- 
держится а;, единиц ]-го компонен- 
та, а минимальное допустимое ко- 
личество |-го компонента в рационе 
равно с;. Тогда цена рациона, со- 
стоящего из х, единиц первого про- 
дукта, х, единиц второго продукта 
и так далее, равна рах, |... рихи. 

Задача о самом дешевом рационе 
состоит теперь в нахождении сре- 


ди всех наборов (х.,..., х„), УДОВ- 
летворяющих системе неравенств 
0. г ©, 


аих, + -- ах, >. са, 


Я та те + @тлХ, > бт 
таких, для которых функция 
Корах.» 


достигает мннимума. 

Рассмотрим еще один класс эконо- 
мических задач, приводящихся к по- 
хожей математической формулировке. 


Задача о выборе 
технологии 


Пусть мы нмеем дело с предприя- 
тием или группой предприятий, вы- 
пускающих какую-либо однородную 
продукцию. При производстве этой 
продукции используются различные 
виды ресурсов: человеческий труд, 
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электроэнергия, различные виды 
сырья, топлива, оборудования, зе- 
мельные угодья и т.д. Каждый из 
этих ресурсов имеется в ограничен- 
ном количестве. Продукция может 
производиться разными способами, 
которые отличаются количеством- и 
соотношением используемых в них 
ресурсов. Так, например, можно до- 
бывать уголь в шахтах и в открытых 
разработках, обрабатывать какую-ли- 
бо деталь на машиностроительном за- 
воде с помощью различных после- 
довательностей технологических опе- 
раций, откармливать скот на естест- 
венных пастбищах или специально 
сеять кормовые культуры, строить 
здания из кирпича, естественного кам- 
ня, монолитного железобетона или 
сборных конструкций, изготовляемых 
на заводах, и Т. д. 

Наша задача состоит в том, что- 
бы определить, какое количество про- 
дукции нужно производить с помощью 
каждой технологии с тем, чтобы сум- 
марный выпуск продукции был наи- 
большим. 

Сформулируем теперь эту задачу 
на языке математики. 


Пусть в наличии имеется ру 
единиц |-го ресурса (|=1, 2,..., п), 
а для производства единицы продук- 
ции по 1-му способу 1=1, 2,... т) 
требуется а единиц ]-го ресурса. 
Если по 1-му способу производится 
х; единиц продукта, то всего исполь- 
зуется апх.-|...фатхь единиц ]|-го 
ресурса, и эти величины не должны 
превосходить р). Общее производство 
равно, очевидно, х.-|... Е Хт. 


Таким образом, среди наборов 
(х1,..., Аш), Идовлетворяющих системе 
линейных неравенств 

обв = 0, 


ах, +... + ат < Ра, (1) 


ати - * + аъ < Ри, 


нужно найти такие, для которых 
линейная функция Кх=х.-...Нхь 
достигает максимума. 
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В первой части статьи мы пока- 
зали, как задача о самом дешевом 
рационе в случае двух продуктов 
сводится к геометрической задаче по- 
строения опорной прямой к мно- 
жеству допустимых точек, имеющей 
заданное направление. Конечно, та- 
кую же интерпретацию допускают все 
задачи линейного программирования, 
в которых число неизвестных в не- 
равенствах равно двум. К ним от- 
носятся задачи «о велосипедах», «о 
карьерах», приведенные в первой час- 
ти, задача о выборе технологии, 
когда имеются две возможные тех- 
нологни. 

Покажем, как получить аналогич- 
ную геометрическую интерпретацию 
для задач линейного программирова- 
ния, содержащих три неизвестных. 

Рассмотрим задачу о выборе тех- 
нологии. Будем считать, что у нас 
есть выбор из трех различных тех- 
нологий. Наша задача заключается 
в том, чтобы среди наборов (хи, хз, Хз), 
удовлетворяющих системе лннейных 
неравенств 


х.—0, х.20, х.=0, 
ах, + @12Х3 | ах; < рь 


(2) 


Чт А Е @паХ о + ЯлзХз = Р», 


найти такие, для которых линейная 
функция Ко=х. х.з достигает 
максимума. 

Будем считать, что все числа 
Ра» ---» Р», @)1, ..-, Я, @1>, --., Я ла, 
@1з, -.., @пз Положительны. 

Каждую тройку вещественных чи- 
сел (х., Хо, Хз) можно изобразить 
точкой трехмерного пространства. 
Точки (хи, Ха, хз), для которых х,=0, 
лежат в плоскости осей Ох. и Ох.. 
Эта плоскость делит все пространство 
на две части. Каждая из этих частей 
вместе с самой плоскостью называ- 
ется полупространством. Одно из 
полупространств (на рисунке 1 то, 
которое лежит справа от плоскости 
х.Охз) состоит из точек, для которых 
х1-0, другое — из точек, для кото- 
рых х, < 0. Точки, удовлетворяющих 


Рис. 1. 


неравенству х. —0, образуют полу- 
пространство, лежащее «сзади» плос- 
кости  х:Ох, а точки, — удов- 
летворяющие неравенству х.—0, об- 
разуют полупространство, лежащее 
сверху от плоскости х:Ох.. 
Таким образом, точки (х:, х., Хз), 
для которых одновременно выполнены 
все три неравенства х, —=0, х.—0, 
хз = 0, лежат в пересечении трех опи- 
санных полупространств, то есть в 
положительном октанте («1/8 частн») 
пространства (см. рис. 1). 

Точки (х1, х2, Хз), для которых 


ааа Рае. аз. Ра, 
образуют плоскость, проходящую че- 


рез точки в. = (1, 0, 0) на оси 
О, 9, = (©, хе о) на оси Ох, и 
5.= (0, 0, г на оси Ох.. Точки, для 
которых 

а1х- а12Хэ-Е @1зХ: ра, (3) 


лежат в одном из полупространств, на 
которые делит пространство эта плос- 
кость. Так как р, > 0, то координаты 
точки О= (0, 0, 0) удовлетворяют не- 
равеиству (3). Поэтому нужно вы: 
брать полупространство [,:, которое 
содержит эту точку. Точки (х}, хо, Хз), 
координаты которых удовлетворяют 
системе неравенств 


тн №0, х.>0, 


Я -- @1зХа + а, 3х3 < ра, 
и у 





Рис. 2. 


лежат в пересечении полупростран- 
ства Г[., с положительным октантом. 
Это пересечение представляет собой 
неправильный  тетраэдр ОР,0:5, 
(рис. 2). 

Точки, координаты которых удов- 
летворяют неравенству а. 1х!-Назох.-- 
аз: <р., лежат в полупростран- 
стве [.., которое содержит точку О 
и ограничено плоскостью, проходящей 
через точки 

В, (2 о, 0\, 


Вы ] 


@,- (©, ==, 0), 


@о2 
и Ра 
в (©, 0, че 
Решениями системы неравенств 


Хх, =0, х,>0, ж-—0, 


ааа + ах. + ар, (4) 
ах: + @»2Х. + аззх. <> ре 


служит пересечение тетраэдра 
ОР.0\$, с полупростраиством Г.. или, 
что то же самое, пересечение тетраэд- 
ров О.Р. 01$, и ОР,О.$.. Возможны 
следующие случаи: 

а) Всетри точки Р.О.$. лежат вне 
тетраэдра ОР,0,$5, (то означает, что 
об к Ви. М _Р. РР 
“1 > Ч ° 012 — 62. * @1з = т 
Тогда пересечение тетраэдров ОР, 0,5, 
и ОР.@,$. совпадает с тетраэдром 
0Р.0,$, (рис. 3, а). 

6) Некоторые из точек Р., Ч., $, 
лежат внутри, а некоторые вне 
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Рис. 3, а. 


тетраэдра ОР,0,5, (это означает, что 
среди чисел 


2. Ра Пр оба. ОР д 
0 ал ° @з а *? @1з @23 


имеется по крайней мере одно положи- 
тельное и одно отрицательное). Тог- 
да плоскость Р.@.$. «отрезает угол» 
у тетраэдра ОР.0,$5:; пересечением 
тетраэдров ОР,01$51 и ОР.0.$. будет 
многогранник с шестью вершинами (на 
рис. 3, б многогранник ОР-9,2,2.$,). 

8) Все три точки Р,, Ч», $» ле- 
жат внутри тетраздра ОР.9:5., 
то есть 











Ра» р Ра 7 РР 

1 = а: ° 12 г 2,’ @1з =: аз: ° 
В этом случае пересечение тетраэдров 
ОР.0:$, и ОР.0.5. совпадает с 
ОР.(.5.. 

Присоединяя к системе (4) по- 
следующие неравенства системы (2), 
увидим, что каждое следующее не- 
равенство или никак не меняет мно- 
жества решений системы предыдущих 
неравенств (как в случае а)), или 
построенная плоскость «отрезает» 
часть многогранника, состветствующе- 
го решениям предыдущей системы 
(как в случаях 6) ив) ). 

Так же как и на плоскости, мно- 
жество точек в пространстве назы- 
вается выпуклым, если вместе с каж- 
дыми своими двумя точками оно 
целиком содержит соединяющий их от- 
резок. Так как полупространство—вы- 
пуклсе множество и общая часть вы- 
4 
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пуклых множеств, очевидно, тоже вы- 
пуклое множество, то множество 
точек, соответствующих решениям 
системы (2), представляет собой вы- 
пуклый многогранник А. Одной из 
вершин этого многогранника обяза- 
тельно будет точка О, а ребрами, 
исходящими из этой вершины, бу- 
дут некоторые отрезки осей коорди- 
нат. Заметим, что, в отличие от то- 
го, что мы имели при решенни задачи 
«о корме для цыплят», множество 
допустимых точек в данном случае 
оказалось ограниченным. 

Назовем плоскость опорной к вы- 
пуклому множеству в пространстве, 
если это множество целиком лежит 
в одном из полупространств, на ко- 
торые эта плоскость делит простран- 
ство, и в ТО Же время по крайней мере 
одна точка множества лежит на плос- 
кости. 

Рассмотрим семейство параллель- 
ных плоскостей 


же =К. (5) 


При К< 0 эти плоскости не пересе- 
кают положительного октанта и, сле- 
довательно, многогранника А. Плос- 
Кость 

хх. НХз-=0 


является опорной к многограннику А 
и пересекается с ним в единственной 
точке (0, 0, 0). Весь многогранник 
А лежит в полупространстве х.--х.-- 
+х: 0. Точка (0, 0, 0) соответ- 
ствует минимуму линейной функции 


Ко=х,+х. хз, заданиой на мно- 
гограннике А. При дальнейшем уве- 
личении К плоскость х.-х,-хз=К 
будет пересекать многогранник А по 
многоугольнику. 

Найдется такое значение (рис. 4) 
К=Ко, что плоскость хаГхГХз= Ко 
вновь будет опорной к многограннику 
А, но многогранник будет лежать в 
полупространстве х.-Нх. хз = Ко. 

Очевидно, линейная функция {(х) = 
=х.-х.-хз достигает максимума на 
многограннике А во всех точках пе- 
ресечения многогранника Ас плсс- 
костью х.-х.-Нх.=Кь. Как видите, 
з семействе параллельных плоскос- 
тей, задаваемых уравнениями (5), су- 
ществуют две опорные к многогран- 
нику А плоскости, одна из которых 
соответствует минимуму, а другая — 
искомому максимуму функции х, | 
-х.+х. на А. Пересечение выпукло- 
го многогранника с опорной плос- 
костью может состоять либо из един- 
ственной вершины многоугольника, 
либо из точек некоторого ребра мно- 
гогранника, либо из точек некоторой 
грани многогранника. Каждый из этих 
трех случаев может осуществиться 
в нашей ситуации. 

Грани многогранника А лежат в 
плоскостях 

х, =<" Е, 2,3), (6) 


арха + азэх, + ах: = Ру 
(=. инь 


причем, не обязательно во всех. Каж- 
дое ребро лежит в пересечении двух 
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из этих плоскостей, а каждая верши- 
на — в пересечении нескольких (трех 
или больше) плоскостей. Даже если 
в вершине пересекаются больше чем 
три плоскости, можно выбрать три 
из этих плоскостей, пересечение ко- 
торых состоит только из этой вер- 
шины. Координаты точки пересечения 
трех плоскостей можно найти, решив 
систему уравнений, задающих эти 
плоскости. 

Итак, искать вершины многогран- 
ника А можно следующим образом. 
Составить всевозможные тройки урав- 
нений из (п--3) уравнений (6). (Число 
таких троек равно "2 -- и +Ъ [- о г 
Каждую тройку можно рассматри- 
вать как систему трех линейных урав- 
нений с тремя неизвестными. Если 
решение (х, х». хз) этой системы су- 
ществует и единственно, то надо про- 
верить, выполняются ли для чисел 
Х:, Х., Хз Остальные п неравенств 
системы (2). Если неравенства выпол- 
няются, то точка (х., х,, хз) — вер- 
шнна многогранника А. После этого 
для решения задачи линейного про- 
граммирования достаточно сравнить 
значения функции } (х)=х, Ех, Ёх. во 
всех полученных вершинах н выб- 
рать те из них, в которых это зна- 
чение наибольшее. Такая процедура 
связана с довольно болышой вычис- 
лительной работой, особенно если п 
достаточно велико. 

На самом деле решения большин- 
ства систем не будут вершинами мно- 
гогранника А, и, кроме того, для 
решения задачи линейного програм- 
мирования не обязательно знать все 
вершины многогранника. Поэтому та: 
ким непосредственным перебором при 
решении задач линейного програм- 
мирования не пользуются. 

Наиболее распространенный и 
весьма экономный способ решения за- 
дач линейного программирования при- 
думали в 1947 году американские 
математики Дж. фон Нейман и 
Дж. Данциг, которые не знали тог- 
да о работах Л. В. Канторовича и 
независимо от него пришли к методу 
линейного программирования. Они 
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назвали свой способ симплекс-мето- 
дом. Мы опишем сейчас геометричес- 
кую идею симплекс-метода в примене- 
нни к нашей трехмерной задаче. На 
самом деле при использовании сим- 
плекс-метода задачу преобразуют, 
вводя иекоторые дополнительные не- 
известные, что позволяет с алгебраи- 
ческой точки зрения упростить про- 
цедуру решения. Однако для сох- 
ранения геометрической наглядности 
мы не будем этого делать. 

Итак, начнем с вершины 


0= (0, 0, 0), 


в существовании которой мы увере- 
ны, и рассмотрим ребра много- 
гранника А, выходящие из этой 
вершины. Пусть Р — второй конец 
одного из таких ребер. Значение 


функции 
Кох, хз 


в точке Р болыше, чем в О. Рас- 
смотрим теперь все ребра много- 
гранника А, выходящие из точки 
Р. При движении из точки Р по 
некоторым из этих ребер значение 
функции х.х,[Рх, может убывать 
или оставаться постоянным. Эти 
ребра мы сразу отбросим н выбе- 
рем одно из ребер, при движении по 
которому значение функции х,-Нх.-+ 
+ хз возрастает. Пусть Р’— второй 
конец этого ребра. Значение функ- 
цин х.|х.-х. в вершине Р’ боль- 
ше, чем в вершине Р. Рассмотрим 
все ребра, выходящие из точки Р”’ 
и выберем какое-нибудь ребро Р’Р”, 
при движении по которому функ- 
ция х,--х.-Ёх, возрастает и т. д. 

На каждом шаге мы будем полу- 
чать вершину многогранника А, в 
которой значение функции х/{х.-+ 
--хз больше, чем в предыдущих. 
В конце концов мы придем к та- 
кой вершине 

М=(х!, 2, 2), 

что при движении вдоль любого реб- 
ра, выходящего из этой вершины, 
значения функции х,--х.--х. не бу- 
дут возрастать. Это вначит, что плос- 
Кость 


0 © 0 
жеж х2-- хз, 


опорная к многограннику Аи М — 
одно из решений задачи линейного 
программнрования. Для нахождения 
других решений нужно найти такие 
ребра, выходящие из М, при дви- 
жении по которым значение функ- 
ции х.--х.-Ёх. остается постоянным. 

Если таких ребер нет, то М — 
единственное решение задачи. 

Если такое ребро одно, то ре- 
шения задачи — все точки этого реб- 
ра. Если ребер два, то решеннями 
служат все точки грани, в которой 
лежат этн ребра. 

Чаще всего из каждой вершины 
многогранника А исходит три ребра. 
В этом случае на каждом шаге процес- 
са приходится проверять всего два 
ребра (так как ребро, на котором ле- 
жит предыдущая вершина, можно сра- 
зу отбросить). Если вдоль обоих этих 
ребер функрия х, Рх„-Нх. возрастает, 
то имеет смысл найти концы обоих 
ребер, сравнить значения функции 
в двух полученных вершинах и вы- 
брать ту из них, в которой это значе- 
ние больше. Если из вершины ис- 
ходит большее число ребер, вдоль 
которых функция хх. х. возрас- 
тает, можно выбирать то, которое 
образует самый болышой острый угол 
с плоскостями х.-х.Ёх.=А, то есть 
ребро, вдоль которого функция 
х.х.-хз «возрастает быстрее все- 
гоз. Такой способ может оказаться 
более экономным с вычислительной 
точки зрения, так как не требует 
предварнтельного нахождения концов 
всех ребер, выходящих из данной 
вершины. 

Все геометрические понятия, ко- 
торые оказались полезными при рас- 
смотрении задач линейного програм- 
мирования с двумя н тремя перемен- 
ными (прямая, плоскость, параллель- 
ность, выпуклое множество, опорная 
прямая, опорная плоскость и т. д.), 
можно сформулировать чисто 
алгебраически на языке уравнений 
и неравенств. При пользовании этим 
языком, в отлнчие от геометричес- 
кого, как правило, не возникает су- 
щественных различий между случаями 
двух, трех и большего чнсла пере- 


менных, и соответствующие опреде- 
ления по аналогии переносятся на 
общий случай. 

С другой стороны, ценность гео- 
метрического языка состоит в том, 
что интуиция может подсказывать 
некоторые построения и приемы ре- 
шения задач, до которых трудно до- 
думаться, если пользоваться только 
алгебраическим языком. Симплекс- 
метод представляет хороший при- 
мер такого приема. В снлу этого 
оказывается полезным ввести  гео- 
метрический язык и в случае произ- 
вольного числа переменных. 


Упражнения 


1. Докажнте, что если плоскости 
хи + х. 4х. К 


параллельны какой-нибудь грани многогран- 
ника А, то плоскость 


ж + хз +х.= Ко 


совпадает с плоскостью этой грани. 
2. Верно ли, что если плоскости 


ж + хз += К 


параллельны какому-нибудь ребру много- 
гранника А, то плоскость 


жа {хз +х3-= Кь 


проходит через это ребро? 

3. а) Пусть в задаче выбора технологин 
при прежннх ограннчениях на ресурсы ста- 
вится задача максимизировать ие выпуск 
продукции, а прибыль, то есть разность меж- 
ду ценой произведенной продукции ин затра- 
тами на нспользованные в пронзводстве ресур- 
сы, причем известно, что цена единицы произ- 
веденной продукции равна 43 рубля за- 
траты прн нспользованни единицы /-го ре- 
сурса ны 9; рублям (=1,..,т). 

6) Пусть в задаче выбора технологий тре- 
буется, чтобы выпуск продукцин был не 
меньше чем $ единиц и при этом чтобы затра- 
ты были мнинмальнымн. 

Сформулируйте каждую из этих задач как 
задачу лннейного программирования. Дока- 
жите, что существует ровно одно значение $, 
при котором решения задачн 6) совпадают с 
решениями задачи а). 
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К ЧЕМУ ПРИВОДИТ 
НЕРЕШИТЕЛЬНОСТЬ? 


Дом Пети, стаднон, дом 
Люсн и магазин расположе- 
ны в вершннах квадрата со 
стороной 1 км. 

Петя вышел из дому н 
направился на стаднон — ве- 
чером там собиралась школь- 
ная футбольная команда. Но, 
пройдя половину путин до 
стаднона, Петя вспомнил, что 
он приглашен к однокласснн- 
це Люсе на день рождения. 
Петя решил на стаднон не 
идтн н повернул к дому 
Люси. Пройдя половину пу- 
тн, Петя подумал, что ндти 
без подарка неудобно н по- 
вернул к магазину. Однако, 
пройдя половину путн до 
магазнна, Петя решил, что 
пропускать треннровку не 
стоит, и опять повернул к 
стадиону. Впрочем, пройдя 
половину пути до стадиона, 
Петя решил, что Люся очень 
обидится, если он ие придет, 
опять повернул к дому Люсн 
и так далее. 

Найти тот треугольник, 
около которого в конце кон- 
цов будет ходить нерешя- 
тельный Петя (начало пу- 
ти Петн нзображено на рн- 
сунке). 





Закон Ома 


Я.А. СМОРОДИНСКИЙ 


Простой с первого взгляда 


Обычно закон Ома формулируют 
так. Возьмем проводник с током 
(рис. 1). Пусть к его концам прило- 
жена разность потенциалов Уд — Ув, 
причем У„>> Ув. Тогда сила тока, 
текущего по проводнику, будет оп- 
ределяться формулой 
Ул — Ув 

В ‚ 
где Ю — сопротивление проводника. 
Кроме того, добавляют, что если 
проводник с постоянным сечени- 
ем 5$ однороден по всей длине Г, 


то В= 1.1 где а называют 


о 5’ 
удельной проводимостью, а я =р 





= 


— удельным сопротивлением. 
График зависимости тока от при- 
ложенной разности потенциалов вы- 
ражается прямой (рис. 2). 
Закон Ома выглядит очень прос- 
тым и очевидным. Ведь ясно, что 
чем больше разность потенциалов, 





Рис. 1. 


тем больше и ток. Но почему между 
этими двумя величинами существует 
простая пропорциональность, почему 
величина Ю сама не изменяется с 
ростом тока? Опыт показал, что 
закон Ома оказывается верным как 
для очень маленьких, так и для 
очень больших токов в металлах. 
К проволоке прикладывали такую 
болышую разность потенциалов, что 
на длине в [ см потенциал изменялся 
на миллион вольт. И все-таки ток 
можно было определять по закону 
Ома. Правда, на самом деле в таких 
опытах наблюдались очень небольшие 
отклонения от этого закона, но их 


‚вполне можно было объяснить тем, 


что проводник, несмотря на все пре- 
досторожности, нагревался, ни его со- 
противление менялось из-за измене- 
ния температуры. Этот на первый 
взгляд простой закон вызывает ин- 
тересные вопросы. 

В какую сторону течет ток? 

Почему ток течет в сторону па- 
дения потенциала, а не в сторону 
его повышения? Возьмем батарейку 
и замкнем ее на какое-нибудь сопро- 
тивление, например, включим лампоч- 
ку. Согласно закона Ома по цепи 
потечет ток от положительной клем- 
мы батарейки через лампочку к отрн- 
цательной клемме, уменьшая разность 
потенциалов между клеммами, кото- 
рая конечно будет восстанавливаться 
батареей, но на это все время расхо- 
дуется энергня (об этом будет еще раз- 
говор дальше). 

Что было бы, если бы ток пошел в 
обратном направлении? Заряды клемм 





Рис. 2. 


стали бы увеличиватьея и воз- 
растали бы беспрерывно без всякой 
затраты работы. 

Представим себе, что по каким-то 
причинам в куске металла возникла 
разность потенциалов — в одной об- 
ласти возник положительный заряд, 
в другой — отрицательный. По зако- 
ну Ома ток потечет из области с по- 
дожительным зарядом в область с 
отрицательным зарядом. При этом 
абсолютные величины зарядов в обе- 
их областях уменыпшатся и разность 
потенциалов исчезнет. В металле на- 
ступит электрическое равновесие. 
Если бы ток шел в обратную сторону, 
положительный заряд все время уве- 
личивалея бы, а отрицательный — 
уменьшался, и никакого равновесия 
не настулило бы. Но мы хорошо зна- 
ем из опыта, что в природе любое 
отклонение от равновесия стремится 
рассосаться и все явления протека- 
ют так, что если мы не подводим 
энергию извне, то снстема стремит- 
ся к состоянию, которое мы счита- 
ем равновесием. 

Поэтому закон Ома — это зако, 
который показывает, как снстема стре- 
мится к равновесию. 

Можно еще спросить, а как бы- 
стро установится равновесие? Ясно, 
что когда в цепь включена батарей- 
ка и сопротивления, то ток через 
сопротивления будет течь до тех 
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пор, пока работает батарейка. Но 
как быстро после замыкания цепи ток 
перестанет меняться? Через сколь- 
ко времени после размыкания цепи 
по ней перестанет течь ток? Рассмот- 
рим совсем простую задачу. 

Возьмем, например, два ‘ме- 
таллических шарика. Красный ша- 
рик заряжен положительно  за- 
рядом @, а зеленый шарик заря- 
жен таким же отрицательным за- 
рядом (рис. 3). Соединим их (в мо- 
мент времени {=0} проводником © 
сопротивлением К. 

Известно, что потенциал шарика 
пропорционален заряду на нем. Если 
шарики одинаковые, можно считать, 
что 


1 
У== 9. 


Здесь С — емкость шарика. 

Ток по проводнику при {=0 бу- 
дет идти в направлении, показан- 
ном стрелкой. Величина этого тока 

рас № Во ЗУеаВ 
С к >. СА,” 


Теперь мы должны учесть, что 
после соединения шариков проволо- 
кой заряд красного шарика стал 
уменьшаться и за малое время А 
изменился на величину 


^9 = м = — Е М = 
241 
= 8-9. 


Уменьшение заряда оказывается 
пропорционально самому заряду. Это 
означает, что зависимость заряда от 





Рис. 3. 


времени выражается экспоненциаль- 
ной функцией *). 

Зная свойства экспоненциальной 
функции, мы можем написать, что 
величина заряда изменяется так: 


31 *ж* 
9(0=@ С 


Таким образом, уменьшение за- 
ряда будет происходить по экспонен- 
циальному закону. Строго говоря, 
заряды исчезнут только при беско- 
нечно большом времени, но практи- 
чески они станут незаметными очень 
быстро. 

Обычно временем установления 
равновесия принято называть время, 
за которое заряды шариков (а зна- 
чит, и ток в цепи) уменьшается ве 
раз. Для нашего примера это вре- 


[7 
мя равно г 


Исторня открытия 


Мы и сейчас относим закон Ома 
к числу важнейших законов физики. 
Когда Георг Симон Ом (1787—1854) 
обнародовал этот закон, ему просто 
не поверили. Главная работа Ома 
вышла в 1927 году в Берлине и на- 
зывалась «Гальваническая цепь, ма- 
тематически разработанная доктором 


*) 0б эскпоненте рассказано В 
«Кванте» № 1 за этот год. Только там & 
выбрано разным единице. 

**) Проверим последнюю формулу. Рас- 
смотрим два момента времени Ё и #+4А6. 


2 
- {+41 
91 -- АЙ = Це ох 
-2Е Ра 
0 (1) = @ 


Разность этнх двух функций можно вычис- 
лнть (при малых А{). Заметим, что речь идет 
об изменении функции г”, причем х изме- 


в (лю [-- 2 
няетенот (-— С (20 — в (+4) . 


2 
то есть на величину Ах — — 5 АЕ. 


ЛО == ск А{.(, так 


как скорость изменения — экспоненциаль- 
ной функции пропорциональна ей самой. 
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Таким образом, 


Г. С. Омом». Но первые его иссле- 
дования начались раньше, результа- 
ты их были опубликованы в 1825 году. 
Чтобы понять, как трудно было до- 
биться признания этих работ, надо 
знать, какими средствами распола- 
гал физик-экспериментатор 150 лет 
назад. 

В 1820 году Ампер обнаружнл, 
что электрический ток отклоняет маг- 
нитную стрелку компаса. Это позво- 
лило в принципе измерить «силу тока» 
и понять, что есть разиица между си- 
лой тока и напряжением. К этому 
времени были известны два источни- 
ка тока: электрическая батарея «воль- 
тов столб» (его изобрел в 1799 году 
А. Вольта) и термоэлектрический эле- 
мент, изобретенный  Зеебеком в 
1821 году. Однако никто не пред- 
полагал, что можно — установить 
математические законы действия ба- 
тареи. Изменению действия батарей 
при разных соединениях элементов 
физики удивлялись, но никто не 
мог увидеть здесь ясных закономер- 
ностей. Кроме того, гальванические 
батареи в то время были плохие, 
напряжение на их концах изменялось 
во время опыта (батареи «садились», 
что сильно запутывало результаты 
опытов. Ом отказался от этих бата- 
рей и провел свои первые опыты, 
используя в качестве источника тока 
термоэлектрический элемент, который 
давал значительио меньший ток, но 
зато был стабилен. Разность потен- 
циалов такого элемента составляет 
около 0,0045 вольта. Чтобы измерить 
силу тока, получаемую от термоэле- 
мента, Ом придумал новый метод. 
Проводник с током располагался 
вдоль по направлению свободно 
подвешенной магнитной — стрелки 
(т. е. вдоль меридиана), и измерялся 
угол, на который надо было закру- 
тить нитку, чтобы стрелка не от- 
клонилась от этого направления. Угол 
закручивания нитки и характеризо- 
вал силу тока. 

Первая формула, которую полу- 
чил Ом, имела вид 


_ а 
> 


в ней Х — величина, описывающая 
действие тока на магиитную стрел- 
ку, х — длина проволоки, а постоян- 
ные а и $ зависят от того, какой 
был взяТ элемент и из чего сделаны 
соединительные провода. 

Прежде всего Ом заметил, что 
величина Х одинакова на всех уча- 
стках провода. Теперь уже можно 
было попробовать иайти закон, ко- 
торый определяет эту величину в 
зависимости от того, как устроена 
сама цепь. 

Этот закон Ом нашел, подбирая 
наиболее простое выражение, которое 
описывало бы результаты его опы- 
тов. Основываясь на аналогии с те- 
чением тепла или воды, он дал теорию 
открытого им закона и ввел в фи- 
зику ясные понятия: сопротивление, 
сила тока и электродвижущая сила, 
которую Ом называл «падением». Прн- 
менив свою теорию теперь уже к 
гальваническим батареям, Ом нашел 
зависимость силы тока от числа ба- 
тарей т и длины проволоки х: 

ат 
НЕЕ" 

Здесь в числителе стоит величина, 
пропорциональная суммарной элек- 
тродвижущей силе элементов, со- 
единенных последовательно, а в зна- 
менателе — величина, пропорцио- 
нальная сумме сопротивлений прово- 
локи и элементов. 


Закон Ома для замкнутой цепи 


Выше мы рассказали о законе 
Ома для отдельного участка цепи. 
Но формула применима и ко всей 
цепи в целом. 

Формула для замкнутой (не раз- 
ветвленной) цепи записывается обыч- 
но так: 


ХИь=Е, 


где ток Г по всей цепи одинаков, г; — 
сопротивление каждого из участков 
цепи, а в называется  электродви- 
жущей силой. Рассмотрим самый 
простой случай — какой-нибудь ис- 
точиик тока (какой именно, неваж- 
2* 





Рис 4 


но — мы его нарисуем просто в виде 
прямоугольника) и проволоки с сопро- 
тивлением КЮ, соединяющей его вы- 
воды (рис. 4). Сам источник имеет 
некоторое сопротивление; обозначим 
его через г. (Это сопротивление на- 
зывают внутренним). Тогда закон Ома 
запишется так: 


[Ю- И=а. 


Нарисуем график изменения по- 
тенциала вдоль цепи. Будем считать, 
что расстояние от а до |[ (размер 
источника) очень мало по сравне- 
нию с длиной цепи. Это, конечно, 
несущественное упрощение. Тогда 
график изменения потенциала будет 
выглядеть так, как это показано на 
рисунке 5. Так как контур замкнут, 
то одна из точек (на рисунке точка с) 
отмечена дважды. 





Рис 5 
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В том месте, где находится ис- 
точник тока, происходит резкий ска- 
чок разности потенциалов, который 
и определяет электродвижущую силу 
в контуре. Если интересоваться только 
внешней цепью, то последнюю фор- 
мулу можно переписать так: 


1Ю=е — И. 


Мы видим, что разность потен- 
циалов на выводах источника тока 
меныле электродвижущей силы на 
величину 7. 

Посмотрев теперь на формулу Ома 

ат 
Хх == Фтех ’ 

мы видим, насколько хорошо Ом 
понял роль самих гальванических 
элементов в электрической цепи. Он 
не только установил, что э. д. с. ба- 
тарен (составленной из последователь- 
но соединенных элементов) пропор- 
циональна числу элементов, но и 
ввел число элементов в знаменатель 
формулы. Это звачит, что он хорошо 
понял роль внутреннего сопротивле- 
ния батареи, которое (как это нам 
сейчас очевидно) также пропорцио- 
нально числу последовательно соеди- 
ненных элементов. 


Локальный закон Ома 


Напишем еще одну формулу для 
закона Ома. Для этого воспользу- 
емся плотностью тока — отношением 
силы тока, текущего через очень 
маленькую площадку $ (расположен- 
ную перпендикулярно направлению 
тока), к величине этой площадки 


! 


5. 
Тогда из закона Ома следует, что 
. | У. —и 
АВ ь, А в. 
В 


Если точки А и В расположены 
очень близко друг к другу, то ве- 
личину 

Уф 
В -Е 


и. 


называют напряженностью электри- 
ческого поля. Напряженность Ё есть 
вектор, направленный в сторону нан- 
более быстрого убывания потенциала. 
Так как ] — тоже вектор и направ- 
лен он в ту же сторону, то мы можем 
написать закон Ома в векторной 
форме 
{ = оБ. 

В таком виде закон Ома можно 
применять к любому телу в любой 
его точке. В это выражение не вхо- 
дят никакие геометрические размеры 
тела, а только проводимость ©, оп- 
ределяемая веществом в том месте, 
в котором мы измеряем плотность 
тока. В такой форме закон Ома но- 
сит локальный характер, т.е. в не- 
го входят величины, относящиеся 
только к одной избранной точке (а 
не ко всей цепи, как это было в 
формулах, которые мы писали выше). 


Элементарная теория формулы Ома 


Закон Ома мы сейчас умеем объ- 
яснять очень просто. Носителями то- 
ка в металлах служат электроны, 
которые движутся под действием элек- 
трического поля. В проводнике про- 
исходит беспорядочное тепловое двн- 
жение. Под действием электрическо- 
го поля на него накладывается бо- 
лее упорядоченное движение. (Обычно 
его скорости меньше тепловых.) 

Электрическое поле действует на 
электроны с силой 

> 


ЕЕ. 


Почему же электроны не движут- 
ся равноускоренно? Потому что они 
сталкиваются с атомами и теряют 
свою скорость. Подробно это объ- 
яснено в статье Д. А. Франк-Каменец- 
кого (см. «Квант» № 9, 1970 г.). 

Электрон набирает дополнитель- 
ную скорость только за то небольшое 
время т, которое он движется поч- 
ти свободно в промежутке между 
двумя столкновениями; это время на- 
зывают «временем свободного пробе- 
га». За время т электрон наберет 
дополнительную скорость, равную 


произведению ускорения Е на т: 


> > 


её 
а ЕТ: 
и ов 


Если число электронов («свободных 
электронов», то есть таких, которые 
не «привязаны» к атомам) в едини- 
цё объема обозвачить через №, то 
через 1 см? булет протекать элек- 
трический ток, равный заряду элек- 
трона, умноженному на число элек- 
тронов, проходящих через 1 см* в 
| секунду 


В этой формуле вместо скорости 
и мы написали половину от нее. Это 
просто среднее арифметическое на- 
чального и конечного значения ско- 
ростей между двумя соударениями. 

Отсюда можно написать выраже- 
ние для удельной проводимости (как 





коэффициента пропорциональности 
между ри ЕЁ): 
м Г еже *) 
9 т ы 


Джоулево тепло и работа источника 
тока 


Таким образом, за простой фор- 
мулой закона Ома скрывается много 
сложных явлений. При течении то- 
ка электроны все время получают 
энергию от электрического лоля и 
все время теряют ее при столкнове- 
инях с атомами. В результате, как 
хорошо известно, выделяется тепло 


*) Иногда эту же формулу пишуг кесколь- 
ко иначе, заменяя т ло формуле 


свободный пробег А 
— средняя телл. скорость ор” 





Свободный пробег — это средний путь, про- 
летаемый электроком между двумя соударе- 
ниямн. Тогда 





р е2№мА 
0— 2 тТУЭср - 


Эта формула носит название Формулы Друде. 


(так, например, нагревается электри- 
ческая плитка, проволока в которой 
обладает болышнм сопротивлением). 

Количество тепла, которое выде- 
ляется на участке проводника с со- 
противленнем, определяется форму- 
лой Джоуля — Ленца 





ль 
О == Е Ю. 
где 4/4 — механический эквивалент 
тепла: 
дж 
/==4,184 - . 
к2.кад 


За счет каких же ресуюсов вы- 
деляется тепло? Ответ: эту работу 
как раз и производит источник то- 
ка, поддерживая разность потен- 
циалов ина своих клеммах. 

Возвращаясь к формуле Ома для 
замкнутой цепи, можно сказать, что 
энергия, расходуемая в форме теп- 
ла во всей цепи, включая внутрен- 
нюю часть самого источника тока, 
равна В1, то есть произведению 
э. д. с. на силу тока 


(В+: Е. 


Работа, совершаемая источником 
тока, происходит либо за счег хи- 
мической энергни (в батареях). ля- 
бо за счет механической {в генера- 
торах). Последняя формула выража- 
ет закон сохранения энергии для це- 
пи, состоящей из источника тока, 
замкнутого каким-либо сопротнвле- 
нием. 

Формула закона Ома позволяет 
рассчитывать любые цепи постоян- 
ного тока, а в немного измененной 
форме ее можно обобщить и ва токи 
переменные. 


Упражнения 


1. Найдите, по какому закону будут из- 
меняться потенцизлы двух шариков, подсб- 
ных нарисованным на пнсунке 3, если заряд 
одного @--0,01 кулона. а другого 0,02 куло- 
ка. Произведение СЯ положите равным 
10-2 сек. 


2. Через сколько врезени разиость меж- 
ду зарядами шариков умельшится в 20 раз? 
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Логические задачи 
алгебра высказываний 


Начнем с формулировок несколь- 
ких логических задач. 

Задача 1. После родительско- 
го собрания к учительнице подошел 
один из родителей. 

— Вот вы не назвали моего сы- 
на среди хороших учеников — сказал 
он.— А ведь мой Федя — отличник 
и к тому же лучший лыжник 
класса. 

— Да, вы правы,— ответила учи- 
тельница.— Но хорошим учеником мы 
считаем ученика, который хороию 
учится, дисциплинирован, помогает 
в учебе отстающим и, кроме того, 
участвует в работе научного круж- 
ка или занимается спортом. А ваш 
Федя... 

Что еще собиралась сказать учи- 
тельница Фединому папе? 

Задача 2. Однажды следовате- 
лю пришлось одновременно допраши- 
вать трех свидетелей: Клода, Жака 
и Дика. Их показания противоре- 
чили друг другу, и каждый из них об- 
винял кого-нибудь во лжи. Клод ут- 
верждал, что Жак лжет, Жак об- 
винял в0 лжи Дика, а Дик уговари- 
вал следователя не верить ни Клоду, 
ни Жаку. Но следователь быстро 
вывел их на чистую воду, не задав 
им ни одного вопроса. Кто из сви- 
детелей говорил правду? 

Задача 3. Один логик попал в 
плен к дикарям и был заключен в 
темницу, имеющую два выхода. Вождь 
дикарей предложил пленнику следую- 
щий шанс на спасение; «Один выход 
ведет на свободу, а другой на верную 
смерть. Ты можешь избрать любой. 
Сделать выбор тебе поможет мой 
стражник. Он останется здесь, что- 
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Л. Л. Цинман 


бы ответить на один твой вопрос — 
любой, какой ты пожелаешь ему 
задать. Но я предупреждаю тебя: 
ссли у этого стражника хорошее на- 
строение, то он говорит правду, если 
же у него настроение плохое, то 
он лжет!» 

После минутного размышления со- 
образительный логик задал один во- 
прос, после чего безошибочно выбрал 
тот выход, который вел на свободу. 
Что это был за вопрос? 

Логические задачи, подобные пе- 
речисленным, часто появляются в на- 
учно-популярных изданиях. Для их 
решения не требуется каких-либо спе- 
циальных знаний из области логики, 
требуется лишь достаточно хорошо 
развитое логическое мышление. Но 
представьте себе человека, взявшего- 
ся за решение какой-либо числовой 
задачи (на движение, переливание) 
и не умеющего при этом свободно де- 
лать алгебраические преобразования 
и решать уравнения. Приблизитель- 
но в таком же положении вы оказыва- 
етесь при решении логических задач 
без использования вспомогательного 
аппарата, который носит название 
алгебры высказываний или алгебры 
логики (в отличие от алгебры чисел, 
изучаемой в школе). 

Цель статьи — познакомить чита- 
теля с первоначальными сведениями 
из этой необычной алгебры и, ис- 
пользуя полученные знания, решить 
сформулированные выше задачи. За- 
метим, однако, что алгебра выска- 
зываний используется не только для 
решения логических задач (это лишь 
одно из занимательных ее приложе- 
ний), но она является также важной 


составвок частью сданого из совре- 
менных разделов математики — ма- 
тематической логики. 

В алгебре высказываний элемента- 
ми являются высказывания, например: 
«Федя — отличник», «Федя — хоро- 
ший ученик», «Дик лжет». При рас- 
смотрении высказываний нас будет 
интересовать лишь один вопрос — 
является ли данное высказывание ис- 
тинным или ложным. Так, первое из 
приведенных высказываний истинно, 
второе — ложно (см. условие зада- 
чи 1), третье высказывание тоже либо 
истинно, либо ложно, но для выяс- 
нения этого вопроса необходимо 
решить задачу 2. Для обозначения 
высказываний в алгебре логики мы 
будем использовать `болышие латин- 
ские буквы А, В, С,... Запись 


зн. {А}=1 


означает, что значение высказывания 
А есть истина, а запись 


зн. {А}=0 


означает, что значение высказывания 
А — ложь. 

Таким образом, всякое высказы- 
вание может принимать одно из двух 
значений: 0 или 1. 

В обыденной речи из простых вы- 
сказываний с помощью различных 
союзов, частиц, связок мы образуем 
составные высказывания. Так из вы- 
сказыванния А и высказывания В 
можно составить такие высказыва- 
ния: «А и В»; «А или В»; «не А» («не- 
верно, что Аз); «если А, то В»; «либо 
А, либо В» и другие. 


Примеры 


«(Клод лжет) и (Жак лжет)»; 

«неверно, что (Федя — хороший 
ученик)»; 

«если (Клод говорит правду), то 
{Жак лжет)». 

Введем теперь в нашей алгебре 
операции над высказываниями, при- 
чем определим эти операции так, что- 
бы они соответствовали некоторым 
наиболее употребительным способам 
образования составных высказываний 
в обычном языке, 


Логическое произведение 
высказываний (конъюнкция) 


Логическое произведение высказы- 
вания А и высказывания В обознача- 
ется так: АДВ. Эта операция должна 
соответствовать составному — выска- 
зыванию «А и В». Такое составнсе 
высказывание мы считаем истинным 
тогда и только тогда, когда оба дан- 
ных высказывания истинны. Напри- 
мер, теорему 

«в треугольнике; (средняя линия 
параллельна основанию) и (средняя 
линия равна половине основания)» 
мы считаем доказанной лишь после 
того, как доказали оба свойства сред- 
ней линии. Поэтому в качестве опре- 
деления операции логического про- 
изведения естественно взять такую 
таблицу истинности: 





Логическая сумма высказываний 
(дизъюнкция) 


Обозначение логической суммы: 
А\/В. Эта операция должна соот- 
ветствовать составному высказыванию 
«А или В». Последнее высказыва- 
ние мы считаем истинным тогда и 
только тогда, когда истинно хотя бы 
одно из данных высказываний. Имен- 
но в таком смысле в задаче | учитель- 
ница употребила союз или в опреде- 
лении хорошего ученика. 

Таблица истинности для операции 
или выглядит так: 





Отрицание высказываних 


Обозначение отрицания высказы- 
вания А: А. Отрицание высказыва- 
ния А соответствует высказыванию 
«не А» («неверно, что А»). Поэтому 
оно определяется такой таблицей ис- 
тинности;: 





А А 
1 0 
0 1 


С помощью введенных операций 
в алгебре высказываний из отдельных 
высказываний А, В, С... можно стро- 
ить сложные алгебранческие выра- 
жения, например: А\/В;  АЛВ; 
(А\/ВУАС. 

Как и в числовой алгебре, условим- 
ся, что операция умножения старше, 
чем операция сложения. Это позво- 
ляет не писать некоторые скобки. 
Теперь выражение 


(АЛВУУКА\В) ЛС) 


можно переписать в виде 


ААВ\А\/В) ЛС. 

Если знать значение каждого вы- 
сказывания, входящего в алгебраи- 
ческое выражение, то с помощью таб- 
лнц истинности можно найти значе- 
ние этого алгебраического выражения. 
Найдем, например, значения алгебра- 
ического выражения А\/В при всех 
возможных значениях его компонент 
А и В: 





Сначала по значениям в первых 
двух столбцах заполняются третий 


1$ 


н четвертый столбцы, а потом, соглас- 
но определению сложения, заполня- 
ется последний столбец. Эта таблица 
называется таблицей истинности для 
выражения А\/В. 

Теперь построим таблицу истин- 
ности для АЛВ: 





Последние столбцы в приведенных 
таблицах оказались одинаковыми. Это 
означает, что при любых значениях 
высказываний А и В выражения 


А\/В ин АЛВ принимают одинаковые 
значения. Такие алгебраические выра- 
жения мы будем называть равносиль- 
ными. Для записи равносильности 
употребляется знак тождества: 


АЛ В==А\/В. 


Эти два равносильных выражения 
имеют один и тот же содержательный 
смысл, но выраженный разными сло- 
вами. 

Действительно, ели Аи В— 


какие-то высказывания, то АЛ В вы- 
ражает сложное высказывание «не- 
верно, что оба данных высказыва- 


ния истинны», а А\/В выражает 
сложное высказывание «хотя бы одно 
из данных высказы ваний ложно». 

Алгебраические выражения, у ко- 
торых в таблице истинности послед- 
ний столбец состоит сплошь из еди- 
ниц (из нулей), будем называть тож- 
дественно истинными (тождественно 
ложными) и обозначать буквой И 
(буквой Л). 

С помощью таблиц истинности всег- 
да легко установить, равносильны 
или нет два данных алгебраических 
выражения. 

Приведем простейшие равнсхиль- 
ности, некоторыми из которых мы в 


дальнейшем будем пользоваться как 
правилами. 

.‚ АЛВ=ВЛА. 

. А\/В=В\/А. 

‚ (АЛВЛСЕАЛ(ВЛО. 

. (АМВ)\/СЕЕА\/ (ВАС). 

. АА(ВУО=ААВАДААС. 
. АМ/(ВАОЕА\/В) Л (А\/С). 
. АЛАА. 

. АМАА. 

9. АДВ:=А\/В. 

10. А\/В=АЛВ. 

11. А=А. 

12. АЛАЛ. 

13. А\/ АИ. 

14. АДЛЕЛ. 

15. А\У/ИЕЕЙ, 

16. АЛИ=А. 

17. А\/ЛЕА. 

Если представить себе содержа- 
тельный смысл правил 1—17 так, 
как это мы сделали выше с правилом 
9, то эти равносильности станут оче- 
видными и легко запоминаемыми. 

Некоторые из перечисленных пра- 
вил, а именно 1—6, аналогичны из- 
вестным свойствам операций сложе- 
ния и умножения в числовой алгебре. 
Поэтому в алгебре высказываний 
мы можем производить алгебраические 
преобразования подобные тем, которые 
делаем в числовой алгебре. В частнос- 
ти, мы можем «перемножить» два ал- 
гебраических выражения по правилу 
умножения многочлена на многочлен. 

Но в алгебре высказываний име- 
ются и свои специфические правила, 
например 6. 


ОБ 4 ©> 4Л > < № — 


Решение залачи 1 


Введем обозначения для выска- 
зываний: 

А: «Федя хорошо учится»; 

В: «Федя дисциплинирован»; 

С: «Федя помогает в учебе отстаю- 
щим»; 

р: «Федя участвует в работе на- 
учного кружка»; 

Е: «Федя занимается спортом». 

Теперь высказывание «Федя — хо- 
роший ученик», согласно «определе- 
нию» хорошего ученика, данному учи- 


3 Квант № 4 


тельницей, можно записать так: 
АнВыСи О или ЕР). 

На языке алгебры высказываний 
это сложное высказывание примет 
внд алгебраического выражения 


АлВлСА(УЕ). 
Учительница утверждает, что «не- 


верно, что (Федя — хороший уче - 
ник)», то есть 


зн. {АЛВАСЛАБ\/Е)}=1. 

Преобразуем теперь алгебраичес- 
кое выражение в левой части сна- 
чала по правилу 9 (правда, в данном 
случае отрицание стоит над логичес- 
ким произведением четырех сомно- 
жителей, но нетрудно убедиться, что 
равносильность 9 остается справед- 
ливой и в этой более общей форме), 
а потом по правилу 10: 


зн. (АУВ\УС\УФ\УЕ)}=1; (1 
зн. {А\/ВА/СУБЛЕфЕТ. ©) 


Федин папа утверждает (и учи- 
тельница согласилась с ним), что 


зн. {А}=1 
(Федя — отличник!), а также 
зн. {Е}=1 


(Федя — лучший лыжник класса!). 

Тогда в (1} первое и два последних 

слагаемых ложны и их можно отбро- 

сить по правилам 17 и 14. 
Получаем, что 


зн. {В\/С}=1. 


Значит, учительница хотела по- 
жаловаться Фединому папе или на 
то, что Федя — недисциплинирован, 
или на то, что он не помогает в учебе 
отстающим (а может быть, Феде свой- 
ственны сразу оба эти недостатка). 


Решение задачи 2 


Обозначим показания свидетелей 
Клода, Жака и Дика соответственно 
буквами К, Ж, Д. Мы не знаем, какие 
из этих показаний истинны, а какие 
ложны. Но нам известно следующее: 

1) либо Клод сказал правду, и 
тогда Жак солгал, либо Клод солгал, 
и тогда Жак сказал правду; 
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2} либо Жак сказал правду, тогда 
Дик солгал, либо Жак солгал, и 
тогда Дик сказал правду, 

3) либо Дик сказал правду, и 
тогда Клод и Жак солгали, либо 
Дик солгал, и тогда неверно, что оба 
других свидетеля солгали (то есть 
хотя бы один из этих свидетелей 
сказал правду) 

Выразим эти составные высказыва- 
ния на языке алгебры высказываний. 


и КАЖУКлЖ. 
РЖ 
3 ДАКЛЖ\УДА(КУЖ) 


Условие задачи будет выполнено, 
если одновременно истинны эти три 
алгебраические выражения, а, зна- 
чит, истинна их конъюнкция 


зн. {КАЖУКЛ `Ж/Л(ЖАДу 
УЖАДА АКЛ ЖУДЛ(КУ 
\/Ж) |} ==1. (2) 


Мы получили одно логическое 
уравиение с тремя неизвестными. 
Дальнейшее, как говорится, есть уже 
«дело техники». В левой части урав- 
нения начнем производить умноже- 
нне по правилу умножения много- 
члена на многочлен, отбрасывая те 
слагаемые, в которых какое-либо вы- 
сказывание умножается на свое от- 
рицание по правилам 12, 14, 17, и 
заменяя два одинаковых сомножителя 
одним таким сомножителем (по пра- 
вилу 7) 


(КАЖУКЛЮЛЖЛДУЖАД^ 
длкКАЖУДА(КУЖ=(КА 
ЛЖАДУКлЖлдлДлКАЖу 
УД^К\УДАЖ) = КАЖАД 

После проведенных равносильных 
преобразований, уравнение (2) можно 
заменить совсем простым уравнением 

зн. {КЛЖАД}=1 
Отсюда 

зн {К}- 1, зн {Ж)=Ь: зн. (Д}=1 


Итак, лишь Жак говорил правду, 
а показания Клода и Дика лживы 
18 








Решение задачи 3 


Пусть А означает высказывание 
«первый выход ведет на свободу», 
а В означает, «у тебя сейчас хорошее 
настроение». Ясно, что сами по себе 
А и В бесполезны как вопросы. 

Поэтому поставим себе задачу по- 
строить из этих высказываний такой 
вопрос, на который стражник должен 
ответить «да», если А истинно, и «нет». 
если А ложно, независимо от 
своего настроения (то есть 
независимо от истинности В): 


Искомый 
ответ вопрос 


А | В | Желаемый 


да 
да 
нет 
нет 


Заполним последний столбец этой 
таблицы. В верхней клетке необхо- 
димо поставить |, так как у стражника 
хорошее настроение и мы хотим услы- 
шать от него ответ «да. В следующей 
клетке поставим 0, то есть мы хотим 
услышать «да» от стражника, даже 
если у него в этот момент плохое 
настроение. Аналогичным образом за- 
полняем остальные клетки: 


Желаемый Искомый 
ответ вопрос 


ла 
да 
кет 
нет 


Таблица показывает, что искомое 
составное высказывание, которое мы 
хотим задать в виде вопроса, должно 
быть истинно в том случае, если (А ис- 
тинно) и (В истинно), или в том слу 
чае, если (А ложно) и (В ложно). 

Значит, оно имеет вид 


АЛВ\/АЛВ. 
Итак, логик должен задать стражнику 
такой вопрос: «Верно ли, что первый 
выход ведет на свободу и у тебя 
сейчас хорошее настроение или пер 


вый выход ведет к смерти н у тебя 
сейчас плохое настроение?» 

Можете проверить, что ответ «да» 
на этот вопрос последует в том и 
только в том случае, если первый 
выход ведет на свободу 


Еще несколько операций 


Читатель, по-видимому, почувст- 
вовал преимущество алгебраического 
метода в решенин логических задач 
Но у него может возникнуть мнение, 
что возможности применения нашей 
алгебры весьма ограничены. Дейст- 
вительно, пока в алгебре высказыва- 
ний введены операцин, соответствую- 
щие образованию составных высказы- 
ваний с использованнем лишь частн- 
цы не и союзов и, или. 

А как решать задачи, если в них 
высказывания составлены с помощью 
других союзов? 

Оказывается, если из высказы- 
ваний А, В, С,... каким-либо образом 
построено составное высказывание, то 
можно указать другое составнсе вы- 
сказывание, имеющее тот же самый 
смысл, но которое построено из тех 
же исходных высказываний с исполь- 
зованием только частицы не и сою- 
зов и, или (более того, для этой цели 
достаточно иметь частицу не и только 
однн из последних двух союзов). 
Впрочем, удобно ввести в нашу ал- 
гебру еще одну операцию: логическое 
следование (соответствующее образо- 
ванию составного высказывания с 
помощью союза ёсли..., то...). Тогда 
перефразировка высказываний к виду, 
удобному для записи в алгебре выска- 
зываний, станет несложной и доволь- 
но естественной 


Примеры 


(либо А, либо В) ==|А и (не В) 
или [(че А) и В)|; 

{ни А, ни В) == [(не А) ицне В)|, 

(не только А, нои В)=Е(А и В), 

{А необходимо для В) == (если В, 
по А}, 

{А достаточно для В) == (если А, 
то В) 
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Логическое следование 
(нмпликация) 


Обозначение логического следова 
ния: А — В (встречается также другое 
обозначение А >В). 

Высказыванне А + В будем считать 
истинным во всех случаях, кроме слу- 
чая, когда А истинно, а В ложно 


А В | А> В 


1 | 
0 0 
1 1 
0 | 





Мы не будем обсуждать в этой 
статье, почему нменно такая таблица 
истинности соответствует содержатель- 
ному значенню вводимой операцни 


Это не простой вопрос. Ограничимся толь- 
ко примерами. Так, высказывание «если 6 
четно, то 7 четво», конечно, ложно (1—0 = 0} 
С другой стороны, утверждение «если р де- 
лится на 6, то р делится на %» естественно счи- 
тать истинным для любого целого числа р 
Значит, следует признать истинным ие толь- 
ко высказыванне «если 18 делится на 6. то 
18 делится ма 2» (1->1=1), но и высказыва- 
ние «если 16 делится на 6, то 16 делится на 3» 
{0—0=1) 


Для вновь введенной алгебраи- 
ческой операцни выпишем только одну 
равноснльность, продолжающую таб- 
лицу на странице 17° 


18. А-ВЕЕА\/В 


Эта формула позволяет сразу из- 
бавиться от знака — и дальнейшие 
преобразования, как и раньше, про- 
изводить по правилам 1—17. 


Упражнения 


1. В уставе одного клуба записаны сле- 
дующие правила 

1} фниансовый комитет должен быть кз 
брани из состава общего комитета; 

2) никто не может быть одновременно зле 
ном и общего, и библиотечного комитетов 
если он не входит при этом в финансовый ко- 
митет, 

3) никто из членов библиотечного комите 
та не может быть в фннансовом комитете 

Упростите эти правила 


19 


2. Один студент прншел сдавать экзамен 
автоматическому экзаменатору. На экране 
автомата появилось пять вопросов, на каждый 
из которых требуется дать ответ «да» или 
«инет». 

После ответа на все вопросы (для этого 
надо нажать соответствующие кнопки) ав- 
томат, оцеинвая каждый правильный ответ 
в | балл, ставит общую оценку за экзамен. 
Студент внимательно прочел все вопросы 
и с огорчением вынужден был констатиро- 
вать, что он не знает ответа ин на один 
из них. 

Все его знання сводилнсь к следующему: 

1) первый к послединй вопросы требуют 
протнвоположных ответов; 

2) напротив, второй и четвертый вопросы 
должны иметь одинаковые ответы; 

3} хотя бы один из первых двух вопросов 
требует ответа «да»; 

4) если четвертый вопрос требует ответа 
«да», То пятый требует ответа «нет», 

Кроме того, студенческий опыт подсказы- 
вал ему, что вопросов, требующих ответа 
«да», всегда ставится болыле, чем вопросов, 
требующих ответа «нет». 

Картина получалась невеселая. Но сту- 
дент не отчанвался. Он плохо знал данный 
предмет, но зато хорошо умел решать логн- 
ческие задачи. Быстро произведя на листоч- 
ке какне-то вычисления, он с радостью об- 
наружил, что 4 балла ему обеспечены, а если 
повезет, то он получит все 5 баллов. Какие 
вычисления произвел студент? 

3. Писатели А, В, С, 2 пишут под псев- 
донимамн Х, У, 2, \. Требуется узнать, 
какой именно псевдоинм использует каждый 
из писателей, если известно следующее: 

1) если Д не Х, то В есть Х: 

2) если В ие Х ине 1, то А есть Х; 

3) еслн С не \, то В есть 2; 

4} если О есть У, то В ие Х; 

5) если 2 не Х, то С ие У. 


Для более полного знакомства с 
алгеброй высказываний можно ре- 
комендовать такую литературу: 


Л.А. Калужиин, Что такое мате- 
матическая логика. М., «Наука», 1964, гл. 
| и 2. 

И. М. Яглом, Необыкновенная алгеб- 
ра. Серия «Популярные лекции по математн- 
ке», М., «Наука», 1968. 

Р.Р. Столл, Множества, гогака, аксно- 
матические теории. М., «Просвещенне», 1968, 
гл. П, $6 2.1—2.4. 


П. С. Новиков, Элементы математичес- 
кой логики. М., «Физматгнз», 1959 г. 

А. Гжегорчик, Популярная логнка. 
М., «Наука», 1965. 

А.Б. Трахтенброт, Алгоритмы и ма- 
шинное решение задач. М., «Физматгиз», 
1960. 

Х. Фрейдеиталь, Язык логики. М., 
«Наука»., 1969. 


20 


КАК ПРОЩЕ ДЕЛИТЬ? 


Как проще всего разде- 
лить меньшее число на боль- 
шее, если болынее число 
оканчивается цифрой 9? 

Пусть требуется разделить 
число а ина число 6, причем 
а< Ф. Положим в == 106 + 9. 
Проверьте теперь, что 


ЗЕЕ ВИНЕ НЕТ он 
1-9 = ют + 
о —рР, 

СЕР + ОА 
10 + 9 ь 
тде р: — остаток от деления 

о — р: 


е+1 


-+- 10-1 


а на с-Р 1, так что 





— целое число. 
а 
Пусть = =0,а, аз... 


—десятичная звпись частного. 
а— р 


Тогда и = ЕЕ н 
@, — Ор; 


10 +9 = 0, |“ аз... 


Обозначив @\--10 р, че- 
рез @:. запишем равенство 


сы 
0-59 —0, @ @з.... 


из которого аналогичным об- 
разом найдем с. и так далее 


Примеры 


1. Надо разделить 37 на 
89. Поступаем так: 37 делим 
не на 89, в на 9, так как 
число единиц в делнтеле 9, 
а десятков 8, 8-+ 1=9. Затем 
остаток приписываем перед 
частным и снова делим на 9 
н так далее. Частные дают 
последовательные цифры де- 


сятичной записи дробн 89. 
_—_ 3719 14 |9 
36 |4 СЭ 
1 


= 
5119 _ 65 |9 
63 |7 
5 


37 
Итак. 59 = 0.4157... 


(Охомчание см. на сто. 29.) 


Н.Е. ЖУКОВСКИЙ 


ОСНОВЫ 





Автора этой статьи, безусловно, не нужно представлять читателю. 
Выдающийся русский ученый и инженер Н. Е. Жуковский был основа- 
телем теоретической, технической и экспериментальной аэромеханики. 
Н. Е. Жукорского называют отцом русской авиации. Но, наверное, не 
всем известно, что он был и выдающимся популяризатором науки, умев- 
шим говорить просто о самых слежных вопросах механики. 

В марте этого года исполнилссь 60 лет со дня смерти ученого. 

Мы предлагаем читателям «Кванта» познаксмиться с лекцией Н.Е. Жу- 
ковского, посвященной покятию о вихрях — одному из основных понятий 
гидро- и аэремеханики. Текст лекции воспроизводится с незначительными 
редакционными нзменениями и сокращениями по книге Дж. Дж. Томсона 
«Электричество и материя» (Госиздат, Москва — Ленинград, 1928 г.) где 
она была напечатана в виде приложения *). В конце статьи приводятся 


краткие сведения сб ученых, упоминаемых в лекции. 


Механика развивалась как тру- 
дами аналитиков, так и остроумны- 
мн исследованиями геометров. При 
этом часто бывало, что сложные ана- 
литические формулы освещались и 


*) Впервые эта лекция была напечатана 
в 1892 г.; она включена в Сабрание сочи- 
кеинй. Н. Е. Жуковского (том УП, Гостех- 
издат, М.—Л., 1950, стр. 132—149). 


4. Квант №4 


представлялись в ясной наглядной 
форме благодаря удачным геометри- 
ческим представлениям. Такие интер- 
претацин охватывали задачу во всей 
ее полноте и раскрывали многие свой- 
ства ее, не замеченные при аналитн- 
ческом нсследовании. Так было с ре- 
шеннем задачн о движении твердого 
тела около его центра тяжести; 
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решение сперва было получено Эйле- 
ром аналитическим путем, но остава- 
лось затерянным среди массы формул, 
и только благодаря простым и на- 
глядным  митерпретациям Пуансо 
предстало перед глазамн ученых со 
всей ясностью. 

Какая роль выпала на долю Пуан- 
со при ьденевии вопроса о двн- 
жении  твердото тела, такая 
же принадлежит и Гельмгольцу в 
разъяснении вопроса о движении 
жидкости. 

Почти все работы Гельмгольца по 
механике посвящены гидромеханике. 
Можно сказать, что современная гид- 
родинамика свонм развитнем обязана 
главным образом Гельмгольцу. А меж- 
ду тем наиболее замечательная работа 
ученого в этой области появилась 
в 1858 году*), спустя 43 года после 
того как формулы, заключающие в 
себе принцип сохранения вихрей, бы- 
ли найдены Коши. Но Кощи рассмат- 
ривал полученный им результат толь- 
ко с аналитической стороны и не 
предвидел той массы вопросов, ко- 
торые могут быть решены прны надле- 
жащем геометрическом освещении вы- 
ВОДО. 

Я постараюсь теперь с возмож- 
ною простотою объяснить вам уста- 
новлениое Гельмгольцем понятие о 
вихре. 

Вообразим цилиндрический сосуд 
конечной высоты (рис. 1) с весьма боль- 


*) Имеется в виду работа Гельмгольца об 
уравнениях гидродинамики. соответствующих 
вихревым двнжениям 
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шим основанием, наполненный жид- 
костью (или газом), н предположим, 
что эта жидкость двнжется так: цент- 
ральвый цилиндрический столбик ее 
некоторой толщины вращается, как 
твердое тело, около своей оси, а вся 
сстальная масса жидкости крутится 
около этого столбика по кругам со 
скоростями, обратно пропорциональ- 
нымн расстоянию от оси столбика, 
причем эти скорости, увеличиваясь 
по мере приближения к центральному 
столбику, переходят на. его поверх- 
ности в скорость столбика. 

Такое движение жидкости и на- 
зывается вихрем, а характеризующий 
его цилиндрический столбик — вих- 
ревым шнуром. Скажем, что напря- 
жение вихря равно половине произ- 


ведення скорости жидкости на 
поверхности вихревого шиура на 
периметр нормального сечения 
шнура. 


Удвоенную величину этого произ- 
ведения называют циркуляцией ско- 
рости. 

Вообще циркуляция скорости по 
какому-нибудь замкнутому контуру 
внутри движущейся жидкости равна 
произведению длины контура на сред- 
нюю из всех скоростей точек контура 
по направлению касательной к кон- 
туру. 

Так как в движении жидкости, 
изображенном на рисунке |, скорос- 
ти обратно пропорциональны радну- 
сам, циркуляции скорости по всем 
горизонтальным окружностям, име- 
ющим центр на сси столбика и охваты- 
вающим его, равны между собою ни, 
следовательно, равны удвоениому на- 
пряженню внхря, а циркуляции ско- 
рости по контурам, состоящим из 
отрезков двух окружностей между 
отрезками двух радиусов, и лежащим 
вне шнура (контур АВСД на рисун- 
ке 2) равны нулю. Кроме этого, можно 
доказать, что циркуляция скорости 
по всякому замкнутому контуру, охва- 
тывающему шнур, равна удвоенному 
напряжению вихря, а циркуляция 
скорости по всякому замкнутому кон- 
туру, не охватывающему шнур, рав- 
на нулю. 





Рис. 2. 


Это замечание позволяет нам ра- 
зыскивать вихревой шнур в двнжу- 
щейся жидкости. Для этого надо про- 
вести замкнутый контур н определить 
для него циркуляцию. Если она не 
равна нулю, то сквозь контур прохс- 
дит внхревой шнур. После этого надо 
уменьшать контур до тех пор, пока 
зиркуляция не изменится. Уменьшая 
его таким образом, мы можем подой- 
ти к Иоверхности шнура. 

Если в рассмотренном нами весьма 
широком сосуде имеется только один 
вихрь, обусловленный прямым вих- 
ревым шнуром, то шнур будет оста- 
ваться неподвижным. Но если бы 
в этом сссуде образовались два таких 
вихря, крутящихся около параллель- 
ных вихревых шнуров, то шнуры 
стали бы двигаться. На рисунке 3 
изображены в плане два Вихревых 
шнура с различными иапряжениями, 
вращающиеся в одну сторону. Так 
как вихрь, соответствующий левому 
вихревому шнуру, вращает всю жид- 
кую массу около оси шнура по часо- 
вой стрелке, правому шнуру сооб- 
щается скорость, направленная пер- 
пендикулярно раднусу вниз, а вихрь 
правого шнура по той же причине 
сообщает левому шнуру скорость, 
направлеиную вверх. Вследствие это- 
го происходнт то, что оба шнура вра- 
щаются по часовой стрелке около не- 


Ч" 


Рис 3 


которой точки; эта точка получится. 
если в центрах двух шнуров мыслен- 
но сосредоточим массы, пропорцио- 
нальные напряжению соответствую- 
щих вихрей, н отыщем центр тяжес- 
ти этих двух масс. 

Если бы вихри крутились в раз- 
личиые стороны, то вихревые шнуры 
(рис. 4) стали бы вращаться около 
центра, лежащего со стороны шнура 
большего напряжения, а вращение 
совершалось бы в сторону движения 
вихря большего напряжения. Если 
бы при этом оба напряжения были 


Рис 4 
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Рис. 5. 


равны, то этот центр удалился бы в 
бесконечную даль, и оба шнура бе- 
жали бы вперед по направлению, 
перпендикулярному к прямой, сое- 
диняющей центры, как это видно из 
рисунка 5. 

На рисунке 6 представлены тра- 
ектории (пути) трех вихревых шну- 
ров, из которых Г и 2 вращаются 
против часовой стрелки, а 3 — по 
часовой стрелке. 

Установленное нами понятие о 
прямом вихревом шнуре, заключен- 
ном в весьма широком цилиндричес- 
ком сосуде, распространяется на вих- 
ревые шнуры, зародившиеся в какой 
угодно массе жидкости. При этом вих- 
ревые шнуры могут разыскиваться 
с помощью составления циркуляций 


3. 
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по замкнутым контурам, как это бы- 
ло пояснено для случая прямого 
шнура. 

Если рассматривается идеаль- 
ная жидкость без трения, находя- 
щаяся под действием сил, удовлетво- 
ряющих закону сохранення энергии, 
то для нее имеет место следующая 
замечательная теорема: циркуляция 
скорости, определенная для всяко- 
го замкнутого контура в жидкости, 
не изменяется с передвижением ча- 
стичек жидкости, образующих 
контур. 

Из этой теоремы следует, что час- 
тицы жидкости, образующие вихре- 
вой шнур, во все время двнжения 
будут образовывать вихревой шнур 
с тем же напряжением вихря. Ника- 
кого нового вихревого шнура в жид- 
кости не может образоваться. Дей- 
ствительно, разыскивая вихревой 
шнур с помощью составления цир- 
куляций по замкнутым контурам, 
мы будет находить. по всем конту- 
рам, которые сначала не охватыва- 
ли шнура, циркуляцию, равную ну- 
лю, а для всех контуров, охваты- 
вающих шнур, — прежнюю циркуля- 
цию. Из этого мы должны заклю- 
чить, что внутри выбранных нами 
контуров проходит вихревой шнур 
прежнего напряжения. 

Из упомянутой теоремы следует 
также, что вихревой шнур во все 





время движения либо будет лежать 
своими концами на границах жидкос- 
тн (на стенках сосуда или на свобод- 
ной поверхностн), либо будет оста- 
ваться замкнутым. 

В самом деле, для того чтобы 
сойти со стенок сосуда, основа- 
ние вихря должно было бы умень- 
шиться в размерах до нуля; а так 
как циркуляция скорости по кон- 
туру основания должна оставаться 
неизменною, то схождение потребо- 
‚ вало бы, чтобы скорость крутящейся 
жидкссти у подошвы шнура возросла 
до бесконечности. 

Гидродинамическое давление жнид- 
кости уменымается при возрастании 
скорости. Поэтому при уменьшении 
сснования вихря на стенке сосуда 
будет быстро уменьшаться давление 
в этом месте, и остальная масса жид- 
кости будет надавливать на частнцы 
конца вихревого шнура и препят- 
ствовать их схождению со стенки. 
Вихревой шнур, так сказать, приса- 
сывается свонми концами к стенкам 
сссуда. Если конец шнура лежит 
на свободной поверхности, то по- 
добное присасывание можно заметить 
по  воронке, образующейся на 
свободной поверхнссти у «подошвы» 
шнура. 

Если концы вихревого шнура не 
лежат на границах жидкости, то они 
должны быть между собою сомкнуты, 
и таким образом получается замкну- 
тый вихревой шнур,— такой, в кото- 
ром, так сказать, оба коица присасы- 
ваются друг к другу- 

Самый простой вид замкнутого 
вихревого шнура представляет внх- 
ревое кольцо, показанное на рисун- 
ке 7. 

Все частицы жндкости, лежащие 
вне кольца, движутся при этом по 
замкнутым кривым,  проходящуьм, 
сквозь кольцо так, что циркуляция 
скорости по всем этим кривым одина- 
кова и равна циркуляции скорости 
на контуре поперечного сечения 
кольца. Переходя же внутрь коль- 
ца, мы будем получать для тра- 
екторнй его частичек различные цир- 
куляции. Скорости точек жидкости 


самые большие на поверхности коль- 
ца. Они уменьшаются по мере удале- 
ния от этой поверхности внутрь коль- 
ца и равны нулю на некоторой осе- 
вой линии. Уменьшаются они также 
н по мере удаления от кольца в окру- 
жающую его массу жидкости. Для 
точек жидкости, значительно удален- 
ных от кольца, скорости обратно 
пропорциональны кубам расстояния 
от кольца. 

Мы видели, что зародившиеся в 
жидкой массе два прямых параллель: 
ных шнура, около которых жидкость 
крутится с равными напряжениями 
вихря в противоположные стороны, 
будут бежать по направлению, пер- 
пендикулярному к проведенной через 
них плоскости. По той же причине 
вихревое кольцо не будет оставаться 
неподвижным, а будет бежать ло 
направлению, лерпендикулярному 
к нлоскости кольца, в ту сторону, 
в которую жидкость вытекает из 
кольца. 

Мы видим на рисунке 7, что час- 
тицы жидкой массы, движущейся по 
верхним замкнутым траскториям, бу- 
дут надавливать на нижний край 
кольца н двигать его вправо; точно 
так же частицы жидкой массы, двни- 
жущиеся по нижним замкнутым тра- 
екториям, будут надавливать на верх- 
ний край кольца и тоже двигать его 
вправо. Все кольцо будет передви- 
гаться равномерно в правую сторону, 
перенося за собою крутящуюся около 
него жидкость. Это движение бу- 
дет тем быстрее, чем более напря- 
жение вихря и чем менее размер 
кольца. 

Мы сказали, что внутри ндеаль- 
ной жидкой массы зародившиеся вих- 
ревые шнуры должны всегда сохра- 
няться, и новых шнуров образовать- 
ся не может. Между тем в природе 
мы часто видим зарождение и угаса- 
ние вихрей. Это происходит оттого, что 
наши вода и воздух обладают некото- 
рою степенью вязкости, вследствие 
которой вышеприведенные теоретнчес- 
кие результаты несколько видоиз- 
меняются. С одной стороны, вихрн 
могут зарождаться (преимущественно 
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Рис 8 


В тех местах, В которых происходит 
скольжение друг по другу двух слоев 
жидкости с различными скоростямн), 
с другой стороны, зародившиеся вих- 
ри не сохраняются, а постепенно ис- 
чезают. 

Образование прямыхвихрей Гельм- 
гольц демоистрировал одним пре- 
красным опытом, описанным в его 
речи о вихревых бурях. Мы здесь 
повторим этот опыт. 

В дне цилиндрического сосуда 
(рис. 8) сделано небольшое отвер- 
стие, заткнутое пробкой. Сосуд на- 
полнен водою. Посредством струй 
воздуха, направляемых трубкою на 
один край свободной поверхности 
воды, приводнм жидкость в медлен- 
ное вращательное движение. Жид- 
кость начинает истекать из отвер- 
стия, подходя от краев сосуда кего оси, 
Так как циркуляции скоростн по 
окружностям, проведенным из точки 
на оси цилиндра через одни и те же 
частицы жидкости, не должны изме- 
няться со временем, то с уменьшением 
радиусов этих окружностей будет воз- 
растать скорость частиц жидкости 
Вращение жидкости по мере прибли- 
жения к осн будет становиться все 
быстрее и быстрее, и мы заметим 
резко образовавшийся вихрь, над кс- 
торым появится воронка, все более 
и более углубляющаяся. 

Я покажу еще образование вихря 
посредством быстро вращающегося 
диска, 
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На рисунке 9 представлен при 
бор проф. Ф.Н. Шведова. Через 
дно стеклянного цилиндрического со- 
суда продета в сальнике вертикальная 
ось, оканчивающаяся небольшим дис- 
ком. Эта ось псередством бесконечного 
ремня может быть приведена в быстрое 
вращение. В сосуд наливаются вода 
и масло, которое всплывает поверх 
воды. Вращая диск. мы заметим, что 
вода постепенно приходит во враще- 
ние и образует над диском вихревой 
шнур, который замечается по воронке 
на поверхности раздела воды и масла 
Эта воронка заполняется маслом, ко- 
торое в виде нисходящего смерча 
спускается к диску. В тот момент. 
когда масло приходит в соприкосно- 
вение с диском, вся его масса разбра- 
сывается по воде. 

Еще более интересен способ обра 
зования прямых вихрен в воздухе 
Воздух. находящийся над поверх- 
ностью воды, приводят во вращенне 
с помощью особой быстро вращающей- 
ся крылатки, помещенной на неко- 
торой высоте над водою (рис. 10). 
Воздушный вихрь захватывает по 
своей оси воду и поднимает ее в вн- 
де восходящего смерча ДО самой 
крылаткн. 

Вихревые кольца в воздухе де- 
монстрируются с помощью прибора 
Тэта. Он состоит из ящика (рис. 11), 
задняя сторона которого затянута 
кожею, а в передней сделано отвер- 
стие с острыми краями. Форму от- 





Рис. 9. 








верстия можно го желанию (пользу- 
ясь вставными пластинками) делать 


круглою, эллиптическою, 
угольною и Т. д. 

В ящик ставят два сосуда: в один 
наливают соляную кислоту, а в дру- 
гой нашатырный спирт. Вследствие 
этого в нем образуется густой туман 
от частичек хлористого аммония (на- 
шатыря). Ударяя рукою или дере- 
вянным молотком по натянутой коже, 
мы быстро выталкиваем из ящика 
массу воздуха вместе с нашатырным 
туманом. Эта масса, скользя посреди 
окружающего неподвижного воздуха, 
увлекает его в вихревое движение, 
а сама завертывается в вихревое коль- 
цо, которое будет хорошо заметно по 
наполняющему его туману. При этом 
понятно, что воздух около кольца 
будет вращаться так, что наблюда- 
тель, глядящий на отверстие прибора, 
видит массу воздуха, выбегающую к 
нему из середины кольца. Из этого 
следует, что образовавшееся кольцо 
должно двигаться от отверстия при- 
бора. 

Мы показали на рисунках, ка- 
ково будет взаимодействие несколь- 
ких прямолинейных вихрей. Следя 
за кольцамн, выбегающими из при- 
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четырех- 


бора Тэта, вы можете усмотреть слу- 
чаи взаимодействия вихревых колец 
Вы видите, что кольца, подбегающие 
друг к другу боком, взаимно оттал- 
киваются и проходят одно сквозь дру- 
гое. Этот интересный случай подроб- 
но исследован теоретически Гельм- 
гольцем. Он показал, что заднее коль- 
цо должно уменьшаться в размерах и 
увеличивать свою скорость, а перел- 
нее кольцо должно увеличиться в раз- 
мерах и уменьшать свою скорость 
Это будет продолжаться до тех пор. 
пока заднее кольцо не пройдет сквозь 
переднее. После этого переднее коль- 
цо делается задним, и явление по- 
вторяется. К сожалению, такую игру 
двух колец приходится наблюдать 
редко, только при особенно удачном 
их образованин. 

То обстоятельство, что кольцо не- 
сет быстро крутящийся около него 
воздух, мы можем сейчас же обнару- 
„жить, направляя его на зажженную 
свечу. Вы видите, что свеча, стоящая 
на большом расстоянии от прибора, 
потухает всякий раз, как пламя ее 
задевается кольцом. Я помню, что 
во времена моей юности я задумался 
над объяснением причины, вследствие 
которой, стреляя пистоном из писто- 
лета, можно тушить свечу на боль- 
шом расстоянии. Теперь для меня 
ясно, отчего это пронсходит: из дула 
пистолета выбегает вихревое кольцо, 
которое может перемещаться доволь- 
но далеко не меняясь. 
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До сих пор кольца выпускались 
нами из круглого отверстия. Попро- 
буем теперь образовать их из отвер- 
стия эллиптического и квадратного. 
Мы видим, что при этом кольца не 
сохраняют формы отверстия, но ко- 
леблются, стремясь перейти в круглое 
кольцо, которое является, таким об- 
разом, едниственной устойчивой фор- 
мой замкнутого вихревого шнура. 

Рассмотрим телерь влияние на 
вихревые кольца посторонних пред- 
метов. Подводя к движущемуся коль- 
цу твердые тела сбоку, мы видим, 
что они отталкивают кольцо. Но если 
кольцо бежит на параллельную его 
плоскости ^ неподвижную плоскость, 
то оно, подходя к ней, все более и 
более увеличивается в размерах, так 
сказать, растекается по плоскости. 
Если мы дадим кольцу набежать на 
нож, плоскость которого проходит 
через ось кольца, то последнее раз- 
режется ножом на два полукольца, 
концы которых будут скользить по 
поверхности ножа; но, пройдя эту 
поверхность, концы опять сомкнут- 
ся, и кольцо восстановится. 

Кроме дымных колец в воздухе, 
можно еще наблюдать воздушные 
кольца в воде. Это интересиое явление, 
кажущееся на первый взгляд пара- 
доксальным, весьма просто объясня- 
ется тем, что вследствие центробежной 
силы значительно понижается давле- 
нне на оси вихревого кольца. Если при 
образовании внхревого кольца мы 
введем в воду несколько пузырьков 
воздуха, они сейчас же заберутся в 
то место жидкости, где давленне самое 
малое, то есть на ось кольца, н 
будут там удерживаться все время, 
пока кольшо движется вдоль имею- 
щейся массы воды, несмотря на 
то, что воздух в 800 раз легче 
воды. 

Я покажу здесь прибор для обра- 
зования воздушных колец в воде, 
который представляет видоизменение 
прибора профессора Осборна Рей- 
нольдса. Здесь имеется (рис. 12) боль- 
шая стеклянная ванна, наполненная 
водою. В нее погружена изогнутая 
под прямым углом широкая стеклян- 
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Рис. 12. 


ная трубка. На верхний конец труб- 
ки, выходящий из воды, надевают 
рукав из резинового шарика, посред- 
ством которого можно вгонять в труб- 
ку воздух и выталкивать из нее воду. 
Быстро сдавливая ‘шарик, выталкива- 
ем из горизонтального колена трубки 
столбик воды и делаем это так, чтобы 
воздух почти достиг нижнего конца 
трубки, но не вышел из нее в большом 
количестве. Столбик воды, выбежав 
в спокойную окружающую жидкость, 
завертывается в вихревое кольцо. При 
этом вместе с водою будет вытолкну- 
то несколько пузырьков воздуха. Они, 
разбившись на мелкие пузырьки, рас- 
положатся по оси кольца. Вслед- 
ствие этих пузырьков вихревое коль- 
цо будет хорошо заметно: оно будет 
образовано как бы из блестящих 
зерен бисера. Пробегая вдоль всей 
ванны, кольца ударяются в противо- 
положную стенку ее и здесь, расши- 
ряясь, пропадают. 

Мы можем с помощью нашего прн- 
бора отчетливо демонстрировать от- 
ражение колец от свободной поверх- 
ности воды. Для этого стоит только 
ловернуть трубку, чтобы она напра- 
вилась свонм нижним концом немного 
вверх. Кольцо, подбежав к свободной 
поверхности жидкости, от нее отра- 


жается, причем угол падения равен 
углу отражения. 

Так как действительные жидкости 
обладают вязкостью и трутся о стенки 
тех сосудов, в которых они движутся, 
онн.при свсем движении постоянно 
заполняются внихревыми шнурами. 
Гельмгольц показал, что жидкую мас- 
су во всяком воображаемом движении 
можно рассматривать как непрерывно 
заполненную вихревыми шнурами, н 
дал средства исследовать движения 
этих шнуров. 


Кралкке сседения об ученых, упоминаемых 
в лекции Н. Е. Жуковского. 


Эйлер — крупнейший математик ХУ] 
века. петербургский академик, один из созда- 
телей аналитической механикн. Лаплас на- 
зывал Эйлера’ отцом современного матема- 
тнческого анализа. 


Пуансо — французский ученый, ма- 
тематик и механик. Получил в 1834 году изящ- 
ное геометрическое решение некоторых основ- 
ных проблем динамики вращения. 


Гельмгольц — выдающийся немец- 
кий физик и математик ХХ столетия. Про- 
славился, в частностн, своими работами по 
акусгике (резонаторы Гельмгольца) и По тер- 
модинамике. Он же является основателем 
теорин вихрей. 


Коши — французский ученый конца 
ХУПГ — первой половины ХХ века, кото- 
рый по праву считался одним из создателей 
современной математики. Оставил свыше 


800 мемуаров по самым разным разделам ма: 
тематики. 


Шведов В. Ф. — профессор Одесско- 
го университета, известный специалист по 
гидродннамике вязкой жндкости (вторая по- 
ловнна Х|Х века). 


Тот — профессор физики в Эдинбурге 
(Англия, вторая половина ХХ века). 


Рейнольдс — профессор Оузнов- 
ского колледжа в Манчестепе (Амтлия, 97с- 
рая половнна Х!Х векз). Прославился рабс- 
гамн по гидродинамике. 


(Окончание. Начало см. на сгр. 


2. 28 надо разделить на 
59. 51=6, 
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27 16 34 |6 
[ям 
3 4 
28 
Итак, 5 = 0,4745... 


Данный способ деления 
проще общепринятого него 
легче выполнять. Он был 
предложен немецким мате- 
матиком Г. Шпитцером в 
1847 году. Но вскоре о нем 
позабыли. 


Г. Д. Новинский 


ЗАДАЧИ ПРО КОЛЕСО 


1, Колесо катится вниз 
по чуть-чуть накловной плос- 
кости. Так как двнженне ко- 
леса сопровождается энерге- 
тическими потерями В точ- 
ке контакта с плоскостью. 
то даже при отсутствин 
сопротивления воздуха ко- 
лесо, начиная с некоторого 
момента, будет катиться рав- 
номерно. Отсюда следует, 
что сила В, с которой 
плоскость действует на коле- 
со, должна быть направлена 
вверх н равняться силе тя- 
жести Р. Но’тогда сила В 
будет создавать вращающий 
момент относительно центра 
О. и следовательно. колесо 
будет вращаться не равно- 
мерно, а ускоренно. 

Разберитесь ‘с противо- 
речием. 





{Продолжение см. на стр. 94.) 
В. 
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‚ известном анекдоте о знамени частота света источника меняется 
физике Роберте Вуде рассказыва- сигнал светофора’показалея ему 
Ч, ое когда автомобиль Вуда леным. Г оворят, что полицейский о ока 


ыы Г ошибку етом Допле- 


у 





света. Поэтому полицейский не стал 
спорить со знаменитым физиком и 
просто оштрафовал его за превышение 
скорости. И хотя эта поучительная ис- 
тория может навсегда отбить охоту 
объяснять что-либо в нашей жизни 
эффектом Доплера, тем не менее с 
этим эффектом, по-видимому, встре- 
чался каждый. Когда нас обгоняет 
гудящий поезд или над нами пролета- 
ет самолет, то мы слышим внезапное 
изменение тона звука. Это — тоже 
эффект Доплера. 

Почему же происходит изменение 
частоты звука движущегося источ- 
ника? Попробуем разобраться. На- 
рисуем картину волн, нспускаемых 
движущимся источником. Скорость 
распространения звука в среде не за- 
висит от скорости источника, и карти- 
на волн будет представлять собой 
множество окружностей, центры ко- 
торых смещаются в направленни дви: 
жения источника (рисунок в начале 
статьи). Пусть теперь наблюдатель 
стоит, например, за. источником, так 
что источник удаляется от него со 
скоростью и. Предположим, что вна- 
чале расстояние между источником 
и наблюдателем было равно и, (и — 
скоробть распространения звука). Тог- 
да через 1 секунду расстояние между 
нимн будет и-- ии на этом расстоянии 
уместятся все « максимумов, создан- 
ных источником за единицу времени 
(« — частота звука). До наблюда- 
теля за | секунду дойдут только те 
максимумы, которые были вначале на 
расстоянин и от него. Поэтому и час- 
тота звука в,, воспринимаемого на- 
блюдателем, будет меньшей, причем 


©, ч отку | 
и “три. ОТКуда в, = © 


Если источник приближается к при 
емнику. то аналогично получаем 


Если движется не источник, а прием- 
ник звука, качественно происходит 
таксе же изменение частоты, но в ко- 
личественном отношении результат бу- 
дет несколько иной. Если приемник 
движется к источнику со скоростью 
у, то за 1 секунду он пройдет не мимо 
®, а мимо большего числа максиму 


[0 и р 
мов ®., причем В отку 


' 


да в, = &(1 + | 


Если приемник удаляется от ис- 
точника, то он отметит меньшую час 
тоту 


и \ 
о. [1 РЕ | 


Зто изменение частоты при движении 
источника или приемника и называ- 
ется эффектом Доплера. Считая в 
обоих случаях и положительным, ког- 
да расстояние увеличивается, мы мо- 
жем написать 


12) | а 
о ме 01. = © | —= 
р 


Если скорссть источннка мала по срав- 
нению со скоростью звука, То, поль: 
зуясь формулами приближенных вы- 
числений, можно прибли- 
1+ и 

‚*”) 


[4 
зительно заменить на | — —— „итог: 


да ®,=0, Однако в современной 


и 
*) Проверьте это, например. для е- = 0.01. 
005: 0.1, 02 
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технике нередко скорость источника 
или приемника совсем не мала по 
сравнению со скоростью звука (на- 
пример, скорость самолетов), и тогда 
зффект Доплера в обоих случаях 
существенно разный. 

Теперь, когда мы разобрались в 
эффекте Доплера для звуковых волн, 
казалось бы нет ничего проще, чем 
написать аналогичные формулы для 
света,— достаточно вместо скорости 
звука и поставить всюду скорость 
света с, и ответ готов. Однако тут мы 
сталкиваемся с удивительным обстоя- 
тельством: такие формулы не мо- 
гут быть правильными, так как они 
противоречат принципу относитель- 
иссти Галилея. 

Согласно этому принципу нельзя 
отличить равномерное прямолинейное 
движение от состояния покоя, ины- 
ми словами, любые физические явле- 
ния должны протекать одинаково и 
любые физические опыты должны дать 
одинаковый результат во всех систе- 
мах ксординат, движущихся друг 
относительно друга с постоянными 
скоростями (то есть в инерциальных 
системах). Мы же можем рассмотреть, 
например, случай движущегося источ- 
ника и неподвижного  наблюдате- 
ля в системе отсчета, движущейся 
вместе с источником, и тогда по 
нашим формулам изменение частоты 


света в обеих системах было бы 
разным. 


При распространении звука это 
обстоятельство не должно нас сму- 
щать. Ведь здесь, кроме источника 
и приемника, играет роль среда, 
в которой распространяется звук. 
Движение источника к приемнику 
и приемника к источнику дает раз- 
ные результаты именно потому, что 
в первом случае источник движется 
3 


в среде, а приемник покоится относи- 
тельно среды, во втором случае ис- 
точник покоится относительно среды, 
а приемник движется в ней. Это, ко- 
нечно, разные опыты, и поэтому, 
естественно, они дают разные резуль- 
таты. Равенство ®:=, лишь приб- 
лиженное *). Но свет-то распростра- 
няется в вакууме, и поэтому там та- 
кого быть не может. И, насколько бы 
он вам ни показался парадоксальным 
вначале, выход из этого положения 
один: надо предположить, что соб- 
ственная частота источника ® раз- 
лична в тех случаях, когда он дви- 
жется и когда оя покоится, из-за ре- 
лятивистского (так его называют в 
теории относительности) сокращения 
временн. 

Теория относительности Эйнштей- 
на, учитывающая это сокращение вре- 
мени, дает правильные формулы 
для эффекта Доплера. Эти формулы 
сейчас уже подтверждены многочис- 
ленными экспериментами, и эффект 
Доплера служит мощным орудием 
исследования окружающего нас ми- 
ра. И как это ни поразительно, имен- 
но то его проявление, в примененин 
к которому он был высказан впервые 
более ста лет тому назад профессором 
венского университета Христианом 
Доплером (он утверждал, что свет, ис- 
пускаемый звездой, удаляющейся от 
нас, должен смещаться к красному 
концу спектра), явилось важным до- 
казательством одного из самых инте- 
ресных результатов современной фи- 
зики —вывода © Том, что наша Все- 
ленная непрерывно расширяется. 


*) Точнее сказать так* @,=04 с точностью 
до членов первого порядка (то есть членов 


[ 
—^ в первой степени} 


ЗАДАЧНИК ябанта 


М7б. В компанин из л человек 
каждые двое незнакомых имеют ров- 
но двух общих знакомых, а каждые 
двое знакомых не имеют больше об- 
щих знакомых. Докажите, что в этой 
компании каждый знаком с одина- 
ковым числом людей. 


М77Т. Длины двух сторон треуголь- 
ника 10 и 15. Докажите, что бис- 
сектриса угла между ними не боль- 
ше 12. 

Н. Б. Васильев 


М78. Докажите, что каждое целое 
неотрицательное число можно пред- 
(хи)? - Зх-ни 
2 , 
где хи и— целые неотрицательные 
числа, и что такое представление един- 
ственно. 


М79. Две точки Ри @ движутся 
по двум пересекающимся прямым с 
одинаковой постоянной скоростью и. 
Докажите, что на плоскости существу- 
ет такая неподвижная точка А, рас- 
стояния от которой до точек Ри 9 
в любой момент времени равны. 

И. Ф. Шарыгин 


ставить в виде 


МВ0. В таблице тх п расставлены 
произвольные числа. Разрешается од- 
новременно изменить знак у всех чи- 
сел какого-то одного столбца или у 
всех чисел какой-то одной строки. 
Докажите, что, повторив такую опе- 
рацию несколько раз, можно полу- 
чить таблицу, у которой сумма чисел 
в любом столбце и сумма чисел в лю- 
бой строке будут неотрицательны. 

А. С. Шварц 


$88. Сосуд, частично заполнен- 
ный ртутью, движется с горизонталь- 
ным ускорением, вследствие чего по- 
верхность ртути наклонена к горизон- 
ту под некоторым постоянным углом. 

Сверху сосуд закрыт крышкой. 

Как изменится этот угол, если 
сосуд доверху заполнить водой? 


$89. Напряженность электричес- 
кого поля в электромагнитной волие 
частоты ®=2.1018 сек-й, модулиро- 
ванной по амплитуде с частотой ® = 
=2.1028 сек-1, меняется со временем 
по закону ЕЁ=а (1+с0$ 8 с0$ ®Ё, где 
а — постоянная. Определить энергию 
электронов, выбиваемых этой волной 
из атомов газообразного водорода с 
энергией ионизации = 13,5 зв. 

Атом поглощает монохроматичес- 
кий свет частоты { порциями (кванта- 
ми) энергии, равными в}, где в= 
=],05.10-2? эре-сек — постоянная 


Планка. 
А. Д. Глоадун, 
Л. Г. Асламазов 


'ФЗ0. Идеальный газ массы т, 
находящийся при температуре Т, ох- 
лаждается изохорически так, что дав- 
ление падает в П раз. Затем газ рас- 
ширяется при постоянном давлении. 
В конечном состоянии его температу- 
ра равна первоначальной. Определить 
произведенную газом работу. Моле- 
кулярный вес газа и. 


Ф91. Для питания прибора на- 
пряжение на его входе нужно уста- 
навливать как можно точнее. Для это- 
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Рис. |. 


го используются два реостата, соеди- 
ненных так, как показано на рисун- 
ке |. Длины реостатов одинаковы, 
а сопротивление одного из них в .10 
раз больше сопротнивлення другого. 
Как поступить, чтобы установить на- 
пряжение как можно точнее? Во 
сколько раз точность установки ва- 
пряження будет болыше, чем в том 
случае, когда используется лишь один 
реостат? Как включить реостаты, ес- 
ли для питания приборов нужно 
устанавливать поточнее нс напряже- 
ние, а ток? 


$92. Обруч массы гп стоит на дос- 
кхе массы М (рис. 2). Коэффициент 
трения между доской и обручем К. 
Доска лежит иа гладком столе. С ка- 
ким ускорением будет двигаться дос- 
ка, если обруч’ тянуть с силой Е? 


С. Н. Доможаков 


Е 
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ан нию о-в 


ЗАДАЧИ ПРО КОЛЕСО 


\Продоажение. Начало см 
на стр. 29.) 


2. Пс горизонтальной 
плоскости  катнтся колесо. 
Так как сила трения А на- 
правлена влево, то скорость 
колеса будет уменьшаться. 
Но момент этой снлы относи- 
тельно центра О направлен 
по часовой стрелке, м сле- 
повательно, скорость враще- 
ния колеса должна увели- 
читься. 

Как будет меняться ско- 
рость колеса? 





3. Когда шсфер нажи- 
мает тормозную педаль, ко- 
лодки тормозов прижимают- 
ся к колесам и замедляют их 
вращение. Но силы взаимо- 
действия колес и тормозных 
колодок являются внутрен- 
ними и, следовательно, не 
могут уменьшить скорость 
автомобиля. Почему же ар- 
томобиль останавливается? 

4. Как известно. силой. 
движущей поезд, является 


сила трения паровозных ко- . 


лес о рельсы, а сила трения 
между рельсами и колесами 
вагонов является тормозя- 
щей. Но колеса паровоза и 
вагонов сделаны и3 Одного 
к того же материала, а вес 
азтонов гораздо больше реса 
паровоза. 

Почемуеже паровоз в со- 
стоянии двигать состав? 


(Окончание см. на стр 42) 


ЗАДАЧНИК пбанта 


РЕШЕНИЯ 


В этом номере мы публикуем ре 
шения задач #128—М30 


М28 
(Продолжение решения, см 
«Кнант» № 3. стр. 33). Напом: 
ним, что через [, {п} мы сбозначили 
наименьшее целсе число, большее или 


равное 08, п (со равно наихеньшем\ 
числу проверок, за ксторсе можно 


ло проверок, за которое можно выб- 
разьдва радиоактивных шара из п. 

На рисунке | приведен способ, по- 
зволяющий выделить 2 шара из 7 за5 
проверок. 

Утверждение задачи М28а) состоит 
в том, что}, (19)<8 (верное решенне 
этой задачи прислал нам восьми- 
классник В. Кривицкий из д. Клетное 
Минской обл.): №286) эквивалеитно 





выбрать один радиоактивный шар 
из п), через }» (м) — наименьшее чис- 


тому, что }; (11) >7. Ниже мы очень 
коротко докажем, 


что {5 6)>5 


567891011 121314 15 16 № 18 19 2011 22 23 44 5 


3610 1521 2836 45 55 66 78 91 105 120 136 153 171 190210231 253 276 300 


2233334444434 


4465555550655 6 


5 213 4 4-5 бе бет ттт в 88 3э 


2341556667777 78888888999 





Ь (8) =6; (>= (0 =6; 
Е. (15) =7; Ь (21 = 8. Читатели, ко- 
торые хотят убедиться в том, что все 
числа в нижней строке таблицы на 
стр. 35 верны, должны будут дока- 
зать, кроме того, что {+ (16)=8; 
Ёь (22) = 8; [+ (23) =9; [ь (25) =9 
(действительно, ясно, что функция {» 
неубывающая, то ебть если т>л, 
то р (тр (п), поэтому достаточно 
правильно указатьте значения п, для 
которых {» (п- 1) строго болыше [{. (п). 


Прежде чем доказывать обещанные нера- 
венства, заметим, что определение точного 
значения [» (п) для любого п в этой задаче; 
хак и во многих других похожих задачах, 
ие слишком интересно. Дело в том, что соот- 
ветствующий способ выделения шаров, по- 
видимому, очень сложен. С другой стороны, 
легко указать совсем простые алгоритмы вы- 
деления шаров, требующие лишь ненамного 
большего, чем [+ (п), числа проверок. На- 
пример, если сначала выбрать один радиоак- 
тивный шар, затем выбросить его и из остав- 
щихся выбрать другой, то на это уйдет не 
более [; (п)+Ё (п—1} проверок, м, как не- 
трудно показать, разность {1 (п) +; (п —1) — 
—{ (С?) всегда не больше 2, следовательнс, 
разиость р (п) +К "—|-—В (п) тоже не боль- 
ще 2. В практических задачах, подобных этой, 
если само число проверок А не слишком мало, 
одна или две лишние проверки скорее всего 
не будут играть особой роли, лишь бы способ 
проверки был попроще (скажем, для п=15 
мы уже не можем уместить на журнальной 
странице диаграмму, подобную рисунку 1, 
и разобраться в описанин способа проверки 
становится нелегко). 

Ниже мы используем такие обозначения: 
знак «—» обозначает, что в проверяемой куч- 
ке нет радиоактивных шаров, а знак «+» — 
что они есть. 


За 4 проверки нельзя вы- 
делить 2 шара из 6 


Пусть первой проверяется кучка из 6—0 
шаров, где 4=2, 3, 4 или 5. Тогда исходу «—» 


соответствует Су варнантов (оба радиоактив- 
ных шара среди 9 остальных), исходу «+» — 
(8—4) вариаитов. Одно из этих чисел 
бсльше 2=8. 


За 5 проверок нельзя выде- ` 


лить 2 шара из 
Если 
< -а6н 8 — С2 < 16, 


то 9 может быть равно только 6. Если 
ИСХОД «—2, то при этом осталось выделить 2 
шара из 6, что невозможно за 4 про- 
веркн. 


% 


За 6 проверок нельзя вы- 
делнть 2 шара из 1] 
2 и 2 
Если С. < 25—32 и С, —С? < 32, то 
4=8. но {+ (8} > 6. 


За 6 проверок можно выде- 
лить 2 шара из 10 


ГУТ ТУ 
начало [ое м] 
+ =] 
++ Кам 


Первая проверка — кучка из’4 шаров 
{1—4}. <» за 5 проверок 2 шара из 6 {5—10]. 
«+» проверяем {4—6}. «+-—>» за 4 проверки 
2 шара из 7 {1—3, 7—10}, если известно, что 
{1—3} дают «-» (см. левую половину рис. 1). 
«++» проверяем {5, 6}. «+ +—» за 3 про- 
верки | шар из {1—3, 7—10}. «+ + +» за | 
У 1 шар из {5, 6} и за 2—1 из 
{1—4}. 


За 7 проверок можно выде- 
лить 2 шара из 15 


оро<хорозюююююю 
начало А 
= а 
а ТР 


Первая проверка {1—5}. «+» проверяем 
{5-9}. «+—» за 5 проверок 2 шара из 10 
1—4, 10—15}. среди которых {1—4} дают 
«+» (см. 10 шаров, «+»). «++» проверясм 
{5}. «+-Е +» за4 проверки 1 из (1—4, 6—15}. 
«+4+— за 2 проверки 1 из {1—4} низа 2 про- 
верки 1 из {6—9}. 


За 8 проверок можно выде- 
лить 2 шара из -21 


юрофзовятеююю . № 
начало: № = 


Г | | 
++ ь 

а. ее 
++—+ [8 


Первая проверка {1—6}. Кроме обозма- 
чеиных на рисунке и очевидных проверок, 
укажем такие «+—» за 6 проверок 2 из 15 
1—5, 12—21}, среди которых {1—5} дают 
«+ (см. 15 шаров, «-»). «+ +——*» за 2 про- 
верки | из (1—4) и за 2 проверки 1 из 
{8—1}. 





Рис. 2. 


мМ29 


п одвнаковых монет лежат на столе, 0б- 
разуя замкнутую цепочку (см. рис. 2). Сколь 
ко оборотов сделает монета такого же разме- 
ра за то время, пока она один раз обкатится по 
внешней стороке всей цепочки, как показано 
на рисунке? 

Как изменится ответ, если монета М будет 
иметь радиус, в # раз отличающийся от ради- 
УСА Каждой из монет в цепочке? 


Примем радиус монет, составаяю- 
щих цепочку, за единицу. Из рисунка 
3 видно, что за то время, пока моне- 
та радиуса А прокатится по дуге & 
кеподвижной окружнссти радиуса 1, 
она повернется на угол «а (1-Е\/А): 
на этом рисунке радиусы МА н М’А” 
параллельны, Д.А”’М’'В= и АОВ=«а 


Рис. 3. 


— и 
и, Псскольку дуги А’В и АВ равны 
по длине, х ВМА’ =@/Ё, следователь- 
но, весь угол ДА”МА’, на который 
повернулась монета М, равен а«-На/Ё 
(в частности, при А=1| этот угол 
равен 24). 

Теперь найдем сумму дуг, состоя- 
щих из таких точек неподвижных мо- 
нет, которых монета М касалась при 
качении по цепочке. Пусть Оз, О.,... 
..., О» — центры монет цепочки. Сумма 
дуг, лежащих внутри многоугольни- 
ка О,0....0,, равна сумме его внут- 
ренних углов, то есть л (п—2). Сум- 
ма дуг, лежащих вне многоугольника, 
следовательно, равна 2ли—л (п—2)= 
= (п--2). Из нее нужно вычесть еще 





Рис. 4.а. 


Рис. 4.6. 


КУ 





Рис. 5 

сумму дуг, лежащих в углублениях 
между двумя соседними монетами, . в 
которые М не попадает. В каждом 
из п углублений сумма двух таких 
дуг равна 2л/3 при А=1 (рис. 4а) и 


1 
2 агссоз$ т В 


(рис. 4, 6). Итак, сумма дуг, по кото- 
рым прокатится монета М, равна 
л (1-2)—2лп/3 (в общем случае 
: 1 
я п-+ 2) —2п асс). Чтобы 
узнать искомое число оборотов, нужно 
умножить эту величияу на 2 (в общем 
случае, на 1- 1/) и разделить ва 25. 


общем  случее 





(п , 
Ответ. (== + 2] 
оборота при К = 1; 
#1 2 | 
90 +2 
оборота в общем случае (п>3) 





Рис. 6. 
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В этом решении мы использовали {под- 
считывая «потери» в углублениях между мо- 
нетами) то, что монета М прокатывается по 
всем п монетам подряд, без исключения. Как 
правильно заметил читатель А. Вировлян- 
ский из Горького, приславший нам решение. 
это условие необходимо для того. чтобы за- 
дача имела определенный ответ. Для цепочек 
с «узкими просветами» (см. рис. 5]. разумеет- 
ся, нельзя только по числу л узнать, на сколь- 
ко повернется монета М. Достаточным. во 
не необходимым условием, чтобы задача была 
разрешимой, является следующее;  ммого- 
угольник О;. О»...Оп выпуклый. < 

Подумайте, как получить ответ, если 
вместо замкнутой цепочки имеется просто 
одна монета, две касающиеся друг друга моне- 
ты и вообще незамкиутая цегочка из п мо- 
нет О\.....Он, в которой Ох касается Ока. 
расположенных так. что М может прокатить: 
ся туда и обратно по пссм монетам в таком 
порядке: | 

О.. 0.,....Он-1. Оп. Оп. бфие. 6) 
{У казание. Достаточно в написанных 
выше формулах заменить п на 2—2) 


м30 
у № то : тн все 
Юкрыте колькими пенсресскаю 
Ач вугамн умма диаметров Кот р х 
у и расстолине между любыми дву 
ян х бозьык (Поя расстоян: 


Ка\ уга\ има я расетояни 
} 112+ ПУ # 1 

Нам понадобится следующая оче- 
видная лемма 

Если два круга диаметров а, и 
4. пересекаются (имеют общую точку), 
то их можно заключить в один круг 
диаметра не больше аа. 
{рис. 7, а, 6) 

Построим круг с центром в каж- 
дой из данных № точек, имеющий 
радиус & (а несколько больше 1/,; 
точнее значение а выберем ниже) 
Если среди этих кругов окажутся 
пересекающиеся, то, пользуясь лем 
мой, заменим какие-либо два пересс- 
кающихся круга (все равно какие) 
одним покрывающим их кругом. Если 
среди полученных кругов еще есть пе- 
ресекающиеся, снова воспользуемся 
леммой, и т. д. Пусть вообще есть ка- 
кая-то система кругов, которые: 1) по- 
крывают все данные точки вместе с 
кругами радиуса а с центрами в 
этих точках и 2) имеют сумму диамет 
ров не болыше А!-2а. Тогда если среди 
них есть пересекающиеся, то мы м0: 





Рьс Та 
жем воспользоваться леммой и пост. 
роить новую систему из меньшего ко- 
личества кругов, удовлетворяющую 
тем же условиям 1), 2), и так до тех 
пор. пока мы не получим такой сис- 
темы из А кругов, никакие два из ко- 
торых не пересекаются. 

Уменьшим теперь радиус каждого 
из этих ® кругов на величину 6, ос- 
тавив их центры на месте (6 больше 
'), и меньше а; точисе значение 6 
указано ниже). Тогда полученные & 
кругов: 

|1} содержат все данные точки, 

2) нмеют сумму диаметров не боль- 
ше №.24а—#-26 = 2Ма—96, 

3) отстоят друг от друга не мень: 
ше чем на 25. 

Ясно, что если выбрать а и 6 так. 
чтобы выполнялись неравенства 5<а; 
2Ма—25<М№, 25>1, то все требова- 
иия задячи будут удовлетворены 
Достаточно было, например, взять 


с самого начала а— 


} 1 
т тм. 

Разумеется. такие а н @ понадобились 
только потому. что в условии требуется удав- 
летворить строгим иеравенствам: сум- 
ма диаметров меньше /, расстояния между 
кругами больше 1. Если бы мы взяли 
просто а=6=.. то было бы доказано, что 
наши № точек можно покрыть (при некотором 
# Ё кругами так, чтобы расстояние между 
кругамн было ие меньше |. а сумма их диг- 
метров — не болыне №—{. Заметим. что по- 
скольку это утверждение доказывается для 
любой еливицы измерения, то (выбрав 
эту сденицу несколько меньше) из него мож 


к п. 


|0 





Рис 7.6 


ко легко получить и утверждение. сформули 
ровавное в задаче 


Н. Б. Васильев 


В этом номере мы публикуем ре- 
шения задач Ф41—Ф47 *) 


Во ск хо паз освешенность в луннук 
ьв | уни ченыме, чем э соавечпый 
сень? Высота Луны и Солнца над горизонтом 
динанова. Считать, ч Ссвешенвая полу 
рерн „Пуны раиноме| пассейвает свет в 
простра ГВ 
Рздихе У ‚ринять вным 2000 км, 
стояние 07 В о Земли 400000 км 


Так как расстояния от Солнца до 
Земли и Луны велики по сравнению с 
диаметром Солнца, то при расчетах 
мы можем считать, что Солнце — 
это точечный источник света. равно- 
мерно излучающий световую энер- 
гию во все пространство. Примем, 
что сила света этого источника, то 
есть энергия, излучаемая Солнцем в 
единичный телесный утол за | се- 
кунду, равна /. Тогда освещенность 
поверхности Земли в яркий солнеч- 


ный день будет равна Е. = ть. 


где [ — расстояние от Солнца до 
Земли. 

Луна освещает Землю отраженным 
солнечным светом. Так как расстоя- 
ние от Солнца до Луны можно при- 
нять равным расстоянию от Солнца 


*) Решение задачи Ф4З будет опублико 
вано в «Кванте» № 5 
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до Земли, то освещенность поверх- 
ности Луны в полнолуние тоже рав- 


/ 
на -;. На всю поверхность Луны 


попадает световая энергия 
1 
У == Е ли. 


Так как эта энергия рассеивается 
затем равномерно по всем направ- 
лениям по «полусфере», то в еди- 
ничный телесный угол излучается 
энергия 

Ма пт 

я ПП 
(полный телесный угол равен 4 д, 
половина — 2л). Теперь легко найти 
освещенность поверхности Земли в 
полнолуние. Считая Луну точечным 
источником ссилой света /., получим 


[7 

Ва = рае, 

где / — расстояние от Луны до Земли. 
Отношение освещенностей Земли 

в полнолуние и в солнечный день 

равно 


“= (--) рети 
(Г. — 80000 


$32 


Канат перекинут через блок, причем часть 
каната лежит па столе, а часть — на полу 
После того как канат отпустили, он изчал 
вигаться. Найти скорасть установившегося 
равномерного движеиня каната. Высота стола 

авна Я (рис 





Проще всего решить задачу, вос- 
пользовавшись вторым законом Нью- 
тона. 

За время АЁв движение вовлека- 
ется кусок каната длиной А{ = уА[. 
Если массу единицы длины каната 
обозначить р, то масса куска каната 
А{ равна Ат = рА! = роАЕ. Мас- 
се Ат каната за время А{ сообщается 
импульс (количество движения), рав- 
ный Атиу = иУАЁ Ясно, что это 
изменение импульса появляется бла- 
годаря разности сил тяжести, дей- 
ствующих на левую и правую частн 
каната. Эта разность равна май. 

В соответствии со вторым законом 
Ньютона мы можем записать 


цо2АЕ = цоВАЕ. 


Отсюда 


Правильное решение прислали Н. Ежов 
из Одессы и А. Викторов из Тулы 


$44 


Два дельфина плывут навстречу друг дру 
гу. Один из ных издает звук частоты @ 
Какой частоты звук слышит другой дель- 
фин, если скорости дельфинов относитель- 
но воды одинакояы и равны 9? Скорость эву- 
ка п воде ш. 


Воспользовавшись результатом, 
полученным в ‹татье «Эффект Дол- 
лера», найдем, что второй дельфин 
будет слышать звук с частотой 


аи 


Чжи 





в, =6 


Действительно, так как первый 
дельфин движется, то частота звуко- 
вых волн, которые принимал бы не- 
подвижный приемник впереди него, 
равна 








Рис. 9. 


Благодаря движению второго дель- 
фина он слышит звук с частотой 








О ито иу 
Им р 
у о « [ол я 
Ф45 
Сферический конденсатор заненный 


диэлектриком н заряженный до некотору 


разности потенциалов, разряжа юр 
свой диэлектрнк. Какзм будет магнитио 
поле токов раз ав оетранствв К 
сферамн? 


Выделим в изоляторе узкий кони- 
ческий «проводник». Ясно, что для 
любой точки А (рис. 9) мы всегда 
сможем найти другой конический «про- 
Водник», такой, что идущий по нему 
ток создаст в точке А поле, напря- 
женность которого равна напряжен- 
ности поля тока выделенного нами 
«проводника» ‘и имеет противополож- 
ное направление. Это означает, что 
магнитное поле токов разряда между 
сферами равно нулю. 


$46 
На мячик с пысогы | м падает куб 
одскакнвающий затем почтн на | м. На ка 
кую высоту полскакивает мячик? 


р Н с в Ем Г. + 


В тот момент, когда кубик отры- 
вается от мяча, скорость кубика рав- 
на скорости верхней точки мяча. 
Обозначим эту скорость у. Далее ку- 
бик движется свободно. Поэтому, за- 
писав для цего закон сохранения энер- 
ГИН 

Моя 


(й — высота подъема), найдем, что 
у=у 298. 


Скорость нижней точки мяча в 
тот момент, когда кубик отрывается 
от него, равна нулю, а значит ско- 


[4 
рость центра мяча равна -—-. За- 


писав для мяча закон сохранения 
энергии 





= тай, 


где #й, — высота подъема кубика, 


найдем 


й = =25 см. 


Разберитесь сами как будет про- 
нсходить столкновение мячиков. 


Р 





Рис. 10. 
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Бели зад идзальным газом совершеется 
процесс ВС {ес 1< ГО 5 собнвется к 
лИчеетво тег тв 1 АЯКС количество В 

би:зетея О 1] тре { 12 74 


Тепло. которое сообщается газу, 
идет на угеличенре его внутренней 
энергии \ и на работу. совершаемую 
при расширении газа. Так как началь- 
нсе и конечное состояния, а значит, 
и температуры газа одинаковы при 
обоих процессах, то одинаковы и 
изменения внутренней энергии газа 
Что же касается работы, совершаемой 
при расширении газа, то в первом 
случае она равна Р. {У,—У,). а во 
втором: Р, (У.—И)). 


Из закона сохранения энергии 
следует, что 


9 = \-Р, (У, У, 
и 


©, = МР, (У, И,). 


где 9, — количество теила, сообщае- 
мое газу при процессе 


А—0-—С. 


Из этих уравнений нетрудно най:- 
ти, что 


Чт = 9—Р,\У.—У)-+Р, {У,.—И,) — 
Е и (Р.—Р\) (И. И,). 


Величина {Р,—Р,) (У,—\,) чис 
ленно равна площади прямоуголь 
ника АВС). Поэтому наш результат 
довольно сстествен. 


Разность О— О, должна, очевидно. 
быть равна разности работ, соверша: 
емых прн расширении газа, а работа 
при расширении газа численно равна 
площади фигуры, образуемой графи- 
ком зависимости Р от И и осью 
абсцисс У. 


Правильное решение прислал А Рогозин 
из Ижевска 


И. Ш. Слободецкий 
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ЗАДАЧИ ПРО КОЛЕСО 


{Окончание Начале см. на стр 
239 и 34) 


5 Автомобиль. у которо- 
го все колеса ведушие, равно- 
мерно движется по прямо- 
линейной горизонтальной до- 
роге. Будем считать, что все 
колеса автомобиля находят. 
ся в одинаковых условиях. 
т, е. на каждое из них прн- 
ходится одинаковая нагруз- 
ка и к каждому подводится 
одинаковая мощность. Тогда 
если Е — горизонтальная 
сила, действующая со сторо- 
ны дороги на каждое колесо, 
то 4Р=та, где м — масса 
автомобиля и а — его уско- 
рение (сопротивлением воз: 
духа пренебрегаем). Но так 
как автомобнль двнжется рав- 
номерно, То а-=0 и. следова- 
тельно. Е=0. Однако, с дру- 
гой стороны, сила ЧЕ — си- 
ла тяги, н поэтому ЗРо=\. 
где у — скорость автомобн- 
ля, а М — его мощность 

м 


Следовательно. Е = Зе. 
те Е=20 

Кроме того. если Е-=0. 
то сила Ю. действующая на 
колесо со стороны дороги, 
вертнкальна и не создает 
момента относительно центра 
колеса. Но так как к колесу 
приложен вращающий мо- 
мент М со стороны двигате- 
ля. то оно должно вращаться 
ускоренно, а это противоре- 
чит тому. что автомобиль 
движется равномерно 

Что же верно? 








ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 





ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА 


Тригонометрическими неравен- 
ствами мы будем называть неравен- 
ства, содержащие неизвестное х, ко- 
торое входит в состав аргументов 
тригонометрических функций. — Ре- 
шить тригонометрическое  неравен- 
ство — это значит, как и всегда, най- 
ти все значения неизвестного, удовлет- 
воряющие этому неравенству. 

Для решения простейших триго- 
нометрических неравенств не требу- 
ется никаких специальных знаний, 
выходящих за пределы школьной 
программы. Именно, в разбираемых 
ниже примерах, кроме свойств три- 
гонометрических функций, использу- 
ются лишь понятие абсолютной ве- 
личины числа (пример 4), правила 
решения квадратных неравенств (при- 
меры 5—8) и свойства логарифмичес- 
кой функции (примеры 9, 10). Этих 
сведений достаточно и для того, чтобы 
справиться с примерами, приведен- 
ными в конце статьи для самостоя- 
тельного решения. 

С самого начала, однако, необхо- 
димо отметить одно принципиальное 
обстоятельство. В тригонометричес- 
ких неравенствах аргументы триго- 
нометрических функций рассматри- 
ваются не как углы или дуги, а как 
вещественные числа. По- 
скольку опыт показывает, что в этом 
вопросе у многих выпускников сред- 
ней школы нет полной ясности, 
остановимся на нем несколько под- 
робнее. Абитуриенту же настоятель- 
но рекомендуется тщательно проду- 
мать то, что по этому поводу говорит- 
ся ниже. 

Обычно. тригонометрические функ- 
ции вводятся сначала как функции 


В. Б. Демьянов 


угла (точнее, даже только острого 
угла). Затем понятие аргумента три- 
гонометрической функции расширя- 
ется — начинают рассматривать функ- 
ции дуги. При этом оказывается, что 
удобно не ограничиваться дугами, 
заключенными в педелах одного обо- 
рота, то есть имеющими значения от 
07 до 360°, а рассматривать дуги, ве- 
личина которых выражается любым 
числом градусов (как положительным, 
так и отрицательным). При таком по- 
нимании аргумента  тригонометри- 
ческие функции оказываются перно- 
дическими. Следующий шаг состоит в 
том, что от градусного измерения дуг 
переходят к радианному. И наконец, 
приходят к понятию тригонометри- 
ческой функции вещественно- 
го числа. Именно, под значением 
тригонометрической функции числа 
понимают значение данной функцин 
для той дуги, величина которой в 
радианах выражается этим числом. 
В физике  тригономегрические 
функции числового аргумента естест- 
венным образом появляются йри опи- 
сании различных периодических про- 
цессов, то есть таких процессов, ха- 
рактер которых через определенные 
промежутки времени полностью пов- 
торяется. Именно поэтому в матема- 
тике и целесообразно рассматривать 
тригонометрические функции чис- 
лового аргумента. Фактически мы 
так и поступаем уже тогда, когда 
строим графики тригонометрических 
функций. В самом деле, по оси абсцисс 
мы при этом откладываем значения 

вещественных чисел. 
Рассмотрим теперь некоторые кон- 
кретные тригонометрические неравен- 
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ства, причем начнем с самого про- 
стого примера. 


Пример 1. Решить неравенство 
46х< 1. 

Решение. Сначала покажем, 
как не следует «решать» это 
неравенство, то есть разберем часто 
встречающиеся неправильные ответы 
на вопрос. 

Иногда абитуриент, замечая, что 


д 
=! и что вблизи значения 


к 
х=-_ функция Ех с уве 
личением х возрастает, записывает 


л 
ответ в форме: х<-. Уже 
по внешнему виду» ответа мож- 
но сказать, что он неверен, так как 
в нем никак не отражена периодич- 
ность функции и = 4х. Лгко ука- 
зать и конкретные значения х, удов- 


л 
условию Хх $ 


но не удовлетворяющие заданному 
неравенству. Например, при 
Хх = ——- 


2л л 
а 
2к 


но «(-—“) - ">В при х= 


летворяющие 
имеем: 


п 
==> 5 левая часть неравенства не 


нмеет смысла, следовательно, это 


у 


значение неравенству тоже не удов- 
Я 

летворяет, хотя снова —=<-. 

Бывает и так, что абитуриент пы- 

тается учесть периодичность, но про- 

являет при этом беспомощность. Имен- 

но, часто «ответ» дается в виде: 


х«--+Ал, где Ё=0, +1, +2,... 


Этот «ответ» еще хуже, так как он 
вообще лишен смысла. Легко убе- 
диться, что чисел х, удовлетворяю- 


щих условию = = -- д для 


всех А = 0,-Ё, =2,... просто нет. 

Чтобы получить правильный от- 
вет, полезно рассмотреть график функ- 
ции и = {8х (рис. 1), так как рассуж- 
дения при этом получат геометричес- 
кую наглядность. 


Неравенству #х<1 удовлетворя- 
ют те и только те значения х, для 
которых соответствующие точки гра- 
фика лежат ниже пунктирной гори- 
зонтальной прямой у = 1. Далее, из 
рисунка | ясно, что если мы найдем 
все решения, принадлежащие како- 
му-нибудь определенному интервалу 
длины л, то все остальные решения 
будут отличаться от найденных сдви- 
гом вправо или влево нах, 2л,Зп ит. д. 
Причина этого в том, что число л 
является периодом функции у = {8 х. 








Для того чтобы ответ записывался 
как можно короче, желательно исход- 
ный интервал длины л выбрать так, 
чтобы принадлежащие ему решения 
заполняли в свою очередь какой-то 
один сплошной интервал. Из рисунка 
опять-таки видно, что так будет об- 
стоять дело, если в качестве исход- 


ного интервала взять, например, 
дл дл 

интервал от — 5 ДО >. На этом 

интервале ниже прямой иу=!1 


лежат те точки графика, которые 
соответствуют значениям х, УДоВ- 


дл 
летворяющим иеравенствам —->-< 


д р 
а. Поэтому окончательный 


ответ имеет вид 
: д 
++” 


(Е=0, +1, =2,...). 


Ответ, таким образом, представляет 
собой совокупность интервалов, каж- 
дый из которых получается при не- 
котором фиксированном значении #. 
Аналогично обстоит дело и в от- 
ветах на все дальнейшие примеры. 


Пример 2. Решить неравенство 


Е 1 
п х >= — —5. 
Решение. Рассмотрим график 
функции у= зах (рис. 2). Не- 
1 


равенству зпх > — > 


воряют те значения х, для которых 
соответствующие точки графика ле- 
жат не ниже пунктирной прямой 


и = — -- (если графика 


удовлет- 


точка 


лежит на самой этой прямой, то зна- 
чение х удовлетворяет заданному не- 
равенству, так как оно «не строгое», 
в нем допускается равенство левой и 
правой частей). Функция у = зщ х 
имеет пернод 2л. Поэтому рассмотрим 
сначала какой-нибудь интервал 


длины 2л, например интервал от 
т 


—-5- до —Р Из рисунка 2 видно, 


| 
что неравенству $пх>= —-5- В этом 
интервале удовлетворяют следующие 


я 7 
6. 

Учитывая периодичность, получа- 
ем ответ: 


значения х: — 


—=+ лм + 28л 
О Е ь 
Пример 3. Решить неравенство 
соз (3х + 2) ИР 


Решение. Введем вспомога- 
тельное неизвестное # = Зх--2. Тог- 
да относительно { мы получим нера- 
венство с0$Ё`> — У ‚Так как оно 
совершенно аналогично неравенствам 
чз примеров | и 2 (для его ре- 
шения можно рассмотреть график 
функции у = с0$ #й, мы сразу выпи- 
шем ответ для Ё 





я: < +2 


(Е ==0, +1, =2,...) 
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или, возвращаясь К неизвестному х, 
3 к 
— До +2Ал < 3х1 2<—- ОРЛ 


((=0, 1, +2. ) 


Выражая отсюда х, получаем ответ 
для заданного неравенства` 


2 па 


на а: = 
2 л 2вл 
о 
(0, Е. +2, ). 


Пример 4. Решить неравенство 
|51х1 > И. 


Решение. —Освобождаясь от 
знака абсолютной величины, получа- 
ем, что заданному неравенству будут 
удовлетворять те и только те зна- 
чения х, которые удовлетворяют х о- 
тя бы одному "из неравенств 

р уз 
чпх >, мпх < -— 
Решая каждое из них методом, рас- 
смотренным в примерах | и 2, полу- 
3 
чаем для неравенства зтх > —— У 

ответ: 


Пил т 
(Е =0, Г. р ), 
/з 


а для неравенства пх <- —- 
ответ: 


А +2тл<х<-- +2тл 





(т=-0, 31, +2, }. 
Поэтому ответ для заданного нера 
венства | зтх | у у можно 


записать в виде двух «серий» 


лк < +2 
(2-0. 1, +2. ). 


2л л 
——+ 2тп< хх на 2тл 


{т=0, 1, 2. ) 
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2п 
Заметим, что так как — 5. о 
д 2л ; ь 
ди - = 8 - д, вторую се- 


рию можно записать иначе 
д 
<+@т- Илхх,< 


2х 


< — +(2т рул 
{т =0, +1, 2, ). 


Теперь обе серии можно объединить 
одной формулой: 


пол << 2 + пл 


(п=0. 1, 32, ). 


причем для четных п получаются ин 
тервалы первой серни. а для нечет 
ных п — интервалы второй серии 


Пример 5 Решить неравенство 


: К 
со х < и 


Решение Введем вспомога 
тельное неизвестное у = с0$ х. Не 


3 
а: 


Уз 


Отсюда =а <у<-5— или 


УЕ сы 


равенство примет вид 


Уз 
а 


Таким образом. заданное неравенство 
свелось к системе в авенств 


а 


с0$х < 


т 


сх > - = 


Подчеркнем отличие теперешней сн- 
туацин от той, которая имела место в 
примере 4 Там для выполнения 
заданного неравенства нужно бы- 
ло, чтобы выполнялось хотя бы 
одно из двух неравенств 
. К . 3 

хо и или чих - ра 

Здесь же заданному неравенству будут 
удовлетворять те значения х, которые 





Рис 3 


удовлетворяют одновременно 
каждому из неравенств созх < —— —- 
1 
и сх > -— а 
Так как функция у = с0$ х имеет 
период 2п, рассмотрим сначала зна- 
чения х, лежащие на интервале от 
—я до л. Построим для этого интер- 
вала график функции и = с05 х 
(рис 3). Системе 


соьх < №, 
с05х > — а 


удовлетворяют те значения х, для 
которых соответствующие точки гра- 
фика попадают внутрь горизонталь- 
ной полосы, ограниченной сверху пун- 


В Н 3 
ктирной прямой у=-—5—, а снизу 
Уз 
5—- 
Из рисунка видно, что этому условию 
удовлетворяют следующие значения 


д 5л 
ОИ 


т <х<-^ Учи- 


тывая  периодичнссть, мы можем 
теперь записать ответ в виде двух 
серий: 





пунктирной прямой и-— 


х: во-первых, 


вторых, 


Ал <, < ВИ + 2Ап 


(Е =0. 1, 2, } 


-= +2тл < х.<«- = +2тл 
(т=0, БЫ ЕЕ А 


Как и в примере 4, эти две серии мож- 
но объединить одной формулой: 


= + пох < чп 


(1-0, Е, Е о) 
Заметим, что неравенство с05 х < 


можно решить проще, если сначала 
преобразовать его. к виду 


к с 2х 





<— : ы 


1 
откуда с0$ 2х < 5, Полагая 2х == Ё, 


получаем, что 


тя << А +2пл 


(п=0, 1. 2, .. ..). 


Отсюда 
дл 


51 пл < х< 5" + пл 
(п = 0, +1, =2,. ..). 


Однако, первый способ решения, ос- 
нованный на сведении к квадратному 
неравенству. обладает большей общ- 
нсстью, в чем мы убедимся ниже 
(примеры 6, 7, 8). 


Пример 6. Решить неравенство 
ще х— (1 + у 3) шх+ту3 < 0. 
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Решение. Полагая у = 16 х, 
мы, как и в предыдущем примере, 
приходим к квадратному неравен- 
ству: и — (1+3) у+у3 = 0. 
Решая его, получаем, что 1 иж 3. 
Таким образом, вопрос снова свелся 
к решению системы неравенств 


Ех УЗ, 
{ах |. 


Пернод функции у = 5 х равен л. 
Рассуждая так же, как в примере 5, 
находим сначала для интервала от 
—-5- до = следующие значения х: 
д М 

а. 
ность, — получаем 


ответ: 


Учитывая  периодич- 


окончательный 


пил х 3 + Ап 


(Е =0, =, =2,. ..). 


Все разобранные до сих пор при- 
меры были подобраны так, чтобы в от- 
ветах фигурировали «круглые» зна- 


д л д 

чения аргументов типа -=-, -, 5. 
Однако в принципе это совсем не обя- 
зательно, так как ответ может быть 
записай всегда с помощью символов 
обратных тригонометрических функ- 
ций. Для иллюстрации этого рассмот- 
рим пример, отличающийся от при- 
мера 6 лишь значениями числовых 
коэффициентов. 


Пример 7. Решить неравенство 
452х—5465х4+6— 0. 
Решение. Рассуждая дослов- 


но так же, как в примере 6, приходим 
к системе неравенств 


46х= 3, 

| 4х > 2. 
Ответ теперь запишется в виде 
кл агсе2 < х=Ел-| агс{ 53 
(Е=0,=1,=2....). 
Пример 8. Решить неравенство 
1251 12х— {9Эзтх-- 5< 0. 
2 


Решение. Полагая у = т х, 
получаем квадратное — неравенство 


12,92—19у--5<0, откуда - <у< = | 
Таким образом, неизвестное х должно 
удовлетворять системе неравенств 


зшх > , 
мпх > Е 
5. 
Отличие от примеров 5, 6, 7 состоит в 


том, что первому неравенству системы, 
то есть неравенству пх< - 


удовлетворяют все вещественные зна- 
чения х. Поэтому фактически нужно 
решить лишь второе неравенство 


: 1 
$зтх >. Нетрудно убедиться, что 


ему удовлетворяют следующие зна- 
чения х: 


2Кл + агсят << -л— 


— агсзт 5 (#0, +1, +2, ...). 


Это и есть окончательный ответ для 
заданного неравенства. Очень грубой 
ошибкой будет, если в связи с нера- 


. 5 
венством зтх < -- в «ответе» поя- 
9 
вится «выражение» агсзт —„-. Так как 


5 
агс$1й —— 


5 
а то к] 


не имеет никакого смысла. 


СИМВОЛ 


Пример 9. Решить неравенство 
овом х <—1. 


Решение. Введем вспомога- 
тельное неизвестное у = зт х. Не- 
равенство тогда примет вид 108./<—1. 


Так как —1 = юв, и при осно- 


вании, большем 1, большему числу 
соответствует больший логарифм, мы 


1 
у< 5. 
нужно еще учесть (при решении по- 
добных неравенств об этом часто за- 


бывают!), что для отрицательных зна- 
чений аргумента логарифмическая 


получаем, что Однако 


Я _ я я д 
я чт” о 4 дл 4” де 4” 
—— ана == — 
; (7 


Рис. 4. 


функция вообще не определена. По- 
этому в окончательной форме решение 
неравенства {0Б.у <—1 запишется так: 


О<у< > | Мы — приходим, 
таким образом, к системе неравенств 
- 1 
чих « —, 

их > 0. 


Рассуждая аналогично тому, как мы 
это делали в примере 5, получаем 
следующий ответ, содержащий две 
серии: 


2Еп < <—+1#л 


(Е =0, 1, -2,.. .), 
Зета <, < я-+тл 
Г (т=0, 31, =2, .. .). 


В отличие от примеров 4 и 5, здесь 
уже нельзя дать простой формулы, 
объединяющей эти две серии в одну. 


Пример 10. Решить неравен- 
ство 


юЮ845 х> 0. 


Решение. Этот пример слож- 
нее предыдущих, так как неизвестное 
х выступает здесь одновременно в 
двух различных ролях и в качестве 
основания логарифмов, и в качестве 
аргумента тригонометрической функ- 
ции. Благодаря этому здесь особенно 


рельефно проявляется тот факт, что х 
мы должны понимать как число. 

Заметим прежде всего, что ‘о- 
скольку х является основанием ло- 
гарифмов, обязательно х>0 ихЯ 1. 
Так как свойства логарифмов су- 
щественно зависят от того, больше 
или меньше 1 их основание, рассмот- 
рим эти случан отдельно. 

Пусть сначала < х< 1. Так как 
при основании, меньшем 1, положи- 
тельный догарифм имеют числа, за- 
ключенные между 0 и 1, мы приходим 
к системе неравенств 0 < {#х < 1.Ре- 
шая ее, получаем 


лох Ал 


О. а 


Но мы еше связаны условием 0 х<У|. 
Из рисунка 4 видно, что неравенствам 
0<х<1,0<ых< | одновременно 
удовлетворяют лишь следующие зна- 


д 
чення х: О: 
Пусть теперь х> 1. Учитывая, что 
при основании, большем 1, положи- 
тельный логарифм имеют числа, боль- 


шие 1, мы получаем, что шх >|, 
откуда 


я [в 
ее: кохо +АЯ 


Е 


Учтем теперь условие х >> [. Из ри- 
сунка 5 мы видим, что обоим нера- 
венствам х > 1 ишх >> 1 одновременно 


Л.л Яд П.2т д 
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удовлетворяют следующие значения 
я 
х: во-первых, <<, во-вторых 


-4- +Ел < х <-5- + Ал, 
где к — целое положитель 
ное число, то есть # == 1, 2, 3,,... 
Собирая все значения х, найденные 
при рассмотрении обоих случаев, 
получаем следующий окончательный 
ответ: 


0<»<-, 
} <<, 
Е + Ая << + Ал 


о 


В заключение приводим ряд при- 
меров для самостоятельного решения. 


Решите неравенства: 


> 


7. с05х =. 


1 
2. чп2х < 


5 


>= 


а 
. УП 5 —=-— 


1 
4 1 (3х -—-П<-—=. 


73 


5. Чех > ИУЗ- 
1 
6. ] с05х| <>. 


. | 
7. 5х < в 


8. хх >. 


[9 


9. 2512 х=чах. 


10. 2 с052х -- с05х < 1. 
| 
11. 1083 (ех) > — 
12. 108, (с03х) = 1. 
27 
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БУРЯ ПРОТИВ БУРЬ 


Немногим более ста лет 
тому назад произошла бу- 
ря, благодаря которой бы- 
ла создана вся метеоро- 
логическая служба мира. 

14 ноября 1854 года силь- 
нейшая буря нанесла непоп- 
равимый ущерб судам фран- 
цузов и их союзников, участ- 
вовавших в осаде Севастопо- 
ля. Известне об этом вызвало 
во Франции большое уныние. 

Узнав о буре в Балак- 
лавской бухте, директор Па- 
рижской астрономической 
обсерватории Леверье поп- 
росил ученых, занятых в то 
время  метеорологическими 
наблюденнями, дать ему ма- 
териалы за два предыдущих 
дня. Как и предполагал Ле- 
верье, балаклавскую бурю 
можно было бы предска- 
зать, располагая данными 
наблюдений на большой тер- 
риторин. Точные расчеты и 
безупречная логика ученого 
убеднли правительство Фран- 
цин ассигновать средства на 
созданне государственной 
службы погоды. 

С 1857 года к этой сис- 
теме стали примыкать дру- 
гие государства. В России 
синоптические карты появя- 
лнсь в 1872 году. 

Любопытно, что отдельные 
метеорологические наблюде- 
ния и их записи (конечно, 
примитненые) относятся к 
значнтельно более раннему 
периоду. До нас дошли «Дне- 
вальные записи» Приказа 
Тайных Дел с 1657 по 
1673 год, но с большими пе- 
рерывамн. Вот образцы этих 
запнсей: 

«1657 г., 30 генваря, пя- 
ток. День до обеда холоден 
и ведрен, а после обеда от- 
тепелен, а в ночи было вет- 
рено. 

4 февраля. среда. День 
был тепел и ведрен, и за пол- 
часа до ночи пошел снег 
и шел до пятого часа ночи, 
а в ночи было тепло же. 

Майя 31, неделя. Гром 
гремел, и молния блнстала, 
и шел дождь велик, и после 
того и до вечера было вед- 
рено н ветрено, з в ночи было 
тепло» . 





ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 





ВСТУПИТЕЛЬНЫЕ ЭКЗАМЕНЫ 
ПО МАТЕМАТИКЕ 
В МИЭМ В.А. ТОНЯН 


В Московском институте электронного машиностроения на экзамене по 
математике к поступающим предъявляются повышенные требования. 
Первый экзамен для всех абитуриентов — письменная математика. 

Мы уже обсуждали ча страницах «Кванта» (№ 5, 1970) некоторые 
вопросы, касающиеся имысьменного экзамена по математике 1969 года. 
Здесь я хочу рассказать 2б экзаменах 1970 года. 

Ниже приводится разбор одного варианта с указанием наиболее типич- 
ных ошибок, допущенных поступающими. Обсуждаются также вопросы 
устного экзамена. 


В конце приводятся задачи письменных экзаменов, предлагавшие- 
ся в 1970 году. 


Бариант 


1. Даны два треугольника, площадь каж- 


3. Решить неравенство 
дого из которых 50 сж?. Основание первого из 


2 
них на 10 см болыце основания второго. В 105 речи Е, ( ен 
каких пределах может изменяться основание 5 4 
первого треугольника, чтобы разность высот -Н 5х — 6) < 0: 
треугольников была не меньше 5/6 см? 
4. Решить уравнение 
2. Решить уравнение ЕН ЕЫ ЕЯ 
у3--2 (2 Япх— соз 2х) + 
У УЕ -- 66 4-х +у3—2(29пх + с0$ 2х) = 2. 
х 


"5. В пирамиду, основанием которой слу- 

жит ромб с острым услом @, вписан шар ра- 

/ = днуса Ю. Боковые гранн пирамиды паклоне- 

— | хил? -+ 66 —х2-—5. ны к плоскости основания под углом В. Най- 
| ти объем пирамнды. 





Разбор задач варианта 


1. Обозначим основание первого Согласно условию задачи, учиты- 
треугольника через х, тогда основа- к 100 и. ОВ 
ние второго будет х—10, н потому ' х—0- х 

100 10 5 
: —_-— > ——авспомнив условие (1 
х> 10. (1) Ю-В у (1), 
Высота первого треугольника будет преобразуем его так: 
50 100 
ОО х—10х—1200—0, (2) 
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или 
(х-- 30) (х—40) =0, 
откуда 
—30=х= 40. 

Если учесть теперь ограничение 
(1), то получаем ответ: 10<х<40. 

Некоторые абитуриенты, решав- 
шие эту задачу, не задумывались о 
том, что обозначено буквой х и при- 
водили в качестве ответа решение 
неравенства (2). 

2. Введем новые нензвестные. По- 
ложим 


т И У 66: -- х 
х ’ 


=Ихуя 66: — ха. 


Тогда данное ургвнение перепи- 
шется в виде 


и—© = 5. (1) 
Заметим теперь, что 
и>0, о>0 (2) 


| 
117} — й ие 
Хх Ух ух? + 662 — х? = 


И 66-9 У ухебб-х = 
= ух -+ 66? — х? = 66. 





Последнее уравнение вместе с (1) 
и (2) дает смешанную систему 


ци = 66, 

и—0:= 5, 

и—>0, 9—0, 
которую можно перенисать следую- 
щим образом: 

и (—9) = —66, 

и (—ий) =5, 

и=0, 920. 
Вспомнив формулы Виета, замечаем 
что и совпадает с положительным кор- 


кем уравиения х?—6бх—66 = 0. Та- 
кнм образом, 


ие УЕ, 
2 


откуда 


Г“ АДз 
ух? -- 66-х = Ех, 
а, следовательно, 


их" -- 662 -- 120х. 


Отсюда видно, что х--0. Возволя в 
квадрат, получаем уравнение 


х? 66-1202, (3) 
откуда находим: 
6 


уиэ` 

Мы нашли этот корень, выполняя 
эквивалентные (при оговариваемых 
ограничениях) преобразования, а по- 
тому проверка не обязательна. С этой 
задачей справились многие поступав- 
щие, однако много было и таких ра- 
бот, в которых ответ содержал посто- 
роиние корни, например отрицатель- 
ный корень уравнения (3). 

Еще раз нагомиим: если при ре- 
шении уравнення выполняются не- 
эквивалентные — преобразо- 
вания, то проверка найденных корней 
являегся составной чзстью решения 
задачи, и без этой проверки решение 
не может быть признано правильным. 

3. Допустимыми значениями явля- 
ются только те значения х, для 
которых —ях2--5х—6>>0, то есть 2< 
<х<3З, тогла 4<5х?<9 и 8552 Т, 
так что 14<5х8--х2--х<< 39 и 0<хз+ 
+ х°-нх—14<25. Теперь для основа- 
ния первого  логарифма находим 


1 ВЕ РЕЖЕТ | 
Оки х-м< |. 


Следовательно, 
108, (—х2-- 5х —6) > 1, 


3 


откуда получаем ответ: 
нли 2,5<х<3. 

4. Преобразуем выражение, стоя- 
щее под лервым радикалом: 


2<х<2,5 


3—2 (29щ х—с0$ 2х) = З+45щтх + 
+4 п х—2 = (2 чих 2, 


аналогично 


3—2 (2 япх-г с0$ 2х) = (2 мпх—1)2. 





Рис. 1. 


Теперь данное уравнение может быть 
перелнсано в виде 


12 яп х+1| + 12 яп х—1 | == 2. 


Легко убедиться, что последнее 
уравнение удовлетворяется, притом 
тождественно, только при |5шх|= 


] 
==. сткуда находим ответ: 


л дл 
5 Рлл ах -5 рп 


А о 2 ВИ 


5. Центр 0’ вписанного шара 
(рис. 1) является точкой, равноуда- 
ленвой от всех граней пирамиды, и 
потому он лежит ма пересечении бис- 
сектриальных плосксстей рсех дву- 
гранных углов пирамиды. Так как 
диагонали ромба являются биссект- 
рисами его внутренних углов, то 
плосксети, проходящие через высо- 
ту н лнагонали, биссектриальные для 
двугренчых углов при боковых реб- 
рах (проверьте это самостоятельно). 
По условию грани равнонаклонены к 
основанию, и потому точка пересе- 
чения днагоналей ромба О является 
основанием высоты $0. Таким обра- 
зом, центр шара О’ лежит на высоте 
пнрамиды. Пергендикуляр, огпущен- 
ный из точки О’ на боковую грань 
пирамиды, лежит в илоскости, про- 
ходящей через высоту 50 и высоту 


основания ЕЕ (РЕ проходит через 
точку 0),— это легко выводится из 
теоремы о трех перпендикулярах. 
Теперь из прямоугольного треуголь- 
ника $ОЕ (0’О = 0’О”’=Ю, 55ЕО= 
=@) находим 


$0 — ОЕ В КВ са. 


Высота пирамиды найдена, осталось 
определить площадь основания. 
Из прямоугольного  треуголь- 


ника 00'Е |00’-® 30'ЕО- а 


находим 


ОЕ = 00’ се № - Ве -& 














т 
Далее замечаем, что 
ЕЕ 
СВ = У @ › 
и потому 
< ЕЕ? _ 402 _ 48 ©? 2 
ромба ща па ия 


Для объема пирамиды получаем окон- 
чательно ответ: 


в 
Ро Е 
И ур Ая 


3 ил < 
Немного об устном экзамене 


Устные экзамены в МИЭМ"е сда- 
ются по билетам. В каждом билете 
указаны два теоретических вопроса, 
которые находятся в строгом соот- 
кетствии с «Программой приемных 
экзаменов». Каждый экзаменующий- 
ся берет билет и готовится примерно 
45 минут к ответу. После того как он 
ответил на вопросы билета, ему пред- 
лагаются дополнительные вопросы из 
не вошедших в билет разделов теории 
и задачи дяя проверки его умения при- 
менять теорию к решению залам. 
Эти задачи, как правило, не требуют 
вычислений. Вот примеры таких воп- 
росов и задач с мекоторыми заме- 
чаниями. 
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1. Если сложить две периодичес- 
кие десятичные дроби, то будет ли 
их сумма снова периодической десятич- 
ной дробью? 

Обычно следует правильный ответ: 
«Да, будет, так как периоднческая 
десятичная дробь — это рациональ- 
ное число, а сумма двух рацниональ- 
ных чисел снова рациональна». 

Это, в общем, верно; стоит лишь 
оговорить, что может получиться не 
только периодическая, но и ко- 
нечная десятичная дробь, напри- 
мер: 0, (3) +0, (6) = 1, так как 

а 
ВН 

Более трудкым оказывается сле- 
дующий вопрос. 

2. Если первая дробь имеет р 
цифр в периоде, а вторая 4 цифр, 
то какой перисд может быть у их 
суммы? 

Обычно без дополнительной по- 
мощи абитуриент затрудняется дать 
правильный ответ. Между тем на 
вопрос «Каков период функцин [ (х)-1 
--в (х), если пернод }{ (х) равен 2л, 
а период р (х) равен 31?» абитуриенты, 
как правило, дают правильный ответ: 
«бл». Между тем оба вопроса по сути 
дела относятся к одному и тому же 
разделу арифметики: наименьшее об- 
щее кратное (НОК) и наибольший 
общий делитель (НОД). Правильный 
ответ на исходный вопрос таков: 
период суммы не превосходит НОК 
чисел ри 4. 

Предлагаем читателям самим разо- 
брать несколько примеров, когда пе- 
риод суммы в точности равен НОК и 
когла он меньше этого общего крат- 
ного. 

Более трудным является вопрос 


о перноде произведения двух перио-“ 


дических десятичных дробей, из ко- 
торых первая имеет р цифр в периоде, 
а вторая — 9 цифр. 

Приведем лишь ответ: период про- 
изведения не превосходит т (10"—1), 
где т — НОК чисел ри д, п — их 
НОД. Рассмотрите пример: 0, (Их 
ХО, (1) = 0, (012345679); здесь р = 
= д = 1, период произведения сос- 
тоит из 9 цифр. 
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3. Дано: 46 @ =: а, 37 хак. 


Найти па. 

Мне не раз приходилось видеть 
такое «решение» этого примера. По- 
ступающий пишет: 





ов 
УП 9 Теа, 
откуда 
эта = — = = 
ый у 1 са 
. а?` г 
И: тура. 


и только после замечания, что если 
последнее равенство верно, то $14 
в [\ четверти имеет положительный 
знак, абнтуриент начинает искать 
ошибку в решении. 

4. Определить знак 


Зи 
в" 


В связи с этой задачей возникает 


разности 


— 
вопрос: что такое 232 — Мно- 


гие абитуриенты, подробно расска- 
зывающие о свойствах показательной 
функции, на этот вопрос отвечать не 
умеют. 

5. Решить уравнение х—10х*-- 
—169 = 0. 

Обычно путь решения бывает та- 
КИМ. 

Обозначим х® через у, тогда по- 
лучим уравнение у’—10и,-- 169 = 0, 
корни которого комплексные. Для 
определения х, продолжает рассуж- 
дать экзаменующийся, нам надо из- 
влечь корень из комплексного числа, 
а это действие не предусмотрено 
школьной программой. На этом осс- 
новании некоторые абитуриенты при- 
ходят к выводу, что на вступительных 
экзаменах предлагаются задачи, ре- 
шить которые не может тот, кто зна- 
ет только школьный курс матема- 
тики. А верно ли такое умозаключе- 
ние? Можно ли вообще сделать такой 
вывод, заметив лишь, что какую-то 
задачу можно решить, применяя 
методы, которые не изучаются в сред- 
ней школе? Не свидетельствует ли 


— — д — 


_® 
2 
Рис. 2. 


такое умозаключение о незнании его 
автора того, что не всякое обратнсе 
утверждение справедливо? 
Вернемся, однако, к нашему би- 
квадратному уравнению. 
х--2.13-х2--169—36х? = 0, 
откуда 
(х2-+ 13)?—36х? = 0, 
а это приводит к двум квадратным 
уравнениям с действительными коэф- 
фнциентами: 


х*—6бх+{13 =0, 2-+6х-13 = 0. 


Попробуйте доказать, что всякое 
биквадратное уравнение ^^ рх?-+ д = 
= 0, где р?—44<0 указанным выше 
методом может быть приведено к 
двум квадратным уравнениям с дей- 
ствительными коэффициентами. 

6. Начертить график фумкции и= 
= агсып (п х). 

Функция определена на интерва- 
ле — 50<.х<.о. В силу периодич- 
ности функцин г = чп х функция 
у = агсяп 2 также является перио- 
дической с периодом 2х, и достаточно 


се изучить, например, на отрезке 
л 
[-—5, Зл/2 | : 
На отрезке [— 2/2, п/2] 
зп у=зшх и у=ох; если же 
л Зл л л 
а в ь а 


и из равенства эт (л—х) = за х 
следует, что у = л—х. Окончатель- 
но график изображен на рисунке 2. 





Решите 


самостоятельно задачи 
из других вариантов письменных рэ- 
бот за 1970 год. 


1. Из пунктов А ни В, расстояние между 
которыми 28 км. одновременно вышли навстре- 
чу друг другу 2 пешехода. Они должны были 
встретиться через 3,5 часа, однако второй оста- 
новился на 0,5 часа отдохнуть, и когда онн 
встретились, то оказалось, что первый про- 
шел на 2 км больше второго. Найти скорости 
пешеходов. 

2. Решить уравнение 


у ан. 
х 


—_ИУ ума 
3. Решить уравнение 





/ 1 
у Верх + а + 





1 
а = Зе 2х. 


+У 2+ 


4. Ренить неравенство 


Их 


5. Основанием пирамиды служнт равио- 
бедренный треугольник, равные стороны ко- 
торого имеют каждая длину 5. Боковые гра- 
ни пнрамнды, проходязцне через эти стороны, 
перпендикулярны к плоскости основания и 
образуют между собой угол &. Угол между 
третьей боковой гранью и плоскостью осно- 
вания равен также @. Определить радкус 
шара, винсанного в эту пирамиду. 


1 
31065 т 








Решите уравнения 
6. Ут я —2+3=3. 
7. Зтх + 560$ х = 


= -+ 8с0$ 2х + 15 п 2х. 
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ИНФОРМАЦИЯ 


ЗАОЧНЫЙ 


МАТЕМАТИЧЕСКИЙ 
ТУРНИР 


В. М. Розентуллер 


В 1966 году на страницах ленин- 
градской детской газеты «Ленинские 
искры» был влервые объявлен заоч- 
ный математический турнир для 
учащихся 3—8 классов. Он стал 
традиционным и теперь проводится 
ежегодно. 

Открывая турнир, оргкомитет рас- 
считывал только на учащихся Ле- 
‚нинграда и Ленинградской области, 
но совсем неожиданно в редакцию 
стали приходить письма с решениями 
задач из Горького, Волгограда, До- 
нецка, Москвы, Пскова н Псковской 
области, Ейска и других районов и 
городов нашей Родины. 

Добрым словом, советом, прекрас- 
нымн задачами помогали турниру мно- 
гочисленные друзья. Среди них про- 
фессор Ленинградского государствен- 
ного педагогического института 
(ЛГПИ) им. Герцена И. Я. Депман, 
внце-презндент АПН СССР А. И. Мар- 
кушевич, профессор Ленннградского 
государственного университета (ЛГУ), 
член-корреспондент АН СССР 
Д. К. Фаддеев, академик М. А. Лав- 
рентьев, академик Ю. В. Линник, 
польский ученый Вацлав Серпин- 
ский, доценты, аспиранты и студенты 
ЛГУ и ЛГПИ им. Герцена. 

Официально турнир называется 
заочным, но заочные в нем лишь пер- 
вые два тура. Третий тур очный: 
27 марта в Ленинграде собираются те, 
кто прошел горнило первых двух 
туров. 

За пять лет число участников тур- 
нира выросло с трехсот до трех с лиш- 
$6 


мо прое ет о ое п я = 


— ссмщрсл аш оже — ощтрьл. 53 патио --——< ито в ое, ролик почт 


ним тысяч. На третий тур в 1966 го- 
ду были приглашены 40 человек, а в 
1970 — 212. Миогие участники тур- 
нира поступают в ЗМШ при ЛГУ, 
будучи учениками 7 и 8 классов. Не- 
которые «перепрыгивают» через класс 
и хорошо учатся. Лучшие участники 
турнира поступают в спецнализиро- 
ванные физико-математические школы 
при ЛГУ. 

Приятно отметить, что с 1967 года 
победители нашего турннра стали по- 
беждать и на Всесоюзной математи- 
ческой олимпиаде. 

Игорь Ф ренкельв 1967 го- 
ду завоевал вторую премию по 8 клас- 
сам, а в 1968 году — вторую премию 
по 9 классам. 


Андрей Бабичев в1968 го- 
ду получил вторую премию по 8 клас- 
сам и в 1970 году — вторую премию 
по 10 классам. 


В том же 1970 году Владнмир 
Шварц получил вторую и А лек- 
сандр Меркурьев — третью 
премию по 8 классам, а В лади- 
мир Володарский получил 
третью премию по !0 классам. 


Алексей Александров 
завоевал первую премню по 9 классам 
в 1970 году и был включен в состав 
советской команды на Х1] Междуна- 
родную математическую олимпиаду, 
проведенную в июне 1970 года в 
Будапеште. Алексей набрал 35 очков 
и получил диплом второй степени. 

Во время турнира мы проводили 
встречи его участников с победителя- 
ми всесоюзных и международных ма- 
тематических олимпиад, преподава- 
телями 45-й физико-математической 
школы-интерната при ЛГУ, молодыми 
учеными во главе с преподавателем 
ЛГУ М. И. Башмаковым. 

На одной из таких встреч семи- 
классникам была предложена задача: 
«Как выгоднее; проехать пароходом 
по реке туда и обратно или то же рас- 
стояние по озеру туда и обратно?» 


Семиклассники решали ее с по- 
мощью уравнений. Но один ученик 
5 класса тоже стал ее решать. 

— Озером выгоднее, — сказал он. 

— Верно. Но как ты решил?— 
спрашивали его. 

— А я рассуждал так. Если бы 
скорость парохода равнялась скорос- 
ти течения реки, пароход никогда бы 
не вернулся обратно. А озером он 
всегда прибудет обратно. Значит, озе- 
ром выгоднее. 

Конечно, это рассуждение не яв- 
ляется решением, надо еще доказать, 
что либо всегда выгоднее плыть по 
реке, либо всегда выгоднее озе- 
ром. Тем не менее оно является хоро- 
шим наводящим соображением, позво- 
ляющим проверить ответ. 

Приведем несколько задач из чис- 
ла предлагавшихся на третьем (очном) 
туре ЗМТ в 1970 году. 


1. Сколько имеется прямоугольных тре- 
угольниксв, длины сторон которых выражают- 
ся целыми числами, если один из катетов 
этих треугольников равен 15? 

2. Четырех подруг спроснли, на каком 
проспекте в Ленинграде и в каком доме жи- 
вет Аня. 

Каждая из них сделала даа высказывания: 

Первая: а} Аня живет на Невском 
проспекте; 6) номер дома 84. 

Вторая: а) Аня живет ие на Невском 
и не Чкаловском проспектах; 6} номер дома 
делится на 2, на 3, на 4 ина 6. 

Третья: а) Аня живет на Чкаловском 
проспекте; 6} номер доМа 96. 

Четвертая: а) Аня живет на Мос- 
ковском проспекте; 6} номер дома оканци- 
вается на 6. 

Одно из высказываний каждой подруги 
верное, а другсе — ложнсе. Где живет Аня? 

Примечание. Указанные проспекты 
расположены в различных районах Ленин- 
града, не пересекаются и не имеют общих 
домов. 

3: Ни одно из 40 данных целых чнсел ие 
делится на 5. Доказать. что сумма сороковых 
степеней этих же чисел делится на 5. 

4. В выпуклом четырехугольнике, ника- 
кие противоположиые стороны которого не 
параллельны и никакие смежные стороны не 
перпендикулярны, проведены — драгонали. 
Пусть площадн образовавшихся треугольни- 
ков выражаются целыми числами. Может ли 
произведение указанных четырех целых чисел 
выражаться числом, оканчнвающимся на 
1970? на 1971? 

5. аа Би с — целые числа, и ас 
делится на 6. Доказать, что а + 53-с также 
делится на 6, 


ОЛИМПИАДЫ, 
ОЛИМПИАДЫ 


В дин весенних школьных каникул в больъ- 
шинстве областей, краев н республик нашей 
страны проводились физические и матема- 
тические олимпнады. — Одновременно там 
проходили ссбеседования с желающимн при- 
ехать в летнюю школу в новосибнрском Ака- 
демгородке и привималнсь экзамены в москов- 
ский и другие специализированные физико- 
математические школы-интериаты  (подроб- 
нее о них смотрите в «Кванте» № 1, стр. 58—59 
ив «Кванте» № 4, стр. 51 за 1970 г.) По три 
победителя от каждой из этих олимпиад 
совместно с лауреатами первой и второй пре- 
мини прошлогоднего заключительного тура 
соберутся в середнне апреля на заключитель- 
ный тур Всесоюзной олимпиады в Риге (по 
математике) и в Новосибирске (по физике). 

Мы познакомим читателей нашего жур- 
нала с итогами Всесоюзной олимпиады через 
несколько месяцев. 

Приведем несколько задач из тех, что 
были на олнмпиадах. 

1. Двое играют в такую нгру. Перед ними 
две кучки спичек. Один из них выбрасывает 
какую-ннбудь кучку, а оставшуюся разби- 
вают на две. Второй снова выбрасывает одну 
из кучек, а другую делит ка две и так далее. 
Проигрывает тот, кто не может сделать оче- 
редной ход из-за того, что в каждой кучке 
осталось по одной спичке. Кто выиграет при 
правильной игре — начкнающий нли его 
партнер, если вначале в одной кучке было 
20 спичек, а в другой —25? (7—10 классы). 

2. На окружности отмечено десять точек. 
Сколько существует незамкнутых несамопе- 
ресекающихся  девятизвенных ломаных с 
вершинами в этих точках? (7—10 классы). 

3. Десять злоумышленников-муравьев ре- 
шили утащить со стола нитку. Как им пс- 
ступить, если сила, с которой каждый из мура- 
вьев может тянуть нитку, немного мекыше 
1/10 силы трения, действующей на нитку 
при ее движении вдоль стола? (7 класс). 

$. Космонавт массой 100 кг находится 
вие космического корабля, масса которого 
равна 5000 кг, на фале длиной 64 м. Рассчи- 
тать иатяжение фала, если корабль находится 
между космонавтом и Землей на линии, соеди: 
няющей их центры масс. 

Считать, что корабль находится между 
космонавтом н Землей на линин, соеднняющей 
их центры масс. 

Считать, что корабль движется по круго- 
вой орбите с радиусом 6400 км (10 класс). 
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ПО ОБЕ СТОРОНЫ 


ЗЕРКАЛА 


Ю. М. Брук 


«Первое, что он увидел утром, про- 
снувшись, — это был Тигра, который 


сидел перед зеркалом, 
на свое отражение. 


уставившись 


— Доброе утро!— сказал Пух. 

— Доброе утро! — сказал Тигра. — 
Смотри-ка, тут есть кто-то, точь-в- 
точь как Я. А я думал, я только один 


такой». 


А. А. Милн. «Внини Пух 
М все — все — все» 


«Жил-был тролль, злю- 
щий-презлющий; то был сам 
дьявол. Раз он был в особен- 
н› хорошем  расположенин 
духа: он смастерил такое зер- 
кало, в котором все доброе 
и прекрасное уменышалось 
лонельзя, все же негодное и 
безобразное, напротив, таки 
бросалось в глаза и казалось 
еще хуже». Так начинается 
сказка о Снежной королеве. 

С зтой сказкой знамени- 
того датского сказочника 
Ганса Христнана Андерсена 
мы познакомились, когда бы- 
лн совсем маленькими. А с 
зеркалом, наверное, еще 
раньше. Зеркало, без сомне- 
ння, — самый — распростра- 
ненный физический прибор. 
Оно есть в каждом доме. Не 
будет преувеличением ска- 
зать, что каждый день воль- 
но или невольно мы не один 
раз смотрим на свое изобра- 
жение. Люди научились де- 
лать зеркала несколько ты- 
сяч лет назад. А вот о том, 
что делают зеркала, расска- 
зывается в книжке Ирвина 
Глюка, которая так и назы- 
вается: «М все это делают 
зеркала». Книжка выпущена 
издательством «Мир» в 1970 
году. Каждый прочитавший 
ее получит болышое удоволь- 
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ствие, по-вовому взглянет на 
известные вещи и наверияка 
узнает что-то новое для себя. 

Фотография и астроно- 
мия, медицина н навигация, 
космическая техннка и пре- 
цизиоиные (высокоточиые) из- 
мерения физических величин 
требует самых различных по 
назначенню и конструкции 
зеркал. Первые созданные 
людьми зеркада былин метал- 
лическими — ведь добывать 
блестящие металлы человек 
научился раньше, чем изго- 
товлять стекла. Впрочем, и 
стеклянные зеркала имеют 
весьма почтенный возраст — 
их делали уже за полтора 
тысячелетия ло нашей эры. 
Массовое производство стек- 
лянных зеркал началось зна- 
чительно позже. в эпоху 
итальянского Возрождения. 
В Венецин зеркала изготов- 
ляли, нанося на стекло амаль- 
гаму — пастосбразную смесь 
олова и ртутн. Венецианская 
технология дожила до наших 
дней. 

В книге И. Глюка под- 
робно рассказывается, какое 
большое научное значение 
приобрело изготовление эер- 
кал после изобретения телес- 
копа н микроскопа в начале 
ХУП века. Правда, первые 
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оптнческие инструменты об- 
ходилизь без зеркал. Но 
немногим позже был изобре- 
тён отражательный телескоп, 
известный теперь под назва- 
нием рефлектора Ньютона. 
Напомним, что имеется по 
крайней мере две причины, 
по которым телескопы-реф- 
лекторы — предпочтительнее 
телескопов-рефракторов. Од- 
на из них в том, что линзы 
разлагают белый свет, у изо- 
бражения появляется цвет- 
ная окантовка, и оно размы- 
вается. Вторая причина в 
том, что линзы, особенно 
большого диаметра. шлнфо- 
вать трудно. Не совсем точны 
утверждения автора книги, 
что идея телескопа-рефлек- 
тора появилась у Ньютона 
и что в 1672 году Ньютон 
пришел к заключению о не- 
возможности изготовить те- 
лескоп-рефрактор,  удовлет- 
воряющий наблюдателей да- 
леких звезд. Действительным 
изобретателем зеркального 
телескопа в истории физики 
счнтается Джемс Грегори. 
Он предложил устройство та- 
кого телескопа еще в 1663 го- 
ду, но не смог сам постро- 
ить этот инструмент. Пост- 
роен же рефлектор был впер- 
вые Исааком Ньютоном. 


Большой — пятиметровый 
рефлектор обсерваторин 
Маунт Паломар в Калифор- 
нии стронлся более 20 лет. 
С его помощью сделано мно- 
го уникальных фотографий 
далеких галактик и туман- 
ностей. 

Автор книги 
достониства и недостатки 
различных инструментов 
(рефракторов и  рефлек- 
торов). 

В книге рассказано, на- 
сколько совершенным может 
быть зеркало рефлектора, 
как можно было бы сделать 
любительский телескоп-реф- 
лектор ин что можио иаблю- 
дать с его помощью. Узнает 
читатель нз книги и о радно- 
телескопах. Их размеры еще 
больше. Так чаша радноте- 
лескопа обсерватории Джод- 
релл-Бэнк в Англии  нмеет 
в диаметре 75 метров. Радно- 
телескопы: нужны не только 
для наблюдения за далекн- 
ми космическими объектами, 
но н для слежеиня за ис- 
кусственными — летательны- 
ми аппаратами н связн с 
НИМИ. 

Широко нспользуются 
зеркала в самых разных фи- 
зических измерениях. Усо- 
вершенствование техники из- 
готовлення зеркал (об этом 
тоже подробно написано в 
книге) позволило проделать 
уникальные по важности н 
ТОЧНОСТИ ОПЫТЫ. 

Майкельсон с помощью 
зеркал измерил скорость 
света ®). Автор описывает н 
другие опыты по измерению 
скорости света. Зеркала 
давно используются для 
измерения расстояний, для 
измерения высоты светила 
иад горизонтом (морской 
секстант — один из первых 
зеркальных измерительных 
инструментов — изобретен 


разбирает 





*) Дата измерения ско- 
ростн света Майкельсонсм 
{1884 г.) названа неточно. 
Первый опыт был поставлея 
в 1882 году, а более точные 
и надежные результаты бы- 
ли получены в знаменитом 
опыте 1887 года,  проде- 
ланном совместно с Морли 
(5. Джефф, Майкельсон и 
скорость света, 1963 г.). 


Джоном Гадлеем в ГУТЗИ го- 
ду}. С помощью — светового 
зайчика, отраженного от 
маленького зеркала гальва- 
нометра, можно измерять сла- 
бые токи. Применяются зер- 
кала в сейсмографах; зерка- 
ла регистрируют поворот на 
малый угол в опытах по ис- 
следованию гравитационной 
постоянной. Оптические мик- 
рометры и ннтерферометры, 
офтальмоскоп (прибор, при- 
меняемый врачамн-окулиста- 
ми) — все это И. Глюк от- 
носит к «деловой» стороне 
зеркал. К этой же стороне 
нужно, конечно, отнести ис- 
пользование зеркал для кон- 
центрацин солнечной  энер- 
гин и для преобразования 
солиечного света в злектро- 
энергию. Автор — отмечает, 
что хотя действующих сол- 
нечных двигателей уже до- 
вольно миого, они не в состо- 
янии конкурировать с дизе- 
лямн н двигателями внут- 
реннего сгорания. Однако, 
если солнечные двигатели 
пока  невыгодны, солнеч- 
ные батареи на  космичес- 
ких кораблях успешно рг- 
ботают. 

«Новая специальность 
зеркал» — так И. Глюк на- 
зывает применение зеркал 
в лазерной технике. Попут- 
ио в книге описывается прнн- 
ций работы и устройство 


лазеров, перспективы их 
применения. 
Довольио миого места 


заннмают в кииге забавы ин 
фокусы с зеркалами. Это од- 
но из самых старых, но не 
стареющих применений эер- 
кал. «Зеркальная магния», 
«Многократные отражения», 
«Калейдоскоп», «Солнечная 
жаровия», «Изображение, 
парящее в воздухе» — таковы 
названия иекоторых малень- 
ких разделов книги. Мы не 
будем их эдесь подробно опи- 
сывать — читатель сам легко 
разберется в физической сущ- 
ности этих простых, но часто 


неожиданных и удивительных. 


опытов. В книге вместе с 
чисто развлекательными опы- 
тами описываются и такие, 
которые позволяют хорошо 
разобраться в физических 
принципах  фотографирова- 
иня. Например. читатель 
узнает, какие — фототрюкн 


можно делать, сочетая фото- 
аппарат и различные зерка- 
ла, как можно вместо линзы 
при фотографировании ис- 
пользовать вогнутое  зер- 
кало. 

Интересно ли увидеть 
человеческий глаз? Снаружи 
мы вроде бы хорошо его ви- 
дим, глядя в обычное зеркало 
нли в глаза товарищу. Но с 


помощью — зеркала можно 
разглялеть и внутреннее 
устройство глаза. Как это 


сделать, вы тоже прочтете 
на страницах книги. Инте- 
ресное, но, к сожалению, не- 
сколько схематичное описа- 
ние стереоскопического эф- 
фекта завершало главу, по- 
священную забавам с зерка- 
лами. 

Глава «Страиная оптика 
зеркал», посвящена законам 
геометрической оптики и 
правилам построення — изо- 
бражеинй в зеркалах. По 
существу в этой главе на не- 
скольких страницах нзло- 
жены все основные правила 
и прнемы решения элемен- 
тарных задач с зеркалами. 
Особое внимание уделяется 
действительному и мнимому 
изображению. 


И, наконец, заключитель- 
иная глава книги посвящена 
опытам с зеркалами, которые 
автор предлагает поставить 
самостоятельно. Почти все 
опыты можно проделать с 
мнинмальным  оборудовани- 
ем, многне просто в домаш- 
них условиях. Эта последняя 
глава книги удачно сочета- 
ется с киижкой «Опыты со 
зрением» Дж. Грегга, также 
изданной издательством 
«Мир» в 1970 году. 

Книжка И. Глюка напн- 
сана довольно живо, хотя, 
пожалуй, несколько нерав- 
номерно. Отдельные вопросы 
изложены очень сжато, в 
других случаях одни и те же 
факты повторяются на раз- 
ных страницах. Некоторые 
иеточности автора оговарн- 
ваются переводчиком в прн- 
мечаниях, число их, к 
счастью, невелико. В целом 
же книжка читается с боль- 
шим интересом н, безусловнс, 
принадлежит к числу тех, 
прочитать которые очень по- 
лезно н школьнику, и учн- 
телю. 
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ПОМА СССР 


УГОЛОК КОЛЛЕКЦИОНЕРА 


Экипек косыич 4 го АРА 
МТМАРОВВМ ФЕОКТИСТОВКЯ ЕПОРО@ БВ 


СССР — РОДИНА КОСМОНАВТИКИ 


Успехи а освоении кос- 
моса стали возможными 
благодаря работам русских 
ученых К. Э. Циолков- 
ского, Н. И. Кибальчи- 
ча Ф А. Цандера, 
С. П. Королева и др. 

Выдающимся ученым — 
отцом космонавтики по пра- 
ву считается К. Э. Циолков- 
ский (1857—1935}. С 1886 г. 
он систематически занимал- 
ся теорией движения реак- 
тивных аппаратов. Циолкоа- 
ский создал схему много- 
ступенчатых  ракетоносите- 
лей для вывода на орбиту 
многотонного корабля, пред- 
назначенного для межпла- 
нетных полетов человека, 
теоретически обосновал 
принципы полета ракеты и 
создания ракетного двига- 
теля на жидком топливе. 

Первая марка с портре- 
том К. Э. Циолковского вы- 
шла в 1951 году в серии 
«Великие русские ученые» 
{художник В. Завьялов), а в 
дальнейшем марки с его 


ПОЧТА СССР1969 - | 


портретом выходили неод- 
нократно как у нас в Союзе, 
так и за рубежом. 

Так, портрет Циолковско- 
го мы видим в серми марок. 
выпущенных в 1964 году (они 
выпущены в двух разновид- 
ностях; с зубцами и без 
зубцов} и посвященных ос- 
новопопожникам ракетной 
теории и техники — 
К. Э. Циолковскому, 
Н. и. Кибальчичу ы 
Ф. А. Цандеру. Схема кос- 
мической ракеть: Циолков- 
ского изображена на мар- 
ках Венгерской и Польской 
народных республик, выпу- 
щенных в 1964 и 1963 годах. 
Как видно на фото, на мар- 
ке ПНР справа ст ракеты 
Циолковского дана форму- 
ла движения ракеты, выве- 
денная им в 1903 г. 

ТЕ вековую 
мечту человечества и пер- 
выми создать искусственные 
спутники Земли и космиче- 
ские корабли для полета ча- 
ловека удалось советским 


ЧОЧТА СССР1969 к ОЧТА СССР 1969 





ученым, инженерам и рабо- 
чим под руководством выда- 
ющегося ученого и конст- 
руктора С. П. Королева 
{1906—1966). Его скульптур- 
ный портрет на фоне пер- 
вого искусственного спутни- 
ка Земли и обелиска в оз- 
наменование побед совет- 
ского народа в освоенин 
космоса изображен на мар- 
ке, выпущенной ко дню кос- 
монавтики в 1969 г. 

4 октября 1957 г. чело- 
вечество узнало о запуске 
в Советском Союзе первого 
искусственного спутника 
Земли. Это событые озна- 
меновало начало новой кос- 
мической эры. Став первой 
космической державой, Со- 
ветский Союз выпустил 
первую марку {5 ноября 
1957 г.), посвященную нача- 
лу исследования космиче- 
ского пространства, на кото- 
рой изображен спутник на 


орбите вокруг — земного 
шара. 
12 апреля 1961 года в 


9 часов 07 минут в Совет- 
ском Союзе на околозем- 
ную орбиту выведен первый 
в мире космический ко- 
рабль-спутник «Восток» с че- 
ловеком на борту — граж- 
даннном СССР Юрием 
Аплеисеевичем Гага- 
риным. В 10 часов 55 ми- 
нут корабл-спутник, пробыв 
в космосе 108 минут, при- 
землился в заданном рай- 
оне. Уже на следующий день 
появилась первая марка, по- 
священная этому событию. 
На ней изображен портрет 
Ю. А. Гагарина и надпись 
«Человек Страны Советов 
в космосе 12-ГУ-1961». 

В дальнейшем многие 
страны выпустили марки, 
посвященные первому по- 
лету человека в космос. Пос- 
пе первого полета запуски 
космических кораблей с кос- 
монавтами на борту стапи 
‹ледовать один за другим, 
и все эти запуски отмеча- 
лись выпуском марок в раз- 
личных странах мира. На фо- 
тографии вы видите неио- 
торые марки, посвященные 
зепускам в Советском Сою- 
зе пилотируемых кораблей. 

12 октября 1954 г. стар- 
товал трехместный космиче- 
ский корабль «Восход». На 
марке вы видите экипаж 


этого корабля в составе 
командира В. М. Кома- 
рова, научного сотрудника, 
кандидата технических наук 
К. П. Фаоктистова и 
врача Б. Б. Егорова. 
18 марта 1965 г. на орбиту 
вокруг Земли выведен кс- 
рабль «Восход-2» с космо- 
навтамн П. И. Беляевым 
и А. А. Лесновым. На 
втором витке А. А. Леонов 
впервые в мире совершил 
выход из корабля в косми- 
ческое пространство. Про- 
быв в космосе 20 минут (из 
них 10 минут вне корабля), 
он благополучно возвратия- 
ся в корабль. За это время 
он пролетел расстояние от 
Черноморского побережья 
до острова Сахалина со ско- 
ростью 28000 километров 
в час. На одной из марок вы 
аидите изображение А. А. 
Леонова, летящего а кос- 
мосе рядом с кораблем 
«Восход-2» 


11, 12 и 13 октября 1969 г. 
на околоземную орбиту для 
совместного полета были 
выведены три космических 
корабля: «Союз-6», «Со- 
юз-7» и «Союз-В». Портреты 
членов экипажа этих кораб- 
лей воспроизведены на 
сцепке из трех марок. 
Это Г. С. Шонин, и 
В. Н. Кубасов (корёЗль 
«Союз-6»), А. В. Филип- 
ченко, В. Н. Волков и 
В. В. Горбатко (корабль 
«Союз-7»), В. А. Шаталов 
и А. С. Елисеев (корабль 
«чСоюз-8»}. Оба члена эки- 


пажа корабля — «Союз-В» 
поднялись в космос вто- 
рой раз. 


1 июня 1970 года на ор- 
биту Земли выведен косми- 
ческий корабль «Союз-9». 
Экипаж этого корабля А. Г. 
Николаева (второй раз 


в космосе) и В. И. Сево- 
стьянова вы выдите на 
марке, выпущенной в честь 
этого полета. Пробыв в 
космосе 424 часа (рекорд 


продолжительности  косми- 
ческого полета) и выполнив 
обширную программу ис- 
‹спедований, корабль «Со- 
ю3-9» 19 июня успешно со- 
вершил посадку, 


А. В. Алтыкие 


СКОЛЬКО КРАСОК? 


На обложке журнала вы 
виднте четыре окружности, 
в каждой из которых провеле- 
но по хорде. Они разбивают 
плоскость на несколько час- 
тей. Эти части раскрашены 
тремя красками так, что 
соседние нмеют разные цве- 
та. {Соседними называются 
части, границы которых 
имеют общий отрезок или ду- 
гу. Частн, границы которых 
содержат одну общую точку, 
соседними не считаются.) 
Назовем такую раскраску 
правильной, а точку, которая 
принадлежит границе более 
чем двух частей, вершиной. 

Докажите, что если 
плоскость разбита на части: 

а) несколькими прямыми, 
то для правильной раскраски 
достаточно двух красск; 

6) окружностями, в каж- 
дой из которых проведена 
хорда, то для правильной 
раскраски достаточно трех 
красок; 

в) так, что в каждой вер- 
шине сходится четное число 
частей, то для правильной 
раскраски достаточно двух 
красок. (В последней задаче 
плоскость разбита  прочз- 
вольными — линиямН.) 

В этих задачах для пра- 
вильной раскраски  доста- 
точно трех красок. Приве- 
дите примеры такого разбне- 
ния плоскости на части, когда 
уже нельзя обойтись тремя 
красками. Убеднтесь, что в 
каждом из ваших примеров 
четырех красок достаточно 
для правильной раскраски. 

Еще в конце ХТХ века 
была сформулирована зада- 
ча о том, что четырех красок 
достаточно для правильной 
раскраски произвольного 
разбиения плоскости на час- 
ти. Но до сих пор никому не 
удалось решить эту задачу. 
То, что для этого достаточно 
пятн красок, доказано. 

Подробнее 0б этом вы 
можете прочесть в книжках 
Г. Радемахера и 
О. Теплица «Числа и 
фнгуры», М., «Наука», 1966 
нй. И. Головниной 
и И. М. Яглома «Ин- 
дукция и гсометрия», М.., 
Гостехиздат, 1956. 
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В К статье «Логические задачи 
о н алгебра высказываннй» 


Указание. Пря решении задач по- 
лезио использовать еще две разносильлости 
{помнмо перечисленных В статье): 
АУАЛВЕА; АУАЛВЕА\В. 
30 1. Устав клуба можно переписать сле- 
дующим образом: 
1) финансовый комитет должен быть из- 
бран из состава общего комитета; 
2) никто из членов библиотечного коми- 
2 р тета не может быть в общем комитете. 
2. Первый, второй н четвертый вопросы 
О требуют ответа «дав, пятый — ответа «нет», 
про третий вопрос ничего определенного ска- 
зать нельзя. ь 
3. Псевдоннмы между писателями ‚распре- 
делены так: 


К статье «Экономика А—У, ВЬ-Х, С-№, ОЬ-2. 
я линейные перавенствах 
«См. «Кванть № 3). К статье «Тригонометриче- 

1. Завод должен выпускать 300 дорожных ские неравенства» 
и 200 гоночных велосипедов в день. д ы 

2. Ответ изображен на рисунке 1. 1. — За + 2 =х =3+ 2х 

3. Добавится ограничение х4+у=$. На : 
рисунке 2 изображен случай, когда решение (#0, +1, 42,....).- 
изменяется, так как прежнее решение — Зе 


Эл 
р 8 << + 


=) 


точка М — лежит вне нового множества до- 
пустимых точек. 
5. а) Решения будут образовывать от- (Е =0, +1, 2, ...). 





резок М’, М’» прямой а.х+у=с: +6, ле- _ 95, 351 
жащей внутри множества А. 6 + Юлф + 10 

6) Решения не изменяются. белья 

в) Решення будут раввин умень- } г т = Й ы и 
шенный отрезок М”, М, (точка М.” лежит И и О 
на отрезке М,М,). 3 6+3 аа. 


(«Квант» № 4) 
2. Плоскость х, +х, +хз-—К, может не 
проходить через это ребро. 


(Е==0, +1. +2, ...). 
8 — + < +, 
д д 
-57=Е тл 5 х< | тд 
(Во -Оеи. 
6. к 
(Е =0, 1-2, ...). 
7. мох 
(Е б 1.2.) 


5? д 
$. фл <= — 5 Ал, 


л ет 2 
5 тя, < —` + тл 





Рис. 2. (Е т=0, +12, ...). 
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ы 
9. 2х == + Эл, 


а + 2тл = х.=л + 2тл 


4, т= 0.2, ...). 
л 
10. и + 281 <м<— 5 |. 
л 
3 +2тл <х, <я+2тл 
п, м —0, =, 92, ...). 
я д 
И, Ал Е 
(& =0, +1, 2, ...). 
д д 
12. — 5 +22 <= +2 


{&=0, 41 29, ...). 


К статье «Вступительные 
экзамены по математике 


МИЭМ» 
1. и:=03=4 км/ч. 
4 
ий‘ 


д зал 
3. 5 Нап < хот 


(й—=0, ЕЁ. а...) 
4. 3 <х<-—, хА— 2. 


Хы ах 


о 
5. 6605 бд. 


_ 7+ (153 
Е. 5. —= 16 ы 





7. 2Ел — агсут <х< (2Е-- )я— 


5 
уз 
4 5 
— асы —— 


уз 
#=0, +1. +2, ...). 


К заметке «Заочный 
математический турнир» 


1. 113, 112, 15; 39, 36, 15; 25, 20, 15; 17, 
8, 15; 15, 0, 15 (в последнем случае треуголь- 
ник вырождается в отрезок). 

2. Аня живет на Невском проспекте в до- 
ме № 96. 

3.. Указание. Еслн целое число не 
делится на 5, то его четвертая степень дает 
остаток 1 при делении на 5. 

4. Указаиие. Докажнте, что произ- 
ведения площадей противоположных  тре- 





Рис. 1. 


угольннков равны. Тогда произведение пло- 
щадей всех треугольников является полным 
квадратом н не может оканчиваться ни на 
70, ни на 71. 

5. Указание. Достаточно проверить, 
что если числа 0, 1, 2, 3, 4, 5 возвести в куб 
или в пятую степень, то их остатки от деле- 
ния на © не измелятся. 


К «Задачам про колесо» 


1. Контакт между колесом и плоскостью 
будет осуществляться не в точке, а по неко- 
торой площадке (вследствие деформацин). 
Поэтому плоскость будет действовать на коле- 
<< с силами, равиодействующая которых бу- 
дет такой, как показано на рисунке 1. 

2. Трение этого колеса о плоскость явля- 
ется трением качення и поэтому не может быть 
сведено к горизонтальной силе РЁ, как было 
бы в случае трения скольжения. При качг- 
нии колесо слегка деформируется и вдавлн- 
вается в плоскость, вследствие чего на него 
действует сила К, направленная примерно 
так, как показано иа рисунке 2. Поскольку 





горизонтальная составляющая этой силы 
направлена влево, скорость колеса будет 
уменьшаться. Вместе с тем момент этой снлы 
относительно точки О направлеи против ча- 
СОВОЙ стрелки н, следовательно, тормозит 
вращение колеса. 


3. Когда врашенне колес замедляется, 
они проявляют тенденцию к скольжению (так 
как автомобиль имеет тенденцию двигаться 
вперед с прежней скоростью). Поэтому меж- 
ду колесами и землей возникают значитель- 
ные силы трения, которые являются внеш- 
НИМИ. 

4. Так как колеса паровоза и вагонов не 
скользят по рельсам, то 


Е = АРь, 
Ра= ЕР», 


где Р, — вес паровоза, Р. — вес вагонов, 
Е; — сила трения паровозных колес о рель- 
сы, Ра — снла трения вагонных колес о рель- 
сы, и Е — коэффициент трения стали о сталь. 
Но из написанных неравенств и из того, что 
Р.>Ри, очевидно, нельзя сделать вывод, что 
Е.>Еа. 
Конечно, 


Е. = у. 


Это связано с тем, что трение колес 
вагонов о рельсы — это в основном трение 
качения, а трение колес паровоза о рельсы— 
трение покоя. 


5. В формуле М№М=Ри под М№ понимается 
мощность, развнваемая снлой Ё, а под о — 
скорость точки приложения этой силы. В 
равенстве же 8Ру—=М сила Р — это сила, 
прнложенная к ободу колеса, и — скорость 
центра колеса, и Л — мощность не сил РЁ, 
а сил, приложенных к колесам со стороны 
двигателя. Поэтому равенство 

4Ре=мМ 


неверно. 


1 ——_- © > ыы 


2..9. -— 4% —.__м0Ф..---®— о. 

3 _ ще 

4---—ж= № —_ 

5.----—-— = --——ы 

6 -—-==. — = С. 

7". .-. _. [- фм 
8- = — >_-.—жщ.-.--.-—5 
9 = о. 5 

0®= —> Е ОИ) 

и = 9 — © -‘ м п 

2 > о. 5. № 

3=_—--= 5. 


—=——-— 28 
ох 3 
> —_—Ф > 
Рис. 1. 
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Рис. 2. 


Что касается второго противоречия, то 
линия действия силы А проходнт не так, как 
показано на рисуике на стр. 42, а несколько 
левее, т. е. впереди центра колеса (колесо 
касается дороги по некоторой площадке): 
Момент этой силы относительно центра О на- 
правлен по часовой стрелке и уравновешивает 
момент М, приложенный к колесу со сто- 
роны двигателя. 


К задачам «Квант» 
для младших школьников» 


(«Квант» № 3, 1971, 3-я стр. обложки) 

1. 5 дней. 

2. Положим на чашки весов по 5 монет. 

а) Если весы в равновесин, то фальши- 
вая монета среди оставшихся пяти, а на ве- 
сах все монеты настоящие. Осталось срап. 
нить вес оставшихся монет с любой из групп 
настоящих. 

6) Если одна из чашек весов перевесит, 
то оставшиеся 5 монет пвастоящие. Вторым 
взвешнванием сравниваем вес этих монет с 
весом более тяжелой из групп, взвешивав- 
шихся в первый раз. Если весы в равновесии, 
то фальшивая монета легче остальных; если 
же группа, оставшаяся после первого взве- 
шивания, опять перевеснла, то фальшивая мо- 
нета тяжелее остальных. 

3. 19 н 21. 

4. Однн из возможных способов изобра- 
жен на рисунке 1. 

5. Отрежем треугольник АВШ (рис. 2), 
перевернем его н согнем лист по линиям АВ, 
ВС АС. Чтобы углы квадрата сошлись в 
вершине будущей пирамиды, требуется лишь 
равенство отрезков, отмеченных на рисунке. 
Можно, например, взять 


Ар=2ВР. 


«КВАНТ» ДЛЯ МЛАДШИХ ШКОЛЬНИКОВ 





Рнс. 1. Рис. 2. 

1. За какое наименышее число разломов 
можно полностью разломить шоколадку 
{рис. 1} на кусочки? Ломать можно только 
по прямым, являющимся углублениями на 
шоколадке. 

2. Здесь зашифровано хорошо известное 
и Можете ли вы его расшифро- 
вать 


Мяжя Дяма клёнгё брящэд, 
Юлёмыря ф лэщгю нащыг. 
Дыжз, Дямицуя, мэ брящьъ, 
Мэ юдёмэд ф лэшгэ нащ. 


3. На рисунке 2 изображены три веревоч- 
ных кольца. Бели разрезать верхнее кольцо, 
то остальные окажутся свободнымн, еслн же 
разрезать одно из иижних, то оставшнеся 
будут сцеплениымн. Попробуйте сцепить три 
кольца так, чтобы при разрезании любого 
нз Них оставшиеся кольца оказались сво- 
бодными. 


ХАЙ _ 


д 


Рис. 3. 


4. Здесь крестикамн зашифрованы неко- 
торые цифры. Попробуйте расшифровать 
пример. 


_хх7х ххх ххх ххх х7х 
хххх хх хх 7ххХ 
_ЖУЖТх 
хххх ххх 
— ЭТ ке ж 
х7хххх 
_ххххх хх 
хх хх7 хх 


_ хх ххх 
ххх ххх 
0 


5. Равенство, нзображенное ва рисунке 3, 
неверно. Переложите одну спичку так, что- 
бы оно выполнялось с точностью до 0,01. 

Подсказка. Посмотрите статью Н. М. 
Бескина «Цепные дроби> («Квант? №1, 
1970. 
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Ответ на кроссворд, 
помещенный в №3 






По горнзоеонтали: 


1. Фаза. 4. Радар. 7. Кюрн. 9. Наст. 
0. Безу. 11. Фалес. 13. Труд. 15. Снла. 
17. Связь. 1$. Актив. 20. Пленка. 22. Ка- 
мера. 23. Кредо. 25. Призма. 27. Работа. 
з+. Ток. 33. Цникя. 34. Утро. 35. Опал. 
35. Этап. 38. Ряд. 41. Звезда. 43. Допуск. 
35. Фурье. 47. Куммер. 49. Контур. 59. Ре- 
жнм. 51. Непер. 52. Рост. 55. Овал. 57. 
Совет. 58. Окно. 59. Весы. 60. Брус. 61. 
Фотон. 62. Тяга. 


хе 


| ма 
#. 
2% 


По вертнкалн: 


}. Факт. 2. Анод. 3. Основа. 5. Доля. 
6. Ледник. 7. Курс. 8. Игла, И. Физн- 
ка. 12. Сектор. 14. Реле. 16. Лира, 17. 
Скрип. 19. Вагон. 21. Тело. 24. Лоция. 
25. Показ. 26. Метод. 28. Араго. 29. Ар- 
тек. 30. Сопло. 31. Тор. 32. Код. 37. Репер. 
39. Ядро. 40. Рупор. 42. Аффнкс. 43. Де- 
фект. 44, Фуко. 46. Дуга. 48. Резина. 
49. Кеплер. 52. Румб. 53. Трос, 54. Свет. 
55. Опыт. 56. Лупа, 


КРОССВОРД 


Цо раднусам: 


1. Человек, совершивший первый в мире космический полет. 2. Команда, отдаваемая 
при з=пуске космического корабля. 3. Название космического корабля, впервые совершив- 
шего полет с человеком на борту. 4. Командир корабля «Союз-9». 5. Физическое поня- 
тие. 6. Малая планета, обладающая наименьшим из всех нзвестных малых планет средним 
расстоянием от Солнца. 7. Астроном, открывший «на кончике пера» новую плачету (вычис- 
ливший ее положение на небосводе). 8. Время суток. 9. Элементариые частипы. 19. Кос- 
модром. 11. Система точек, соединенных линиями (ориентированными или неориентирован- 
ными). 12. Один из первых космонавтов, побывавших на Луне. 13. Тело, обращающееся 
вокруг планеты под действием ее притяжения. 14. Планета, «неправильности» в движении 
которой послужили основой для открытия новой планеты. 15. Восьмая по порядку от Солн- 
ца большая планета солнечной системы. 16. Математическое поиятие. 17. Поликрнстал- 
лическое состояиие воды. 18. Камень космического происхождения. 19. Ученый, которого 
называли главным конструктором космических кораблей. 20. Одна из самых ярких звезд 
северного полушария. 21. Астроном, открывший законы движения планет. 22. Оптичес- 
кий грибор. 23. Созвездие. 24. Поток элементарных частиц, рожденных в космических 
лучах. 25. Коллективиый псевдоним группы известных французских математиков. 26. Соз- 
вездне. 27. Самая распространенная смесь газов. 28. Ученый, создавший общую теорию 
относительности. 29. Форма «молодой» Луны. 30. Автоматическая космическая станция. 


По окружностям: 


ЗГ. Позывной в полете космонавта Быковского. 32. Позывной первой в мире женщины- 
космонавта. 33. Целая часть числа. 34. Астроном, сбнаруживший новую планету на ос- 
нове теоретических расчетов другого. ученого. 35. Ученый, сформулировавший основные 
положения кибериетики. 36. Выдающийся немецкий физик-теоретик. 37. Выдающийся 
норвежский математик. 38. Световой квант. 39. Атмосферное явление. 40. Знак, применяе- 
мый при запнси граднента функции. 41. Древнегреческий философ, автор известных пара- 
доксов. 42. Сторона света. 43. Свойство некоторых частиц. 44. Способ передвиження. 
45. Изобретатель радно. 


Научно-популярный физико-математический 
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ИАФНУТИЙ 
ЧчЧЕБЬНИЕВ 


{1821 — 1894, 


Н. Н. Колесников 


Пафнутий Львович Чебышев — 
великий русский математик и меха- 
ник, родился в дворянской семье в 
селе Окатово Боровского уезда Ка- 
лужской губернии. Получив домаш- 
нее образование, он в 1837 году посту- 
онл в Московский университет, с от- 
личием окончил его в 1841 году, а в 
1847 году переехал в Петербург. где 
в 1849 году защитил докторскую дис- 
сертацию. 

Еще в 1841 году за работу «Вычис- 
ление корней уравнений» по теме. 
предложенной факультетом в Москов- 
ском университете, Чебышев награж- 
дается серебряной медалью, а его док- 
торская диссертация «Теория сравне- 
ний» удостоена специальной премии 
Петербургской Академни наук. 

В 1859 году Пафнутий Львович 
избирается академиком Петербургс- 
кой Академии наук. 

Научные достижения П. И. Че- 
бышева нашли широкое признание 
и были высоко оценены еще при жизни 
ученого. Он был членом Берлинской 
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и Болонской академий и одним из 
восьми иностранных членов Париж 
ской Академии наук. Пафнутий Льво- 
вич был избран членом-корреспон- 
дентом Лондонского Королевского 
общества *). Шведской Академии наук 
и почетным членом многих других 
российских и иностранных научных 
обществ и академий. 

П. Л. Чебышев со времени приез- 
да в Петербург начал чтение лекций 
в Петербургском университете, про- 
фессором которого он состоял с 1850 
по 1882 год. В 1882 году он вышел 
в отставку, посвятив себя целиком 
научной работе в Академии наук. 
П. Л. Чебышев воспитал большую 
группу математиков,  виднейшими 
представителями которой были: А. М 
Ляпунов, А. А. Марков. В. А. Стек- 
лов, Д. А. Граве, Г. Ф. Вороной 
А. Н. Коркин, Е. И. Золотарев 


*} Так в Анслин называется Академия 
наух. являющаяся одним из старейших 
научных учреждений мира 


Научные интересы П. Л. Чебыше- 
ва отличаются большим разнообрази- 
ем и широтой. Он оставил после себя 
блестящие исследования в области 
математического анализа, особенно в 
теории приближения функций много- 
членами, в интегральном исчислении, 
теорни чисел, теории вероятностей, 
геометрин, баллистике, теории меха- 
низмов и других областях знаний. 

В каждой их этих областей науки 
Пафнутий Львович получил фунда- 
ментальные результаты, выдвинул но- 
вые идеи и методы, определившие раз- 
витие этих ветвей математики н меха- 
ники на многие годы ин сохранившие 
свое значение и до сих пор. 

При этом поражает способность 
Чебышева простыми, элементарными 
средствами получать великолепные на- 
учные результаты. 

Другой важнейшей особенностью 
научной деятельности П. Л. Чебыше- 
ва является неизменный интерес к 
вопросам практики, стремление свя- 
зать теоретические проблемы матема- 
тики с запросами естествознания и 
техники, практической деятельности 
людей. В свете современных тенден- 
ций развития науки чрезвычайно про- 
зорливой представляется  програм- 
мная установка научной деятельнос- 
ги П. Л. Чебышева: «Практическая 
деятельность человека представляет 
чрезвычайное разнообразие, и для 
удовлетворения всех ее требований, 
разумеется, недостает науке многих 
и различных метод. Но из них особен- 
ную важность имеют те, которые не- 
обходимы для решения различных 
видонзменений одной и той же зада- 
чи, общей для всей практической де- 
ятельности человека: как располагать 
средствами своими для достижения 
по возможности большей выгоды» 
(ПП. Л. Чебышев, Сочинения, т. ИП, 
Спб., 1907, стр. 239). 

Следует отметить, что для самого 
Пафнутия Львовича интерес к практи- 
ке оказался чрезвычайно плодотвор- 
ным, так как многие его математичес- 
кие открытия были сделаны при решс- 
нии прикладных задач. Так, напри- 
мер, изучение шарнирного механиз- 
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ма, известного под названием «парал- 
лелограмм Уатта», привело его к соз- 
данию основ теории наилучшего при- 
ближения функций многочленами, ко- 
торая сейчас превратилась в широко 
развитую математическую область, 
имеющую большое прикладное зна- 
чение. По богатству математических 
идей, значимости полученных резуль- 
татов и изяществу их получения рабо- 
та П. Л. Чебышева «Теория механиз- 
мов, известных под названием парал- 
лелограммов» (1854 г.) является вы- 
лающейся. В этом мемуаре Чебышев 
ставит и решает знаменитую задачу’ 
«Дана непрерывная функция [(х); сре- 
ди всех многочленов Р(х) степени п най- 
ти такой, чтобы в данном промежут- 
ке максимальное значение разности 
'(х) — Р®)} было возможно мень- 
шим». Если эта функция сама много- 
член степени п--1, то поставленная 
задача равносильна нахождению мно- 
гочлена такой же степени, с тем же 
коэффициентом при старшем члене, 
который возможно меньше уклоняется 
от нуля на рассматриваемом интерва- 
ле. Так возникли знаменитые «поли 
номы Чебышева» — полиномы, «на- 
именее уклоняющиеся от нуля» в 
промежутке [— 1, -|- 1]: Т, (х) 
1 


` ря! 603 (п агссо$ х). (Эти выра- 


жения являются многочленами от х 
степени п. Коэффициенты при стар- 
шей степени у этих многочленов рав 
ны единице }) Чебышев исследовал 
также приближение функций посред- 
ством рациональных функций и трн- 
гонометрических полиномов (Рацио- 
нальная функция — это отношение 
двух многочленов, а тригонометри- 
ческий полином — это многочлен от 
зтх и 05%.) 

В теории вероятностей Чебышеву 
удалось необычайно простыми сред- 
ствами получить ряд весьма важных 
результатов. Многие результаты и вы- 
воды были только намечены, не дове- 
дены до конца, но все работы Чебыше- 
ва в этой области явились той базой, 
на которой развилась русская школа 
теории вероятностей. Строгие дока- 
зательства многих теорем, намечен- 





ные Чебышевым. и дальнейшее их 
развитие было провсдено его учени- 
ками, академиками А. М. Ляпуно- 
вым и А. А. Марковым. 

Выдающееся звачение для науки 
нмели исследования П. ПЛ. Чебышева 
в теории чисел. Впервые после Евк- 
лида удивительно остроумными и уди- 
вительно элементарными рассужде- 
ниями он получил важнейшие резуль- 
таты в задаче о распределении прос- 
тых чисел в работах «Об определения 
числа простых чисел, не превосходя- 
щих данной величины» и «О простых 
числах». П. Л. Чебышев доказал, что 
функция л(х) — число простых чи- 
сел, не превосходящих Хх — УДОВ- 
летворяет неравенству 


0.92 < вах < 1,06 *) 


при достаточно больших х. Это нера- 
венство затем было несколько уточ- 
нено английским математиком Сильве- 
стром, а французским математиком 
Адамаром было строго доказано, что 


. х 
ци [109: их] =1 
или асимптотически л(х} > хх. 

Здесь же Чебышев доказал утверж- 
дение (так называемый постулат Берт 
рана), состящее в том, что между х и 
2х(х>2) всегда найдется хотя бы олно 
простое число **). 

Классические результаты были по- 
лучены Чебышевым и в области мате- 
матического анализа. 

Одной из наук, которой Пафнутий 
Львович интересовался всю жизнь, 
была теория механизмов и машин, при- 
чем Чебышев занимался не только 
георетическими изысканиями в этой 
области, но и уделял больное внима- 
ние непосредственному  конструиро- 
ванию конкретных механизмов. 

Задолго до того, как советский 
«Луноход-1» проложил первую трас- 


*)1пх — логарифм числа х по основанию 
1 я 
г. где е — Ит (1 Е 
л-> 
**) О методе, с помощью которого Чебы. 
шев получил свои замечательные резуль: 
таты, см. на стр. 4-7. 


1+ 


су на лунной поверхности, фантасты 
ученые рассматривали различные 
варнанты машин, которым будет суж- 
дено передвигаться по другим плане- 
там. Большинство проектоз сводилось 
к некоторому шагающему механизму 
П. Л. Чебышев разработал вариант 
стопоходящей машины, имитярующей 
движение животного при ходьбе. 
Огромное влияние Г]. Л. Чебыше- 
ва на развитие математики в нашей 
стране не огракичивается его личными 
достижениями. Его работы, исклю- 
чительно богатые новыми идеями и ме- 
тодами, далн мощный толчок к разви- 
тию многих ветвей математики и ме- 
ханики; кроме того, он лично ставил 
важные задачи н проблемы перед мо- 
лодыми учеными. По его непосредст- 
венному совету А. М. Лялунов начал 
исследования по теорин фигур равно- 
весия вращающейся жидкости, где 
и получил классические результаты, 
имеющие первостепенное значение для 
механики и космогонии. 
Великий математик и механик 
П. Л. Чебышев был передовым чело- 
веком своего времени. Так, например, 
вместе с лвумя другими академика- 
ми-математиками — В. Г. Имшенец- 
ким и В. Я. Буняковским — он пред- 
ложил физико-математическому отде- 
лению Петербургской Академии изб- 
рать членом-корреспондентом Акаде- 
мии замечательную русскую женщину 
— Софью Васильевну Ковалевскую *). 
Много внимания уделял Чебышев 
вопросам народного образования, при- 
нимая активное участие в Ученом ко- 
митете Министерства просвещения. 
Труды ученого, его научная, пе- 
дагогическая и просветительская де- 
ятельность, основанная им знамени- 
тая Петербургская математическая 
школа сыграли исключительно боль- 
шую роль в развитии отечественной 
математики и механики. В 1944 году 
Академия наук СССР учредила пре- 
мин имени П. Л. Чебышева за лучиие 
исследования в области математики 
н теории механизмов и машин. 


*) С. В. Ковалевская была избрана 7 но- 
ября 1889 года. 


(У ПССВАЛАЛЕ БЕРТРАНА\ 


М. И. Башмаков 


Среди 69 работ Пафнутия Льво- 
вича Чебышева две работы сыгралн 
особенно важную роль в развитии 
теории чисел. Эти работы: «Об опреде- 
лении числа простых чисел, не превос- 
ходящих данной величины» и «О прос- 
тых числах», написанные им в моло- 
дые годы, посвящены труднейшему 
в теории чисел вопросу о распределе- 
нии простых чисел. 

Во второй из названных работ 
указаны неравенства, позволяющие 
достаточно точно оценить количество 
простых чисел в данном отрезке нату- 
рального ряда и, в частности, доказан 
такой факт: между х и 2х (гле х>1) 
всегда есть хотя бы одно простое чис- 
ло. Это утверждение высказал извест- 
ный французскнй математик Бертран, 
который проверил его в пределах 
имевшихся таблиц простых чисел, 
но доказать не сумел и принял в ка- 
честве постулата. 

Мы проследим основные идеи 
Чебышева, приведшие его к этим оцен- 
кам, а затем предложим ряд задач, 
решение которых позволит читателям 
(достаточно хорошо знакомым со 
свойствами логарифмов) восстановить 
чебышевское доказательство посту- 
лата Бертрана и получить неравенст- 
ва для количества простых чисел, не 
превосходящих заданной величины. 

Читатель может удивиться, каксе 
отношение имеют логарифмы к прос- 
тым числам? В том-то и состоит заслу- 
га Чебышева, что он указал, как мож- 
но использовать обычные функцин 
анализа — корни. логарифмы — при 
изучении задач о целых числах Еслн 
Е} 


мы хотим обнаружить, есть ли хотя 
бы одно простое число на отрезке 
от п до 21, то можно поступить сле- 
дующим образом: 

1) придумать какую-нибудь функ- 
цию у={(х) вещественного аргумен- 
та х. которая не меняла бы своего 
значения, пока х пробегает отрезок 
между соседними простыми числами, 
и принимала бы большее значение 
при переходе через простое число; 

2) доказать неравенства относи- 
тельно функции {, которые помогли 
бы достаточно точно оценить скорость 
ее роста. 

Для так подобранной функции раз- 
ность | (2п) — { (п) будет положитель- 
ным числом в том и только том слу- 
чае, если функция } возросла при пе- 
реходе от п к 2п, то есть если между 
пил имеется хотя бы одно простое 
число. 

Первому условию удовлетворить 
легко. Можно рассмотреть такую функ- 
цию: обозначим через л (х) число про- 
стых чисел, не превосходящих х 

Например, л (1) =0 (единица 
не считается простым числом), л (3) = 

-2, п (9) =4, п (9,5) =4, л (10,9) =4. 
л (11)=5 ит. А. 

Конечно, если бы мы могли дока- 

зать, что 


п (2х) — я (х)>0, 


мы и доказали бы постулат Берт- 
рана, так как 


л (2) —л0 


как раз и обозначает число простых 
чисел, заключенных между хи 2х 


Однако дать точные оценки для л (х} 
нелегко. и Чебышев для решения этой 
задачи предложил рассмотреть функ- 
цию, которая при переходе через про- 
стое число возрастала бы не на единн- 
цу, какл (х), а более ощутимо. Он ис- 
следовал функцию 


9 (х) = 1052 + 053 | |085 + 
\ 10ер (0(х=0 при х-? 


—а 


о-я 


— сумму логарифмов всех простых 
чисел, не превосходящих х (или, что 
то же самое, логарифм произведения 
простых чисел. не превосходящих х). 
Тогда, как это очевидно из предыду- 
щего, постулат Бертрана — эквива- 
лентен следующему  неравенству: 


9 (2х) — 0 {х) > 0. (1) 


Для оценки функции 8 (х) и доказа- 
тельства (1) Чебышев использовал 
вспомогательную функцию Т (>): 


Т (х) = 02+ 03-Е... = 
\ 1юЕл 
вх 
Функция 7 (х) есть логарифм произ- 
ведения всех целых чисел. не пре- 
восходящих х, Чебышев показал, 
что функции 0 {х) и Т(х) связаны 





между собой следующим замечатель 
ным тождеством: 


Г = 6-8 (ухе + 
8$) $) +8 (У + 
+8(* |+ (И =) +8 (/=)+ 


8|$)+КУ3) (У +) 
(2) 


где суммирование обрывается тогда. 
к 


когда аргумент ]/Ихт становится 
Г 


меньше двух, а значение 60 (]/х/и) 
становится нулем. Функция 7 известна 
со времен Эйлера и еще залолго до 
Чебышева были доказаны неравен- 
ства, позволяющие довольно точно 
оценить порядок роста Т. 

Из этих неравенств Чебышев по- 
лучает неравенства для 0(х) вида 


Ах + и, (х) < 0 (х) И Но, (х). (3) 


гле А — некоторая постоянная, а 
зополнительные члены и, (х) и и, (х) 
при больших х значительно меньше х 
Этого уже достаточно, чтобы при х. 
больших некоторого х., доказать не 
равенство 6 (2х) — 6 (>) >0 (у Чебы 


30 80 70 80 


На этом рисунке черные ступеньки изображают график функцин у=л(х), выража- 
ющей количество простых чнсел, не превосходящих х. Эта функция ведет себя очень 
нерегулярно; например, можно доказать. что на ее графике встречаются сколь угодно 
длинные ступеньки. Чебышев впервые получил оменки для этой функции, характе- 
ризующие порядок ее роста. Он доказал, что отношение л(х) к хЛорех (где е=2.718.... 
график функции у=хЛой.х, при х> 1. изображен на том же рисунке красной линией) блнз- 
ко к единице при всех достаточно больших х; он доказал также, что черная и красная ли- 
ния пересекаются бесконечное число раз 


2  Кванто№ 5 


щева х, =- 160) Для х. меньших ху, 
справедливость постулата Бертрана 
устанавливается прямой проверкой. 

Дальнейшее развитие чебышев 
ских илей привело к такому результа: 


9 т 
ту: для х > 48 6 (+ -9%>0 
то есть. начиная с указанного места. 


9 
между хи —8 х всегда есть хотя бы 


одно простое число. 

Вы можете более детально про- 
следить за ходом рассуждений Че- 
бышева, решая следующие ниже за- 
дачи 1—5. 


Для того чтобы Т(х) выразить через 
9(х}. удобно ввести те одну вспомогатель- 


ную функцию. Пусть р “р — наивысшая сте- 
пень р, не превосходящая х. Определим 
функцию ф так: 


4 (х) = а, 100 2 -- аз ор 3 | а 105 + — 


Ь 
== У, ар 198 р. 
рхк 
Ясно. что Ф(х) есть логарифм иаименьше- 
го общего кратиого для всех целых чисел. 
не превосходящих х. ТГ легко выражается 
через $. 
Залача |. Доказать. что 


т(>- $69+%(5-] ++ [3] + 


Теперь надо связать функции фи 6 
Задача 2. Доказать. что 


$) = 8 (х)+-0 (Их) + 
+6(у;) +0) + 


Резкив задачи 1 и 2, вы установите тож- 
дество {2). Оценим теперь Т(х). 

Задача 3. Докажите, что существует 
такое вещественное число е, что при всех 
натуральных м 





о мп 
[ У <п!<п(--] 
(где м'—=1-2.3....-7). 
Для решения этой задачи полезио пока- 
зать, что каждое из чисел 


не л 
[29 == 
п ( п 
меныие каждого из чисел 


аи". 
[- п ы 








д = 
` : 

отсюда следует, что существует такое чис- 

ло е, которое больше всех а„ н меньше 

всех фл- Это иесть то число, которое мы ищем 

(0 некогорых его свойствах рассказывалось 


5 


на последнеи странице нашего журнала 
№ 1, 1970) 

Решив эту задачу, вы получите такие 
неравенства для Т(х) *): 

{+х— 1) (ор х— ТС -И в хх (4 

Сам Чебышев пользовался более точными 
неравеиствами 

Из оценки для Т(х) Чебышев получает 
оценки для ф(х}, а затем ин для 6 (х) 

Чтобы выразить \ф через Т, Чебышев 
замечает следующее Рассмотрим сумму 


РТ (=) —т(з-}- 
У. 3} т(% 


Воспользуемся результатом задачи | и 
нриведем эту сумму к такому виду 


$ = Аф(х) :- А (=) + А (5) 


Задача 4. Проверьте, что коэффици- 
енты А,. А,. А+, меняются с периодом 
30 и что для первых тридцати значений п 
коэффициенты Ал составляют следующую 
а 1, 0. 0,9, 0.2 — 1, 1. 
ео — 1, те О Е. 

шо а 1. 0, 0,0, 1, —1. 

м Видно, и $ записывается 


знакопеременным рядом $ =1 (х) 95) 


+%[5-)-+(55) ++ (1) - 


Так как ф неубывающая функция. то 
$ - [+(=]-+(7-))- 


- (+5) =+ (С) <) (5) 


Аналогично 


5-9 —%(45-) + (+ (2) -* (6+ 
| > (+. (6) 


Из (2) сразу получается неравенство для 1, 
которое оценивает ее снизу, так как мы 
знаем неравенства для Т н получили оценку 
для ф через $. то есть комбинацию значе- 
ний Т. Эта оценка будет иметь такой вид: 
4 (х)2> А, (х) -|- ®, (х}. где ю, растет мед- 
©, (х 
ь (*} 0 





леннее, чем х. то есть т 
х-+ ое 


Для получения оценки сверху надо осво- 


р 
бодиться еще от +(-=)- Прнменяя нера 
6 х х х 

нет т а т. Я -КЛа- 

венетво (6) к се. вн д. н скла 

*) В этой формуле логарифмы берутся 

по основанию е — это так пазываемые нату 
ральные логарифмы 


дывая их найдем мера енство для \$(х) 
тиьа $(х)-5 Ах их! ге Ш) гастег ме 
леннее чем Хх. 

Задача 5 Докажите, что 


фам =) = 
=4$(х) +0/») 

Отсюда уже получаются нужные оценки (3) 

Из результатов Чебышева не толь- 
ко вытекала справедливость посту- 
плата Бертрана, но, что еще более 
важно, из них получались неравен- 
ства, позволяющие хорошо оценить 
функцию л (х): 


Хх Хх 
С1 10 х акс юих ' 


где с, и с, — некоторые положи- 
тельные постоянные *}. Вы сможете 
доказать такие неравенства, решив 
следующую задачу. 

Задача 6. Докажите, что 


ф (х) $ (х) -- 9 (х) 
108 х ы о т 


Несколько иные доказательства по- 
стулата Бертрана и неравенств для 
л (х) можно прочесть в книгах [2] 


и [3}. В них вместо п! оценивается 


Сон: = бт (см. решение задачи М23. 


«Квант» №2, 1971, стр. 27). 
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*) Логарифм здесь можно брать по любо- 
му основанию а, большему единицы; от а 
зависят только значения постоянных су 
И Са, Поскольку Пюбьх получается из |ов.х 
умножением на постояиное число 104. 
Более естественно использовать натураль- 
ный логарифм, лотому что именно функция 
хЛор,х эквивалентна л(х) при больших х, 


‚ 2%) 

то есть Нт 2 — 

х+е ХЛОЕе Х 

уже значительно позже. а нз работы самого 

Чебышева следовало только, что отношение 

л(х) к хЛов: х заключено между 0.921 и 1,106 

н что еслн предел при х-» со существует, 
то он равен единние. 


-= 1. Это было доказано 


0» 


КОЛЬКО ВОПРОСОВ 


Коля и Ося играют в а. 
кую игру Ося залумываь 
несколько чисел. а Коля их 
отгадывает Прн этом ему 
разрешается задавать Осе 
только «арифметические» во 
просы` например он спраши- 
вает. чему равно произведе 
ние всех этих чисел или сум- 
ма кубов. ит. д. 

Ответом на каждый такой 
вопрос является некоторое 
число По этнм числам — от 
ветам Коля отгадывает за 
думанные Осей числа. прн- 
чем он может отгадывать их 
не по одному. а сразу груп 
пами. Например. он задает 
два вопроса и по получен 
ным ответам отгадывает три 
из загаданных чисел. 

Вопросы могут быть и бо 
лее сложными: Коля может 
нопросчть Осю. чтобы он от- 
ветил, какое получится чис- 
ло, если перемножить пер 
вые два задуманных числа, 
сложить полученный резуль- 
тат с третьим числом, готом 
возвести полученное число в 
степень. равную четвертому 
числу. и т. д. При этом нуж- 
но помнить, что Коля не зна- 
ет. сколько именно чисел за- 
думал Ося. 

Какое минимальное колн- 
чество вопросов должен эзз- 
дать Коля. если он знает, что 
Ося задумал натуральные 
чнсла? 

Сколько понадобится во 
нросов, если Ося задумывае" 
целые числа обоих знаков? 


ГРАФИКИ 


ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ 


ЭНЕРГИИ 


Р. Г. МИНЦ 


Как выяснить. ограничено ли движение тела и в каких пределах? Су 
ществуют ли положения равновесия, н если да. то какие они — устойчи- 


вые или неустойчивые? 


В этой статье мы покажем, что на подобные вопросы очень легко отве 
тить, если известна потенциальная энергия тела. Мы обсудим, когда имеет 
смысл говорить о потенциальной энергии и как вычислить ее величину в 


каждой точке 


Раз речь зашла © потенциальной 
энергин, значит, мы хотим изучать 
движение тел, точнее говоря, матери- 
альных точек *), исходя из закона со- 
хранения механической энергии. 

Этот закон утверждает, что дяя 
замкнутой системы материальных то- 
чек (тел) сохраняется величина 





Е=Т-У. (0 
Сумма 
Т т.о тзо? р тп? 
а ЗА 


называется кинетической энергией 
системы, а И — потенциальной энер- 
гией взаимодействия тел. Кинетичес- 
кая энергия в формуле (1) отражает 
собственно движение тел, а потенци- 
альная энергия, которая зависит от 
расстояний между телами, их взаим- 
ное влияние друг на друга. 

В дальнейшем, для простоты, мы 
будем рассматривать движение лишь 





*) Как обычно. под материальной точкой 
мы подразумеваем тело, собственные раз- 
меры которого в даниой задаче пренебре- 
жимо малы. 


[5 


одной из материальных точек *), пред 
полагая, что все остальные покоятся. 
В таких случаях обычио говорят о 
движении частицы во внешнем сило- 
вом поле, а формула (1) принимает 
Вид 


Е" +И. (2) 


Говоря о движении частицы во 
внешнем поле, мы рессматриваем вли- 
яние неподвижных частиц на движу- 
щнеся, причем вся система частиц как 
целое является замкнутой. В этом, 
однако, содержится некая тонкость. 
Проследнм ее внимательно на примере 
двух материальных точек с массами ла. 
ни М. Пусть частица массы М в некото- 
рый момент покоилась. Выясним, при 
каком условии она и дальше остается 
неподвижной, то есть можно будет го- 
ворить о движении частицы массы т 
во внешнем поле. Воспользуемся за- 
коном сохранения количества движе- 


*) Задача со движенни большого числа 
взаимодействующих между собой тел чрез- 
вычайно сложна. До сих пор удалось в 
общем виде решить лишь задачу о двух те. 
лах. 


ния (ведь наша еее тел замкну 


тая): Моти, = т. (Здесь &, — на 
чальная скорость частицы с массой 
т. ®; — ес скорость через некоторое 
время и о— скорость, приобретаемая 
частицей с массой М.) 


> = 


Отсюда и = у (и— 9). Если 


ии. то и=0 только при М-+ со 
Физически это означает. что пех 1 
Таким образом, внешнее поле — ре- 
зультат действия тяжелых неподвиж- 
ных частиц на легкую. Напомним два 
типичных примера внешнего поля 
спутник в поле притяжения Земли. 
электрон в поле ядра. В каждом из 
этих примеров, конечно же. выполня- 
ется условие т М. 

Если полная змергия Е частицы 
задана, то соотношение (2) наклады- 
вает ограничения на то. в какой об- 
ласти пространства может находить- 
ся частица. Действительно. ведь ки- 

ти 
нетическая энергия Ен = -5- — ПО- 
ложительна {если бы она была от- 
раба 1 то скорость частицы 


ИЕ 


мнимой!), а из закона сохранения 
энергии следует, что 


Е„„н должна была бы быть 


ти? 


о Е 





Таким образом. Е>И: мы получили 
критерий для определения области. 
в которой возможно движениес полной 
энергией Е. В точках, где Е= (, кине- 
тическая энергия, а значит и ско- 
рость. обращается в нуль. 
Рассмотрим в качестве примера 
движение тела вдоль прямой (ось х). 
Тогда потенциальная энергия зави- 
сит лишь от положения на этой пря- 
мой: (= ((х). В этом случае наш кри- 
терий очень удобно применять гра- 
фически. Проведем на графике потен- 
циальной энергии горизонтальную 
прямую ((х)=Е. Всюду, где график 
потенциальной энергии проходит ни- 
же прямой. Е>И и движение возмож- 
но В точках пересечения скорость 





о х, 3 


с 






© 


1 


Е 


и 
т 
Рис. |. а) Движение возможно в области 


х,==х=5х». 6) Движение возможно в области 
х—х.. В) Движение возможно в об. 
ластях Хх х, И Х2Ха. 


обращается в нуль (здесь Е-И). ав 
других областях движение невозмож- 
но. На рисунке 1 приведены примеры 
зависимости потенциальной энергин 
от координаты и показано. в каких 
областях может двигаться тело 
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Рис 2. Тело, двигаясь влево, подходит к 
точке х,, где его скорость равна нулю. Од 
нако остаться в этой точке оно не может, 
так как на него действует сила (см правнло 
санок на стр. 12). Поэтому дальше тело бу- 
дет двигаться вправо, увеличивая скорость 


Зная потенциальную энергию, лег- 
ко определить скорость частицы в каж- 


ти 
лой точке. Так как ня О. то 


ое ол и. 


Два знака скорости соответствуют 
двум возможным направлениям дви- 
жения вдоль оси х. На рисунке 2 гра- 
фически показана зависимость ско- 
рости частицы от ее положения для 
случая, когда энергия и потенциаль- 
ная энергия соответствуют рисунку 
1а. Направление движения обозна- 
чено на графике стрелкой. 
Итак, мы видим, что с помощью 
графиков потенциальной энергии мож- 
но просто и наглядно выяснить, где 
возможно движение, какой вид имеют 
траекторни и как зависит скорость 
тела от его положения. При выясне- 
нии этих вопросов нам нужно было 
знать поведение потенциальной энер- 
гии как функции координат «в целом», 
то есть как она ведет себя на всей тра- 
ектории. 
Лавайте теперь посмотрим, с чем 
связана скорость изменения потен- 
циальной энергии, то есть величина 
Е ЧИ 
= 2 1 

где Ах--х, — х;) очень мало 
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По закону сохранения механической 
энергии 


50-0 0) = ВН 


= во (и о) и — 1) (м) 


где и, — скорость тела в точке х,. а 
©. — его скорость в точке х.. На ма 
лом участке Ах действующую на тело 
силу можно считать посзоянноР Дви- 
жение под действием постоянной силы, 
которую обозначим ЕЁ, равноускорен 


ное, а ускорение а-— Р/т. В таком 
случае и, — и=аАЁ= се {АЕ — 
время движения), ит равно сред 
р и Низ _ _ Ах 
ней скорости. 5 = ир=яг. Под- 
ставим эти М в формулу (4): 
ЕР 
Отсюда 
и 


Формулу (5) можно получить н иначе. 
учитывая, что при равномерном движении 
меняется лишь потенциадьная энергня телг 
и нзмененне ес равно работе силы, МАН: 
щей на тело. 

Выясним теометрический  смыед 
формулы (5). Пусть нам залан график 
потенциальной энергии. Ясно. что чем 
меньше величина х, — х,, тем точ- 
нее скорость изменения потенциаль 
ной энергии совпадает с тангенсом угла 
наклона касательной к кривой потен- 
циальной энергии (рис. 3). Действи- 





Рис 3 


@ & (х,) — (хи) 

78 ке 
чем меньше х, —х,, тем с больцей 
точностью угол @, равен углу ©. Та- 
ким образом, мы приходим к выроду. 
что тангенс угла наклона касательной 
к графику потенциальной энергии. 
взятый с обратным знаком, совпадаст 
с действующей на тело силой. Это зна 
чит, что чем круче растет потенциаль- 
ная’ энергия. тем больше величина 
силы и наоборот. 

После того как формула (5) при: 
обрела наглядный Геометрический 
смысл, легко. например, выяснить, 
существуют ли положения равнове- 
сия и какие они. Положением равно- 
весия мы называем точку, в которой 
тело может пребывать сколь угодно 
долго, если, конечно, вначале оно об- 
лалает нулевой скоростью. Когда это 
возможно? Изменение скорости ха- 
рактеризуется ускорением: если оно 
равно нулю, то скорость тела неизмен- 
на. Ускорение жс пропорционально 
действующей на тело силе. Значит, 
положения равновесия — это те точ- 
ки, где сила обращается в нуль. 

Обратимся снова к графику потен- 
циальной энергии. Как мы уже виде- 
ли, сила, действующая на тело, равна 
взятому с обратным знаком тангенсу 
угла наклона касательной к кривой 
потенциальной энергии. Если этот 
угол равен нулю, то равна нулю и си- 
ла. Таким образом, на графике потен- 
циальной энергии положения равно 
весия соответствуют тем точкам, в ко- 
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тельно. а, — 


В 


- 


Риг 4 





Рис. 5а.б 


торых касательная параллельна оси 
абсцисс. Очевидно, например, что по- 
ложениями равновесия являются мак- 
симумы и минимумы потенциальной 
энергии (рис. 4). 

Положения равновесия могуг быть 
устойчивыми и неустойчивыми. Что 
имеется в виду? Пусть мы слегка от- 
клонили тело от положения равнове- 
сия. Если при этом сила, действующая 
на тело. возвращает его обратно, то 
равновесие называется устойчивым, 
если нет, то неустойчивым. 

Исследуем на устойчивость поло- 
жение равновесия, соответствующее 
минимуму на кривой потенциальной 
энергии (точка А на рис. 4). Пусть 
тело сдвинулось от точки А вправо. 
В новом положении А, (рис. 5 а) тан- 
генс угла наклона касательной поло- 
жителен, а сила отрицательна, то есть 
направлена в противоположную сме- 
щению сторону и возвращает тело к 
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гочке А, Если слегка сдвинуться вле- 
во от точки А, то в таком положении 
ГА, на рис. 5 а} тангенс угла накло- 
на касательной отрицательный, сила 
положительна, то есть направлена 
к точке А и заставляет тело вернуться 
в исходное положение. Таким образом. 
положение равновесия в минимуме 
потенциальной энергии является ус- 
тойчивым. Аналогично можно рас- 
смотреть устойчивость положения рав- 
новесия, если потенциальная энергия 
максимальна (рис. 56). 

Итак, мы видим, что по кривой 
потенциальной энергии можно найти 
величину действующей на тело силы. 
легко определить. где находятся по- 
ложения равновесия и какие они. 
В этом смысле график потенциальной 
энергии можно сравнить с ледяной 
горкой, откуда спускаются на санках. 
В тех местах, где горка крутая, сан- 
ки разгоняются быстрее, на пологом 
спуске — медленнее. Вершина горки 
и углубления в ней — положения рав- 
новесия. Ведь если поставить туда 
санки, они там и останутся. При этом 
вершина — положение неустойчиво- 
го равновесия, а ложбинки — устой- 
чивого. 

Теперь, пожалуй, пора поговорить 
о том, как вычислить величину потен- 
циальной энергии. Для этого вернем- 
ся снова к формуле (5) и перепишем 
ее в виде 
Их) — И = 

=-Ё. и, —х). 6) 


Напомним, что длина Ахёх, — Хх, 





Рис 6 
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выбрана здесь столь малой. что снлу Ё 
можно считать постоянной на всем 
участке Ах. Величина Р.(х. —х,) 
равна работе силы РЁ на пути из точки 
х, в ТОЧКУ Хх». Следовательно, разность 
потенциальных энергий равна работе 
силы, взятой с обратным знаком. Пос- 
леднее утверждение справедливо при 
любом расстоянии между соответст- 
вующими точками. Чтобы доказать 
зто. разобъем путь из точки а в точ- 
ку 6 на п маленьких участков таких. 
что на каждом из них справедли- 
ва формула (6). Обозначим работу си- 
лы РГ на пути из точки х, в точку 
Хьча (== 6 2,.., п) так: 


Е (жа — Аа. 


Применяя формулу (6) к каждому 
из участков пути, найдем, что: 


& (х,) =. и (а) = — 1 А.. 

И (х.) — Ц (х)= —А., 
вы А. 
Сложив эти равенства почленно. по- 
лучим: 


65). — Ща) = — ЗАЗ 
+А„} =. (7) 


где А— работа силы Ё на пути изавё 

Формула (7) приобретает нагляд- 
ный геометрический смысл, если об- 
ратиться к графику зависимости силы 
от координаты Р=Р (х) (рис. 6). Суть 
доказательства, которое мы только 
что провели, заключается в том, что 
истинную зависимость силы от коор- 
динаты мы заменили ступенчатой, так 
как на каждом участке сила предпо- 
лагалась постоянной. Ясно, что если 
число ступенек сделать очень боль- 
лим, то обе кривые — черная и крас- 
ная — фактически совпадут. 

Обратим теперь внимание на то. 
что площадь любого прямоугольника 
на рисунке 6 равна работе силы Р на 
соответствующем участке пути, а сум- 
ма площадей всех таких прямоуголь- 
ников равна работе на нути из а 
в 6; но площадь под ступенчатым гра- 
фиком силы равна площади под ис: 
тинным графиком силы. Это о3- 
начает что разность потенциальных 


энергий тела равна взятой с обратным 
знаком *) площади под графиком за- 
висимости действующей на тело силы 
от координаты. 

Рассмотрим несколько примеров, 
Пусть сила, действующая на тело, 
постоянна, то есть не зависиг от ко- 
ординат **). Тогда ее график — пря- 
мая, параллельная оси абсцисс. Ило- 
щадь под ней равна РЁ : (х — х,). отку- 
да для разности потенциальных энер- 
гий получаем 


И — 9 )= —Е. фм 8) 


(рис. Та,6). 
С помощью соотношения (8) полу 
чаем 


тия то} 





с Е-х-—ж). 
р] 
ВЯ 790 


то есть потенциальная энергия (= 

= — Ех. Однако это не единственная 

возможность, с тем же основаннем мы 

могли бы написать и такое равенство 
2 

70 


ра Е Хо -1 НС, 
гле С — постоянное число. Но тогда 
потенциальная энергия И= — Рх-+ С. 
Таким образом, мы видим, что потен- 
циальная энергия определена с точ- 
ностью до произвольной постоянной. 
Это обстоятельство следует уже из са- 
мото закона сохранения механической 
энергии. Ведь если мы говорим, что 


= х-+-С 


тт 
сохраняется величина Е ыы у 
то сохраняется и Ё’ = т -и+С. 


где С — некоторая постоянная. Но в 
таком случае (/-=(4+-С. Это озна- 
чает, что потенциальную — эпер- 
гию можно определить лишь с точ- 


— 





“) Надо отметить, что если сила отрица- 
тельна, то соответствующему участку пло- 
шади следует приписать знак минус. 

*) Поле, в котором сила, действующая 
на тело. всюду постоянна, казывастся одко- 
родным, Однородными. напрнмер, являются 
поле тяготення вблизи поверхяости Земли 
Е-=ти и электрическое поле внутри плос- 
кого конденсатора. 





Рис, 7а.6 


ностью до произвольной постоян 
ной, которую всегла выбирают из <о- 
ображений удобства *). Конечно же, 
такая неопределенность потенциаль- 
ной энергии никак не сказывается 
на сделанных нами выводах о харак 
тере движения в данном поле, о на- 
личии в нем положений равновесия 
и на зависимости скорости тела от ко- 
ординаты. В этом вы легко можете 
убедиться. надо только одновременно 
с изменением потенциальной энергии 
на величину С изменить и полную 
энергию тела на такую же величину 
Дело в том, что для полного описания 
движения тела надо задать его поло- 
жение и скорость в некоторый момент 





*) Так, например. в случае однородного 
поля постоянную. как правило, полагают рав 
ой мулю, то есть считают, что потонаиаль- 
ная энергня равна нулю в начале координат 
(см. рис. 7 6). Вспомните, что имеино так 
вы обычно поступаете, решая задачи о дви 
жении тел нблизи поверхности Земли 
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Рис. 8 


времени. тем самым мы будем нать 
т 


— и 


- Полная же знергия 


2? 
Е > НО (х} Поэтому при добав 


лении к И некоторой постоянной ве- 
личины, знергия Е увеличивается ров- 
но на столько же. 

Рассмотрим теперь движение Ку- 
бика на пружинке в отсутствие трения 
(рис. 8} и вычислим, чему равна по 
тенциальная энергия в этом случае 
По закону Гука сила, действующая на 
кубик, равна Е— — &х. где & — жест- 
кость пружины х — ес деформация 
В таком случае график свлы — пря- 
мая, тангенс угла 
рой к оси х равен К (рис. 9) 

Разность потенциальных энергии 
И (х,) — Ц (х.) равна площади за. 
штрихованной на рис. Эа трапеции 


АВСР. высота которой ВС=х, — хь. 
а полусумма оснований - 5 г 
_ АХО ВХ: 
и 2 

мулой площади трапеции, находим, что 


| (х,) "А. (х,) Е < — а -- &х,) ы 


Воспользовавшись фор- 


В результате для И (х) получаем сле- 


ре * 
дующее ие = =) 


выражение: ы 


“} Аналогично случаю однородного поля 
постоянную С мы выбрали здесь так, чтобы 
60) =0 
14 


наклона кото-. 


График потенциальнои энергии в этом 
случае является параболой с миниму 
мом в точке х- 0 (рис. 96). 

Еще одна инитересная задача — 
движение одного заряда в поле друго- 
го илн, чго почти одно и то же. дви- 
жение однои массы в поле другой 
Действительно, в первом случае на 
тело по закону Кулопа действует сила 


и > 99а. а во втором по закону все 


т 
туп 


мирного тяготения РЁ — —у—=* 


Бо 9 


есть зависимость силы от расстоя- 
ния межлу телами г в обоих случаях 
одинакова. отличие состоит лишь в 
коэффициенте. Разьость потенциаль 
ных энергий, как мы знаем. равна пло- 


“ < 
щади под кривой РЕ == (ис. 10а). 


где лля одной задачи @&— 919», а для 
другой &= — ут, К сожалению, 
в отличие от двух разобраниых выше 


Е 
_% Жо 5: 
ы | 


2 у 


Рис За.б 


случаев (Р=<опз{. Р= — Ах) вычис- 
лить эту площадь оказывается не под 
силу без знания интегрального исчис- 
ления Если же ес найти, то окажется, 
что для силы. меняющейся по закону 


9% 
Е =-з. потенциальная энергия 


Ы = — (10) 


т 

Обратите внимание, что в формуле 
(10) мы выбрали постоянную С так, 
чтобы потенциальная энергия обра- 
щалась в нуль на бесконечности По 
чему это удобно и когда? Вспомиим 
что потенциальная энергия харакге 
ризует действие тел друг на друга-— 
взаимодействие; ссли на  беско 
нечности сила обращается в нуль, то 
чем дальше тела отстоят друг от друга, 
тем слабее их взаимное влияние Имен- 
но этому и соответ. ‘твует выбор посто- 
янной в нашем и аналогичных 
(Е (сю)=0) случаях 

Из формулы (10) следует. что вид 
потенциальной энергии существенным 
образом зависит от знака @ (см. рис. 


106). Если о>0, то сила Е = + > 0. 


и мы имеем дело с отталкиванием (од 
ноименные заряды, &= 4:49>>>0). Если 


(< 0, то снла Е = 6, что 


соответствует притяжению (разно- 
именные заряды, «= — 4114:| ). Здесь. 
пожалуй, стоит еще раз вернуть- 
ся к аналогии с санками, спуска- 
ющимися с ледяной горки. Заметь- 
те, что если поставить санки на горку, 
имеющую профиль иятересующей нас 
потенциальной энергии, то они пока- 
тятся в направлении действия силы. 
Такое мнемоническое правило дает 
возможность сразу определить, что 
имест место — притяжение или от- 
талкивание. Действительно, ведь если 
санки покатятся к точке г=0 (напри- 
мер, нижняя кривая на рис. 106). 
то имеет место притяжение, если на- 
оборот (например, верхняя кривая), 
то — отталкивание. 

Это же правило позволяет качест- 
венно построить вид потенциальной 


72% 
о>0 
м—— 
7. 
&<0 
|9 
© >0 
= 
©<<0 
Рнс. 10а 6 


энергии для тех случаев, когда не уда- 
ется его вычислить *). Давайте про- 
следим за тем, как это делается, на 
примере двухатомной молекулы. Из- 
вестно, что на болыном расстоянии 
атомы устойчивых молекул притяги- 
ваются, если же сильно сблизить ато- 
мы, то они начнут отталкиваться. Ха- 
рактер притяжения и отталкивания 
существенным образом зависит от 
строения электронных оболочек ато- 
мов, однако, можно утверждать сле- 








*) Эго может быть связано как с вычисли- 
тельнымн трудностями (например, незнание 
интегрального исчисленяя), так и с прин- 
ципиальными (например, зависимость ядер- 
ных сил от расстояния известиа лишь прн- 
ближенно). 
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Рис 13 


Рис 13 


лующее. На больших расстояниях 
притяжение быстро убывает, а оттал- 
кивание при сближении, начиная с 
некоторого расстояния, ‘возрастает 
очень резко. Описанной картине взаи- 
модействия атомов соответствует гра- 
фик потенциальной энергии. показан- 
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ный на рисунке {1 Убедитесь в этом. 
воспользовавшись аналогией с ледя- 
ой горкой. Точка г—г, соответству 
ет положению устойчивого равнове 
сия. и поэтому г, равно расстоянию 
между атомами в молекуле. 

В заключение нодведем некоторые 
итоги. Мы видели. что ио графику. 
потенциальной энергии можно выяс- 
нить ряд существенных характерис- 
тик движения (число различных тра- 
екторий в зависимости от энергии. 
ограничено движевие или нет, нмеют- 
ся ли положения равновесия и какие 
они: устойчивые или неустойчивые). 
каждая низ них. как оказалось, имеет 
простой геометрический смысл. Лег- 
ко также определить величину и на- 
правление действующей на тело силы 
{«правило санок»). Мы показалн. что 
площадь под графиком силы, взятая 
с обратным знаком, равна потенииаль- 
ной энергин тела. Это дает возмож: 
ность в ряде случаев непосредственно 
вычислить потенциальную энергию. 
цто сильно облегчает решение различ- 
ных задач 

М. наконец, вы видели, как ка- 
чественный вид потенциальной энер- 
гни нозволяет уяснить существо 
вопроса и дать на него ответ 

Попробуйте теперь самостоятель 
но решить следующие задачи 


Упражнения 


}. Выяснить область возможного дви 
жения при 
Ве к Е>б. 


если потенциальная энергия 
изображенный на рис. 12. 


2. Найти положення равновесия по кри- 
вой погенцнальной энергии (рис. 13) и вы- 
яснить нх устойчивость. 

Нарисовать график  зависимостн силы 
от координаты. 


3. Показать геометрически. что при мз- 
менении потенциальной энергии на постоян- 
ную величину С сила. действующая на тело 
в каждой точке, ис изменится. 


имест вид 


4. Кубик со стороной а плотности рь 
плавает на поверхностн жидкостн, плот. 
мость которой р. Нарисовать графнки сн- 
лы, действующей на кубик. и потенциальной 
энергин в зависимости от глубины по: 
груженчия 


ЛУНОЧВИ 
ГИППОНРАТА 


В пятом веке до нашей эры, то 
есть почти две с половиной тысячи лет 
назад, жил в Греции ученый, звали 
его Гиппократ Хиосский. Именно Гип- 
пократу принадлежит первая извест- 
ная попытка создать «Начала» геомет- 
рии. К сожалению, книга эта до нас 
не дошла. 

По одной из легенд неудачливый 
купец Гиппократ был ограблен пира- 
тами и направился жаловаться на них 
в Афины. Здесь он встретился с муд- 
рецамн, которые проводили время, 
занимаясь, в основном, решением ге- 
ометрических задач. Не найдя управы 
на грабителей, Гиппократ утешился 
тем, что превзошел в геометрии самых 
искусных мудрецов .. 

Гиппократ пытался осуществить 
квадратуру круга, иначе говоря, по- 
строить с помощью циркуля и линейки 
круг. равновеликий данному квадра- 
ту. И хотя это ему, естественно, не 
удалось, он сумел построить несколь- 
ко фигур, представляющих собой кус- 
ки плоскости, ограниченные дугами 
окружностей, и тем не менее равно- 
великих квадрату. 

С именем Гиппократа в истории 
геометрии связаны фигуры особого 
вида, так называемые луночки. Лу- 
ночку (иначе говоря, полумесян) мож- 
но определить так: на хорде произ- 
вольного круга строят внешним об- 
разом полуокружность, концы кото- 
рой совпадают с концами хорды. Фи- 
гура, ограниченная меньшей дугой 
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окружности данного круга и прове- 
денной полуокружностью, и есть лу- 
ночка. 

На рисунке 1 четыре такие луноч- 
ки окрашены в желтый цвет. Гип- 
пократ заметил, что суммарная их 
площадь равна площади квадрата, 
окрашенного здесь в голубой цвет. 
Действительно, сумма площадей по- 
лукругов, построенных на сторонах 
этого квадрата, равна площади круга, 
в который вписан квадрат. Если из 
полукругов удалить окрашенные в 
фиолетовый цвет сегменты, то оста- 
нутся четыре луночки; если же уда- 
лить их из большого круга, то оста- 
нется квадрат. 





Рис. 1. 
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Рис. 2. 


Рисунок 2 иллюстрирует еще одну 
теорему Гиппократа. Оказывается, 
площадь трапеции, вписанной в ок- 
ружность с центром в точке О, равна 
сумме плошадей оранжевых луночек 
и оранжевого полукруга (все три лу- 
ночки равны по построению, полу- 
круг равен тем полукругам, из кото- 
рых образованы луночки). Доказыва- 
ется эта теорема так же, как предыду- 
щее утверждение. 

На рисунке 3 приведена фигура, 
также составленная Гиппократом. Две 
боковые стороны и меньшее основание 
трапеции равны 1, большее основание 
равно У 3. Нижняя дуга фигуры, 
заштрихованной на рисунке черны- 
ми линиями и которую естественно 
назвать обобщенной луночкой, каса- 
этся диагонали трапецин. Оказыва- 
утся, что площади вписанной трапе- 
ции и луночки равны (доказать это 





можно, — установив, что сумма 
площадей боковых и верхнего сегмеи- 
тов равна площади нижнего сегмента). 

Квадратуру треугольника или тра- 
пеции осуществить несложно, так что 
у Гиппократа могло сложиться вае- 
чатление, что он близок к цели — 
квадратуре круга... Впрочем, более 
подробно о работах Гиппократа вы 
можете прочесть, например, в кни- 
ге Б. Л. Ван дер Вардена «Пробуж- 
дающаяся наука», Физматгиз, 
1959. 

На рисунке 4 изображена фигура, об 
особенностях которой Гиппократ, по- 
видимому, не знал. А между тем пло- 
щадь изображенного здесь  прямо- 


угольного треугольника равна сумме 








Рис. 5. 


площадей луночек. Доказательство 
этого факта легко получить, если вос- 
пользоваться теоремой — Пифагора. 
Кстати, у этой фигуры есть еще одно 
удивительное свойство. Луночки име- 
ют одинаковую ширину. Точнее гово- 
ря, диаметры наибольших вписанных 
в них окружностей равны каждый по- 
ловине разности между суммой кате- 
тов и гипотенузой треугольника, по- 
казанного на том же рисунке. 





Рис. ба. 


На рисукке 5 слева изображена 
фигура, построенная Архимедом. Во 
всяком случае это утверждал в девя- 
том столетии большой знаток трудов 
Архимеда арабский математик Сабит 
ибн-Корра. Источники, которыми он 
при этом пользовался, не сохрани- 
лись. Фигуру эту называют арбело- 
ном или «сапожным ножом». 

Сабит ибн-Корра показал, следуя, 
вероятно, Архимеду, что площадь ар- 
белона равна площади круга, относи- 
тельные размеры- которого и способ 
построения показаны-на рисунке 5. 
Доказательство предлагаем найти 
вам самим. 

Фигура, изображенная на рисун- 
ке ба, к древней математике не имеет 
непосредственного отношения. Тре- 
угольник Т произвольный, стороны 
его служат диаметрами трех кругов. 
Фигура эта обладает свойством, кото- 
рое роднит ее с ранее рассмотренными 
фигурами. Оказывается, что сумма 
площадей арбелонов А,, А, и А. без 
площади криволинейного треуголь- 
ника $ равна удвоенной площади 
треугольника Т (если треугольник Т 
прямоугольный, то два арбелона вы- 
рождаются в луночки). 

Приведем геометрическое доказа- 
тельство этого неожиданного факта. 

На рисунке 66 проведены и про- 
должены отрезки, соединяющие вер- 
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шины данного криволинейного тре- 
угольника. В силу симметрии сетмен- 
ты, окрашенные здесь в одинаковый 
цвет, равновелики (симметрия выте- 
кает, например, из такой теоремы: 
высоты основного треугольника явля- 
ются биссектрисамн треугольника с 
вершинами в основаниях этих высот: 
доказательство можно посмотреть 


в книге Г. Радемахера и О. Те- 
плица «Числа и фигуры», Физматгиз, 
1962). 

Нарисунке 68 видим пары других 
симметричных сегментов (осями сим- 





Рис. 6г. 


метрии по-прежнему служат стороны 
треугольника Т). 

Поскольку симметричные сегменты 
равновелики, достаточно теперь дока- 
зать (см. рис. 6 2), что сумма площа- 
дей четырехугольников Ю;, В, и В; 
без площади треугольника Г. равна 
удвоенной площади треугольника Т. 

Треугольники Г, и Г.” симметричны 
относительно стороны с. Отразим те- 
перь треугольники Р и О сначала от- 
носительно стороны с. Получаем тре- 
угольники Р’и 0’. Затем отразим 
треугольник Р” относительно сторо - 
ны в, а треугольник ©’ — относитель- 
но стороны а. Образуется фигура 
из двух треугольников Т, и Т.. 
Оба эти треугольника симметричны 











Рис. 8а,б, в. 


треугольнику Т (один относительно 
стороны 8, другой относительно сто- 
роны а), поэтому они и равновелики 
ему. Таким образом, наше утвержде- 
ние доказано. 

Попробуйте теперь свои силы на 
задачах, геометрическое решение ко- 
торых опирается на мотивы, родствен- 
ные только что разобранным. 

1. Обратимся к рисунку 7. На нем 
изображен криволинейный треуголь- 
ник, образованный пересечением трех 
кругов одинакового радиуса. Что 
больше по площади: четверть такого 
круга или криволинейный треуголь- 
НИК? 

Еще одно упражнение 

2. На рисунках 8а — 8в изображе- 
ны соответственно арбелон, зеркаль- 
ное отражение запятой и фигура, 
представляющая дополнение арбело- 
на до объемлющего его круга. Точки 
А, Ви Св каждом из этих случаев де- 
лят пополам полуокружности, центры 
окружностей которых находятся со- 
ответственно в точках О,, О, О.. Точ- 
каД на рисунке 86 — конец диамет- 
ра окружности с центром в О, прохо- 
дящего через точки О, и О.. РЕ — 
касательная, проведенная из точки 
О (рис. 86) к окружности, центр О, 
которой на этом рисунке максимально 
удален от О. 

Требуется доказать, что: 


а) На рисунке 8а площадь круга, 
нарисованного справа (или равная 
ей площадь арбелона), относится к 
площади треугольника АВС как п. 

6) На рисунке 86 площадь круга 
с диаметром ОЕ относится к площади 
треугольника АВС как п 

в) На рисунке 88 площадь круга 
проходящего через точки В ир, от- 
носится к площади треугольника 
ВЕС как л, и площадь круга, прохо- 
дящего через точки А, Ри С, отно- 


сится к площади треугольника АРС 
как д. 


Тем, кто заинтересовался истори- 
ей вопроса о квадрировании луночек, 
мы рекомендуем прочесть в книге 
Архимед «Сочинения», Физматгиз, 
1962, главу «Измерение круга». 


ДВА ВЗВЕШИВАНИЯ 


Задачи, связанные с гиря- 
ми и весами, очень популяр- 
ны в последнее время. Это — 
необычная новая задача, 
предложенная Полем Карн, 
служащим из Нью-Йорка. 
Имеется шесть гирь. Одна 
пара — красная, другая — 
белая, третья — голубая. В 
каждой паре одна нз гирь 
немиого легче другой, но вы- 
глядят обе одинаково. Трн 
более тяжелые гири весят 
одинаково. То же условие и 
для более легких гирь. 

Как определнть двумя 
взвешиваниями на чашеч- 
ных весах, какая гнря В 
каждой из пар тяжелее? “” 


ШИФРОВКА 


Эта шифровка {нли ребус, 
как предпочитают называть 
ее многне составители за- 
дач) очень стара, и пронс- 
хождение ее неизвестно. Это, 
безусловно, одна из лучших 
шифровок, и, я надеюсь, она 
нензвестна большинству Чн- 





. ВУЕ 
тателей БВ =0, 
ТАГКТАЕКТАЕК ... 


Одинаковые буквы 060- 
значают одинаковые цифры. 
(Одна из них может быть н 
нулем.) Знаменатель н Чис- 

ЕУЕ 
литель дробн `)]ф 83а 
имно просты. Равная ей де- 
сятичная дробь имеет пери- 
од из четырех цифр. Имеет- 
ся только одно решение. 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК 





Физика 
помогает 
геометрии 


5. Ю. Коган 


При изучении физики, конечно, используется математика. Но, оказы- 
вается, бывает и наоборот — физика приносит пользу математике. Вот 
несколько примеров того, как понятие центра тяжести можно использовать 


в геометрии. 


1. Теорема о медианах 
треугольника. Поместим в 
вершины треугольника (рис. }) мате- 
риальные точки одинаковой массы. 
Центр тяжести системы точек А и В 
находится в точке К — середине от- 
резка АВ. Значит, центр тяжести сн- 
стемы точек А, Ви С лежит на меди- 
ане СК. Рассуждая аналогично, мы 
придем к выводу, что этот центр тя- 
жести лежит на медиане АГ, и на ме- 
диане ВМ. Но у системы точек А, В 
и С всего лишь один центр тяжести. 
Следовательно, медианы треугольни- 
ка пересекаются в одной точке. 

Далее, так как точка С имеет мас- 
су т, а точка К «представляет» систе- 
му точек А и В, имеющую массу Эт, 
то К$ вдвое меньше $С. Следователь- 
но, точка пересечения медиан делит 
каждую из них в отношении 2:1. 

2. Теорема о средних 
линиях четы рех уголь- 
ника. Поместим в вершины четы- 
рехугольника АВСР материальные 
точки одинаковой массы (рис. 2). Так 
как центр тяжести системы точек А 
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и В лежит в точке К — середине от- 
резка АВ, а центр тяжести системы 
точек Сир — в точке М — середине 
отрезка СО, то центр тяжести системы 
точек А, В, Сир находится на отрез- 
ке КМ, соединяющем середины сто- 
рон АВ и СР. Назовем этот отрезок 
средней линией четырехугольника. 
Рассуждая аналогично о точках ВиС 





или о точках А и р, мы придем к вы- 
воду, что центр тяжести системы тс- 
чек А, В, Сир лежит на пересечении 
средних линий КМ и ГМ. Далее так, 
как система точек А и В имеет такую 
же массу, как и система точек Си О, 
то КЗ=$М. Рассуждая аналогично, 
найдем, что 28=5М№. Следовательно, 
средние линии четырехугольника, пе- 
ресекаясь, делятся пополам. 

Заметим, что в наших рассуждени- 
ях нигде не использовался тот факт, 
что точки А, В, Сир лежат в одной 
плоскости. Значит, доказанная теоре- 
ма верна и для пространственного че- 
тырехугольника. (Из нее следует, что 
средние линии такого четырехуголь- 
ника обязательно пересекаются.) 

3. Обобщение преды- 
дущей теоремы. — Рассмот- 
рим произвольный четырехугольник 
АВСО (рис. 3). Поместим в его верши- 
ны материальные точки: в вершину 
А — массы т, в вершину В. — массы 
ат, в вершину Р — массы Вт и в вер- 
шину С — массы авт, где о и В — 
произвольные положительные числа. 
Тогда центр тяжести системы точек 
А, В, Си 0 будет лежать на пересече- 
нии прямых КМ и ЁМ, где К — центр 
тяжести системы точек А и В, М— 
центр тяжести системы точек С и О, 
-Ё- — центр тяжести системы точек 
ВиСи М — центр тяжести системы 
точек А ни О. Далее, так как длины 
плеч обратно пропорциональны ‹со- 
ответствующим весам, то 


АК _ “о ОМ ат 
КВт ^^ МС т 
№$ _ ат-- арт _ ВЕ _ авт _ 
Г =“ит = % 1С= ом = В, 
АМ Ви В 
МО т" 

К5 _ авт + Вт _ 


ЗМ атм =В- 
Следовательно, если стороны этого 
четырехугольника разделить так, что 

Ак М, в АМ | 
Кв МС ^^ 1 -мМЬ`!’ 


то отрезки №МЁ и КМ разделятся в том 





же отношении: 


№ _ К 
55% 5мМ 


Доказанная террема приводит к 
интересному результату. Разделим 
одну пару противоположных сторон 
четырехугольника на А одинаковых 
частей, а другую — на { одинаковых 
частей. Соединив затем соответствен- 
ные точки противоположных сторон, 
получим сетку, подобную той, что по- 
казана на рисунке 4. (Здесь &=3, а 
1—4.) Причем каждый из отрезков, 
соединяющих противоположные сто- 
роны, окажется разбитым на участки 
одинаковой длины. 








| 
Е Я 
РА В ЗАТО ЕВ 
аа ЗИ 
ННЕНЕНЫАЕНН 





Рис. 5. 





Налример, на рисунке 4 каждый 
«вертикальный» отрезок разбит на три 
одинаковых участка, а каждый «гори- 
зонтальный» — на четыре одинаковых 
участка *). 

4. Нахождение соот- 
ношений отрезков. С по- 
мощью представления о центре тя- 
жести легко решаются задачи следу- 
ющего типа. На сторонах треуголь- 
ника АВС поставлены точки Ки Ё 


(рис. 5}. Зная, что Е ВВ 


4$ › 65 
найти отношения 51 И 5К- 
Решение. Поместим в вершн- 
ны А, В, С материальные точки тах, 
чтобы выполнялось соотношение 
та _ 48 1 м в 3 
А АВВ к тру | ФЕ" 8:* 
например, положим 
тА=Ют, ть=бт, тс==Зт. 


Тогда центр тяжести системы точек А 
и В будет лежать в точке К, а центр 
тяжести системы точек ВиС — в точ- 
хе Г.. Следовательно, центр тяжести 
системы точек А, В и С лежит на пря- 
мой СК и в то же время на прямой АД, 
то есть он помещается в точке пересе- 
чения $. Отсюда легко найти, что 
4$  тв-+-тс 5т-ф3т 4 


%Ё ТА Ют 5’ 
ЗА тео. Эт Уаы 
Задачи 


}. Каждая вершина тетраэдра соединена 
© точкой пересечения меднан противополож- 
мой граии. Доказать, что четыре полученных 
отрезка пересекаются в одной точке. 

2. В треугольнике АВС проведена ме- 
днана АК. Прямая, соединяющая вершину 
С с серединой медианы, пересекает ор 
АВ в точке [. Найти отношение АЁ:[. 

3. В Ре АВС. показанном на 
рисунке 


Ак _ ВЕ См 1 
АВ ВС СА 3 - 
Какую часть от площади треугольника АВС 


составляет сумма площадей заштрихован- 
ных треугольников? 


*) Эта теорема верна и для неплоского 
четырехугольника. 


втервое 
энаног“огезэ‘оо 
с ногмограгугчагмы 


Ю. В. Матиясевич 


На рисунке справа цифрами 1, 
2,..., 9 отмечены те точки на парабо- 
ле у—=х?, абсциссы которых равны 
251, 2, ..., 29. В результате полу- 
чилась необычная таблица умноже- 
ния. Чтобы узнать. чему равно, нап- 
ример, 4х7, достаточно соединить 
прямой линией точку, отмеченную 
цифрой 4 на левой ветви параболы, 
с Точкой, отмеченной цифрой 7 на 
правой ветви. Эта прямая пересекает 
ось ординат в точке, отмеченной Чис- 
лом 28, и действительно, 4х7=28. 

Проверьте сами другие «строчки» 
ЭТОЙ «таблицы». Конечно, для этого 
нет необходимости рисовать линии, 
достаточно просто приложить линей- 
ку или натянуть нитку. 

Такие «считающие чертежи» наз- 
зываются номограммами. Ясно, что 
построенная нами номограмма не 
имеет болышой ценности — таблицу 
умножения помнит каждый. Но но- 
мограммы можно строить и для бодее 
сложных функций. В таких случаях 
они значительно сокращают время 
вычислений. 

Вы познакомитесь с другими но- 
мограммами и научитесь делать их, 
если прочтете книжку М. В. Пент- 
ковского «Считающие чертежи» 
(М., «Физматгиз», 1959). 


Улражнения 


1. Укажите, как надо расставлять чусла 
на параболе у-=ах? (а>0), чтобы также 
получить таблицу умножения. 


2. Дайте обоснование построенной номог- 
рамме. 


4 Казнт №5 
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Невозможные объекты 


Л. Пенроуз, Р. Пенроуз 


Впечатление от трехмерных пред- 
метов можно передать с помощью 
плоских изображений. Этим можно 
воспользоваться для того, чтобы соз- 
дать противоречивое впечатление. 

Здесь описаны рисунки несуществу- 
ющих конструкций. Каждая отдель- 
ная часть воспринимается как изоб- 
ражение трехмерного объемного пред- 
мета, но весь рисунок за счет не- 
правильного соединения этих частей 
кажется предметом-призраком. 

Пример такой конструкции пока- 
Биь. 1. зан на рисунке |1. Каждая часть —это 
брусок прямоугольного сечения, но 
линии на рисунке соединены так, 
что изображенный предмет ие су- 
ществует в действительности. По мере 
того, как глаз следует вдоль грани 
бруска, изменяется кажущееся рас- 
стояние от предмета до наблюдателя. 

На рисунке 2 показана конетрук- 
ция, каждая часть которой-—ряд сту- 
пенек. Однако части эти соединены 
друг с другом так, что картина в 
целом несовместима: ступеньки все 
время поднимаются. 

Иллюзию несуществующих кон- 
Рис. 2 струкций могут вызвать и фотогра- 
- фии существующих предметов. Для 

этого они должны быть сконструи- 
рованы специальным образом и 
сфотографированы под определенным 
углом. Пример подобной фотографии 
показан на рисунке 3. Здесь фото- 
графия действительно существующей 
модели вызывает то же впечатление, 
„° что и изображение несуществующей 
{ лестницы (рис. 2). Это вызвано тем, 
что крайняя правая ступенька при 
фотографировании находилась ближе 
к фотоаппарату и выше, чем сту- 
пенька, которая кажется располо- 
женной прямо над ней. 











Фотографирование 


невозможных 
объектов 


Обычные двумерные фотографии н 
рисунки можно рассматривать двоя- 
ко. С одной стороны — это система 
линий на плоскости, с другой — изоб- 
ражение объектов совсем иного, трех- 
мерного пространства. В мозгу ин- 
формация перерабатывается, и мы 
воссоздаем по имеющемуся двумер- 
ному изображению трехмерный мир. 
Подобный процесс происходит не 
только при рассматривании двумер- 
ных фотографий и рисунков. Извест- 
но, например, что на сетчатке глаза 
человека все отражается в перевер- 
нутом виде, но мы воспринимаем 
нзображение как нормальное. Можно 
надеть особые очки и попытаться 
видеть мир перевернутым. Однако 
вскоре мозг приспосабливается, и 
изображение вновь будет восприни- 
маться как нормальное. Таким об- 
разом, мозг постоянно перерабаты- 
вает получаемую зрительную инфор- 
мацию и согласовывает ее с информа- 
цией, получаемой от остальных ор- 
ганов чувств. Так вырабатывается 
наше представление об окружающем 
мире. 

Иногда из двумерного рисунка или 
фотографии мозг не может однознач- 
ным образом построить реально су- 
ществующнй трехмерный объект. Та- 
кне объекты получили название не- 
возможных. Хотя реально эти объек- 
ты не существуют, можно все-таки 
слелать трехмерную модель, которая 
создает впечатление невозможного 
объекта, если ее сфотографировать 
из определенной точки. Например, 
изображенный на рисунке | невоз- 
можный треугольник, придуманный 
Пенроузом, можно получить, сделав 


4* 


В. М. Бахмин 





Рис. 1. Невозможный треугольник 
Пенроуза. 





Рис. 2. Модель, придуманная Грегори, по- 
зволяет получить фотографию невозможного 
треугольника Пеироуза. 


27 





Рис. 3. Модель невозможного куба. 


разомкнутую трехмерную модель 
(рис. 2). Если смотреть на такую мо- 
дель одним глазом и найти нужную 
точку, можно увидеть, как две разъе- 
диненные стороны модели совместят- 
ся. Сфотографировав модель из это- 
го положения, вы получите фото- 
графию невозможного треугольника 
Пенроуза. 

Этот прием используется и для 
получения изображения невозможного 
куба. Если вы сделаете такую клетку, 
которая изображена на рисунке 3, 
то, расположив ее так, чтобы задние 
ребра клети закрыли прорези в пе- 
редних, вы увидите невозможный куб: 
задние ребра клетки будут казаться 





Рис. 4. 
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выдвинутыми вперед. (Из этого поло- 
жения можно получить и фотогра- 
фию.) Физиолог Гибсон, использо- 
вав эту идею, придумал ряд интерес- 
ных иллюзий, в которых он исполь- 
зовал картонные прямоугольники с 
прорезями в некоторых из них, для 
того чтобы более удаленный из пря- 
моугольников казался расположен- 
ным на переднем плане. На рисунке 
4 два набора квадратов, хотя и ка- 
жутся одинаковыми, по-разному рас- 
положены в пространстве, а в третьем 
ряду валет на самом деле находит- 
ся ближе шестерки, и карты, следо- 
вательно, одинаковы по размеру. Та- 
кую фотографию можно получить, сде- 
лав соответствующие прорези в ближе 
расположенной карте и в среднем 
прямоугольнике, через которые мож- 
но увидеть более удаленную шестерку 
(рис. 5). 

Другая серия такого же рода оп- 
тических иллюзий может быть полу- 
чена с помощью так называемой 
искривленной комнаты Эймса, гео- 
метрия которой показана на рисунке 
6. Сделана эта комната несколько 
необычно. Пол в ней наклонен и по- 
вышается вправо от наблюдателя, 
задняя стена удаляется по мере про- 
движения налево, окна на этой стене 
разных размеров и имеют форму тра- 
пеции. Однако если в такую комнату 
смотреть из определенной точки, она 
выглядит совсем обычной: пол кажет- 





«> 


И. 
< 


НАПРАВЛЯЮЩИЙ 
щАРИК 


НАПРАВЛЯЮЩЕЕ ОТВЕРСТИЕ 


откидной зиток 


оТткКиИДднНыЫЕ ШТОРКИ 


ПОДДЕРЖКА 
для головы 








щиток 
для 
ГЛАЗА 


Рис. 5. Устройство, позволяющее наблюдать иллюзию, которую вы видите на рисунке 4. 


ся ровным, задняя стенка — перпен- 
дикулярной направлению взгляда, а 
окна — прямоугольными и одинако- 
выми. Эймс сделал одну из таких ком- 
нат достаточно большой для того, 
чтобы в ней могли находиться люди. 
Получился удивительный эффект: 
когда зритель рассматривает людей, 
прогулнвающихся вдоль этой комнаты, 
он наблюдает необычайные измене- 
ния их размеров. В зависимости 
от того, куда идет человек, он ка- 


жется то растущим, то  умемь- 
шающимся. 
Малая модель такой комнаты 


позволяет видеть в окнах задней стен- 
ки руки или лицо человека. Как и 
в болышой комнате, руки или лнца 
кажутся ненормально большими илн 
маленькими в зависимости от того, 
появляются ли они в окнах справа 
от наблюдателя или слева. Мы на- 
столько привыкли к комнатам обыч- 
ной формы. что в комнате Эймса 
воспрннимаем как реальные даже 
сильно искаженные объекты. Восприя- 
тие изображения — психологический 
процесс. При этом важно отношение 
наблюдателя к предмету наблюдения 
и даже его состояние в данный момент. 
Интересно, что лица хорошо знако- 


мых людей воспринимаются в ком- 
нате Эймса вполне нормальными, при 
этом вся тайная геометрия комнаты 
становится заметной наблюдателю. 

Конечно, самим построить боль- 
шую комнату Эймса довольно сложно. 
Но сделать небольшую модель. по- 
видимому, можно. Помещая внутрь 
различные предметы, вы при желании 
сможете получить довольно эффект- 
ные фотографии. Почему бы не по- 
пробовать? 


я 
`\ точка 
НАБЛЮДЕНИЯ 


Рис. 6. Геометрия искривленной комнаты 
Эймса. 
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ЗАДАЧНИК абанта 


Задачи 


М8!. Внутри квадрата А, А, Аз Аа 
взята произвольная точка Р. Из 
вершины А, опущен перпендикуляр 
на прямую А.Р, из вершины А, — 
на А.Р, из А. — на А.Р, из АА — 
на А.Р. Докажите, что все четыре 
перпендикуляра (или их продолже- 
ния) пересекаются в одной точке. 


А. Н. Виленкин 


№82. На кольцевой автомобиль- 
ной дороге стоят несколько одинако- 
вых автомашин. Известно, что если 
бы весь бензин, имеющийся в этих 
автомашинах, слили в одну, то эта 
машина смогла бы проехать по всей 
кольцевой дороге и вернуться на преж- 
нее место. Докажите, что хотя бы од- 
на из машин, стоящих на дороге, мо- 
жет объехать все кольцо, забирая по 
пути бензин у остальных автомашин. 





№83. Докажите, что числа 1,2....,й 
ни при каком п нельзя разбить на 
две группы так, чтобы произведение 
чисел в одной группе равнялось про- 
изведению чисел в другой. 


М84. Пусть А — основание пер- 
пендикуляра, опущенного из центра 
данной окружности на данную пря- 
мую {. 

На этой прямой взяты еще две 
точки Ви С так, что 


АВ = АС. 


Через точки В и С проведены две 
произвольные секущие, из которых 
одна пересекает окружность в точках 
Р и 0, вторая — в точках М 
и №. Пусть прямые РМ и ОМ пе- 


ресекают прямую { в точках КЮ и5. 
Докажите, что 


АК = 45. 


Эту задачу (или некоторые ее ва- 
рианты) называют иногда «задачей о 
бабочке»; происхождение такого на- 
звания ясно из рисунка 1. 

№85. Докажите, что если а1, й.,... 
.... @й— попарно различные натураль- 
ные числа, ни одно из которых не де- 
лится на квадрат целого числа, боль- 
шего единицы, аф,,6,, ..., би— це- 
лые числа, отличные от нуля, то 


Уд + Им... + ая 0. 


Л. Н. Васерштейн 


$93. В боковой стеике сосуда, на- 
полненного жидкостью с показателем 
преломления п, проделано отверстие 
небольшого радиуса г. По оси отвер- 
стия из сосуда направляют горизон- 
тально тонкий луч света. До какого 
уровня Й над отверстием должна вы- 
течь жидкость, чтобы луч света вышел 
из струн, ни разу не испытав полно- 
го внутреннего отражения? 
Изменением поперечного сечения 
струи пренебречь, показатель прелом- 
ления жидкости считать достаточно 
большим. 
И. Ф. Гинзбург 


Ф94. Над одной грамм-молекулой 
идеального газа совершают цикл (зам- 
кнутый процесс, состоящий из двух 
изохор и двух изобар (рис. 2)). Тем- 
пературы в точках /{ н 3 равны Т, 
и Гз соответственно. Определить ра- 
боту, совершенную газом за цикл, ес- 
Ли известно, что точки 2 и 4 лежат 
на одной изотерме. 

$95. Поверхность реки образует 
наклонную плоскость. Может ли те- 
ло свободно плыть по реке со ско- 
ростью, превышающей скорость те- 
чения или максимальную скорость 
течения? 


Ф9б. Два одинаковых шарика свя- 
заны нитью. Найти высоту подъема 
этой системы, если один из шариков 
бросили вверх со скоростью и, 

А. Дроздов 


Ф97. Виток изолированного про- 
вода изогнут в виде восьмерки, коль- 
ца которой имеют радиусы г, = 1 см 
и г, = 3 см. Виток находится в ма- 
гнитном поле с индукцией В=10* гс, 
перпендикулярном плоскости витка. 

Изоляция провода рассчитана на 
напряжение 10 в. Произойдет ли 
пробой изоляции, если магнитное 
поле резко выключить? Время вы- 
ключения поля 10-3 сек. 


Л. Г. Асламазов 
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ЗАДАЧНИК ПВанта 





Решения 


В этом номере мы публикуем 
решения задач М31—МЗ3 


МЗ1 


Квадратный лист бумаги разрезают по 
прямой на две частн Одну нз полученных 
Частей снова разрезают на две части, н так 
делают много раз. Какое нанменьшее число 
разрезов нужно сделать, чтобы среди полу- 
ченных частей оказалось ровно сто двадцати- 
угольннков? 

При каждом разрезании общее 
число кусков бумаги увеличивается 
на 1 (так как один кусок пропадает 
и появляются два новых), поэтому 
после л разрезов будет (п--1) кусков 
бумаги. 

Подсчитаем теперь, каким может 
быть общее число вершин во всех кус- 
ках вместе после л разрезов. При каж- 
дом разрезании общее число вершин 
увеличивается либо на 2 (если резали 
через две вершины), либо на 3 (еслн 
резали через вершину и сторону), 
либо на 4 (если`резали через 2 сторо- 
ны). Так как сначала было 4 верпи- 
ны, то после п разрезов во всех кусках 
вместе будет не больше чем 4п +4 
вершины. 

Предположим, что после № 
разрезов получилось 100 двадцати- 
угольников. Так как при этом общее 
число полученных кусков будет М-1, 
то, кроме этих двадцатиугольников, 
будет еще М-- 1—100 кусков. Каждый 
из этих кусков будет иметь ие меньше 
трех вершин, поэтому общее число 
вершин во всех кусках будет не мень- 
ше чем 100.20-- (М—99).3. Как было 
доказано раныше, это число не боль- 
ше чем 4№-4. Значит, 


4М--4—100.20--(№М—99).3= 
=3№М-{-1703, 
откуда М№-—1699. 
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Итак, мы доказали, что нельзя 
получить 100 двадцатиугольников, 
сделав меньше чем 1699 разрезов. 
Это основная и самая трудная часть 
доказательства. 

Покажем теперь, как можно по- 
лучить 100 двадцатиугольников, сде- 
лав 1699 разрезов. Вот один из спо- 
собов: разрежем квадрат на 100 пря- 
моугольников (99 разрезов) и каж- 
дый прямоугольник за 16 разрезов 
превратим в двадцатиугольник, от- 
резая от углов треугольники (1600 
разрезов). Всего будет 1699 раз- 
резов. 

Ответ. Можно получить ровно 
100 двадцатиугольников, сделав 1699 
разрезов, а сделав менышее число 
разрезов, 100 двадцатиугольников по- 
лучить нельзя. 


Точно так же можно узнать. какое нан- 
менышее число разрезов нужно сделать, что- 
бы получнть ровно Ё {-угольников. 

Точное решение этой задачи прислали 
Д. Григорьев из Ленинграда н В. 'Ливщин 
из Запорожья. 


И. Н. Бернштейн 


МзЗ2 


Во всех клегках таблнцы 100х КО стоят 
влюсы. Разрешается одновременно нзменить 
знаки во всех клетках одной строки или од- 
ного столбца. Можно ли, проделав такие опе. 
рации несколько раз. получить таблицу, где 
ровно 1970 минусов? 

Пусть в Ё-й строке мы изменили 
знак х,; раз, в А-м столбце — ул раз. 
Тогда в клетке, стоящей на пересе- 
чении /-й строки и А-го столбца, знак 
изменится х,Ру» раз. Следователь- 
но, в этой клетке будет стоять минус 
в том и только в том случае, когда 
хук нечетно. Таким образом. об- 





® —_-=3=<ьео-- $5 


© 


Рис. |. 


щее количество минусов в полученной 
таблнце зависит только от четности 
чисел х; и у,; на рисунке | вместо 
зетных чисел поставлены нули, вмес- 
то нечетных — единицы. Пусть х — 
число нечетных чисел среди х;; у — 
число нечетных чиеел среди у» (на 
рисунке х=5, и = 4). Тогда, как 
нетрудно посчитать, общее число 
минусов в таблице будет равно 


х(100—иу)-= (100—хуиу = 
—=109х-- 100,у— 2ху, 


где х, у — целые. 

Теперь вернемся к нашей задаче 
и докажем, что ответ в ней отрица- 
тельный, т. е. 1970 минусов получить 
невозможно. Предположим, что нам 
удалось получить ровно 1970 мину- 
‘сов. Тогда 1970 = 100х--100,—2ху, 
откуда 


ху — 50х — 50у--2500 =1515. 


Разложив левую часть на множи- 
тели, получаем 


(х—50) (у—50) = 1515 = 15.101. 
Имеем 
—50=х—50<50, —50<у—50=50. 


Поскольку число 101 простое, то 
либо х—50, либо у—50 должно де- 
литься на 101 (ведь их произведение 


делится на 101). Но из предыдущих 
неравенств тогда следует, что либо 
х—50, либо у—50 равно 0. Итак, 
мы получили противоречие, которое 
доказывает, что ровно 1970 мннусав 
получить невозможно. 
Правильное решение прислал Д. Гри- 
горьев.. 
А. В. Зелевинский 
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Имеется натуральное число п > 1000. 
Возьмем остатки от деления чнела 27 на 
числа |, 2, 3,.. п н найдем сумму этих 
остатков. Доказать, что эта сумма больше 
2п. 

Обозначим сумму остатков от де- 
ления 27 на числа 1, 2,..., п через $. 
Мы усилим утверждение задачи и до- 
кажем, что при п>>1000 $,„>3,5м. 
Попутно мы докажем тем же мето- 
дом, что 


5 >> = (1085 й— 4) 


при любом п. 

Мы следуем, в основном, решению 
Д. Григорьева из Ленинграда. Реше- 
ние основано на очень простом сооб- 
ражении: 2” не делится нацело ни 
на какое нечетное число, отличное 
от |, значит, остаток от деления 9” на 
такое число не меньше 1. Отсюда лег- 
ко вывести, что для Любого нечет- 
ного >] остаток от деления 2” на 
21 не меньше 9. Лействитенано, 
пусть остаток от желеняя 97-1 на 
Е равен г. то есть 2И-=тА--г, где 
0 л< А. тогда 2"=т(21)--2, где 
0—2 г«ЗЭ В, то есть остаток от де- 
ления 27 на 2'Ё равен 2, и так как 
ГО, то этот остаток не меныше 2%. 

Отсюда следует. что во всяком 
случае 


5„ > 1.-(количество не превосходя- 
щих п чисел вида 2+1 А+ 
+2. (количество не превосходящих 
п чисел. вида 2(26 +1), А+ 
-+ 2?. (количество не превосходящих 
п чисел вида 2°(2е +1), ЕП 


2-19. {количество не превосходящих 
чисел вида 9'(2-41), ВИ, (*) 
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где { определяется условиями 3-2 п, 
3.21 > п (нет смысла брать боль- 
шее |, так как тогда выражение в 
скобке будет равно нулю). 

Что можно сказать про правую 
часть этого неравенства? 

Рассмотрим (:+-1)-е слагаемое: 
2(...). Число, стоящее в скобке, 
равно, очевидно, числу не превосхс- 
дящих п СНОВ и тичеСКой прог- 
ресснн 3.2, 5.9, 7.5, ..., то есть 
прогрессии с первым членом 3-2 и 
разностью ее 2!. Число таких членов 


— 3.21 Л 
не меньше а и, значит, 1-е сла- 


гаемое правой части 


п 3 
а. 
рещение задачи на этом окончено. Все 
остальное — это различные преоб- 
разования правой части (*) с помощью 
полученных неравенств. Заменим, на- 
пример, сумму в правой части (*) пер- 
выми восемью слагаемыми. Тогда мы 
получим 


неравенства 


не меныше В основном, 


ма 
=%2> 
{=0 


28-1 -2' 3,51 + (3-— 384). 


п 
в 


При п>>1000 выражение в скобке 
положительно и, значит, мы доказа- 
ли, что 5,„>>3,5п при п>>1000. Тем 
самым задача МЗЗ полностью решена. 

Однако можно получить более 
точное неравенство. Просуммируем 
все члены правой части (*); получим: 


3 з { 
—-5»%2> 
р=0 
>(+1--- 


Воспользовавшись 
3-2, 3-21 > и, 


о 5 102 -п= 


Е 


3.271 

——. 
неравенствами 
найдем, что 


сы р 2) > -> (ют — 4). 


Эта формула показывает, например, 
что если л>>21094, то $,„>500 п. 
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Задача. Сумма остатков от деления 
чисел 2+1 21+ иа нечетное число по>1| 


в т 1 ] 
льше, чем — Тост я 

С помощью этой задачи, решение кото- 
рой будет приведено ниже, можно доказать, 
что для бесконечного числа значений л 
сумма $п на самом деле гораздо больше, чем 


—5_ (108.п — 4), то есть можно доказать, что 


п 
оценка $л > —5 (орз — 4) очень груба (по 


крайней мере для бесконечного числа значе- 
ний п). Это и неудивительно, так как наш ме- 
тод доказательства ке учитывал многих обсто- 
ятельств. Например, мы использовали толь- 
ко то, что остатки от деления 2" на нечетные 
числа отличны от нуля, в то время как эти 
остатки часто бывают довольно большими. 
Вместе с тем, величина $ с ростом л не мо- 
жет расти слишком быстро, так как очевидно, 
п (п— 1) 
что $ 1+2... (и = 
Нам кажется вероятным, что справедлива 
такая гнпотеза: 

Гипотеза ]. а) При достаточно боль- 
ших л верно неравенство $п <“; 

6) существует положительное число 
<>>0 такое, что сп $. 

Мы не умеем ни доказывать, ни опровер- 
гать эти утверждения. Более того, мы не 
знаем, справедлива ли более слабая 

Гилотеза 2. Существует положи- 
тельное число с>>0 такое, что неравенство 
сп? $, выполняется при бесконечном 
числе значений п. 

Если вам удастся доказать или опровер- 
гнуть одну из этих гипотез, присылайте нам 
ваши рассуждения. Если они окажутся ин- 
тересными, мы опублнкуем их в одном из 
иомеров журнала. В качестве слабого под- 
тверждения гипотезы 2 может быть доказана 
следующая 

Теорема. Для бесконечного числа 
значений л выполняется неравенство 

13 + 


бп > 132 ют 


Теорема выводится из задачи следующим 
образом. Рассмотрим сумму Хь остатков от 
делёния чисел ча ..2 на число #. 
Согласно задаче, при нечетном & сумма ХА 
достаточно велика, поэтому н число Х, -- 
Я. -- ...- Ж велико. Но, как легко за- 


п? 
*) Число ПЯоки " при больших п гораз- 


до больше, чем число —5- (Юв.п —4). Не- 


трудно доказать, и. что при до- 
статочно большом п отношение этих чисел 
больше Ия. 


метнть, $: + 5-+...{+$81=Я, +... + Ха. 
поэтому сумма, стоящая в левой частн, также 
велика и, значит, одно из слагаемых, ска- 
жем 51, также велико. Аккуратное проведе- 
ние доказательства мы предоставляем чита- 
телю. Перейдем теперь к решению задачн. 
Решение задачи. Выпишем 
остатки от деления чисел 2+1... 21+Ё 
на т и будем ставить между двумя последо- 
вательными остатками «галочку», если пер- 
вый больше второго. Тогда, во-первых, ос- 
ое стоящий перед галочкой, больше 


-- ‚ во-вторых, количество чисел между 


двумя последовательными галочками мень- 
ше 10о#).2т, так как остатки между двумя га- 
лочками образуют геометрическую прогрес- 
сию с0 знаменателем (действительно, 
2108:2т— 1 т)>т-—1, а всякий остаток не 
больше т—1). Таким образом, число проме- 


жутков между галочками больше —_——_— 1 
юр. ат 
н так как в коице каждога промежутка стоит 


т 
число, большее —5-, то все доказано. 


А. Г. К иниренко 


В этом номере мы публикуем 
решения задач Ф43, Ф48— Ф51 


Ф43 


Найти давление в центре жидкой пла- 
неты радиуса Ю, если жидкость несжима- 
ема и имеет плотность р. 


Разобьем объем планеты на тон- 
кие сферические слои толщиной Аг. 
Легко показать, что  равнодейству- 
ющая гравитационных сил, действу- 
ющих со стороны слоя на частицу 
внутри этого слоя, равна нулю. Дей- 
ствительно, рассмотрим для этого ко- 
нус с малым углом при вершине, в 
которую помещена частица массы т. 
Конус вырезает из слоя участки пло- 
щадями $; и $» (рис. 1). Если масса ве- 
щества, приходящегося на единицу 
поверхности слоя, равна п, то грави- 
тационные силы, действующие на мас- 
су т со стороны участков $, И $», 
равны 








трз туз 
ЕР: =т 2. Р.=у 5; 
1 Г2 


НО 


$1 = 
— 60$ 6; = сз с, = © 
п го 


(2 — телесный угол при вершине 
конуса), а а,=9@.,; заштрихованные 
треугольники подобны, то ‹.есть 
ОА М1 — --ОА,МЬ, — ОА,В, == 
= -=ОА,В. (они опираются на одну и 
ту же " дугу) и а, = =0А.В,— 
—.ОА о В.——-ОА ,М,. 
Поэтому =. 
п # 

Е.=Ёо, то есть эти силы взаимно 
уравновешивают друг друга. Проведя 
аналогнчное рассмотрение для других 
участков слоя, мы и докажем сделан- 
иое утверждение. 

Сила, с которой притягивается 
элемент слоя А$Аг к центру планеты, 
равна. 


Благодаря этому 


4 
— л/зр&5Агр 


Е =% т 
где г — расстояние от этого элемента 
до центра планеты. Отсюда найдем, 
что увеличение давления на участке 
толщиной А$ равно 


Е. 


и В 2 
=; =-3- Пр гАг. 


Поэтому давление на расстоянии /% 
от центра планеты будет равно 


4 
р = ро+ 3; лур"ХгАг. 


Так как сумма гАг равна площади 





Рис. [. 
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Рис. 2. 


фигуры, ограниченной графиком у=г 
и осью г (рис. 2), то 


УгАг Е Мм 


Поэтому 
р = р > лур 2—0); 


Ри, — давление на поверхности пла- 
неты, которое можно принять равным 
нулю. Тогда 


2 2 
р =з пур{В?—19). 
В центре планеты (г. =0) давление 
будет равно 


2 р 
р. -= 2 луо?Ю2. 


$48 


На вал якоря линамоманиия измютачна 
веревка, к которой прикреплен груз. Опус 
каясь. груз вращает якорь. Когда якор 
достаточио раскрутилея. К клеммам дина 
момашины присоёдиняни сопротивление н 
грузеи. Изобразите на грэфщкс зазисимост 
скороети вращения якоря от времени < мо- 
мента’ начала движения» груза 

Так как до подключения нагруз- 
ки момент внешних снл, действую- 
щих на якорь, постоянен, то якорь 
вращается с постоянным угловым ус- 
корением и его скорость увеличива- 
ется пропорционально времени. 
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После подключения нагрузки по 
обмотке якоря пойдет ток. Благода- 
ря этому на якорь в магнитном поле 
статора будет действовать момент сил, 
пропорциональный (как и сила, дей- 
ствующая в магнитиом поле на про- 
водник с током) величине тока. Этот 
момент сил тормозит вращение яко- 
ря. Так как ток, идущий по обмотке 
якоря, пропорционален э.д.с. индук- 
ции, возникающей в обмотке, а э.д.с. 
индукции, в свою очередь, пропор- 
циональна скорости изменения маг- 
нитнотго потока,  мроиизывающего 
обмотку, то есть угловой скорости 
вращения якоря, то при некоторой 
угловой скорости в, момент силы, 
действующей на якорь со стороны 
груза, будет равен моменту тормозя- 
щей силы, действующей на якорь 
в магнитном поле. в, и есть ско- 
рость  устаиовившетося вращения 
якоря. 

График зависимости скорости вра- 
щения якоря от времени показан на 
рисунке 3: красной линией —для слу- 
чая, когда скорость вращения якоря 
в момент подключения нагрузки бы- 
ла меньше во, и синей — когда онабы- 
ла больше в.. 


Ф4® 


Ц-образизя трубка заполнена водой 
{рие. 4}. Иа одного колена воздух удален; 
давление воздуха в другом колене при тем- 
пературе Т,=20бС равио атмосферному 
Оба коаца трубкн запаяны. Какой будет 
разность уровней воды в коленах. если труб- 
ку лагреть до 7== 100? С? 





Рис. 3. 





Рис. 4. 


Давление в левом колене равно 
давлению насыщенного пара. В пра- 
вом же колене находится как воз- 
дух, так и водяной пар, и давленне 
равно сумме парциальных давле- 
ний воздуха и пара. Причем пар ‘в 
правом сосуде тоже насыщен, и его 
парциальное давление равно дав- 
лению пара в левом колене. Поэто- 
му, рассматривая равновесие воды, 
мы можем не учитывать давлений 
пара -в левом и правом коленах. 

Запишем условие равновесия во- 
ды в трубке при Т.=20° С: 


ЕР, Ру-= БИЯ. 
Отсюда 


Во = 10 Ж. 
05 


При 100°С давление воздуха в 
правом колене станет равным Р, а 
разность уровней воды в коленах Й. 
При этом 


ран-= Р. (*) 


Р связано с Р, объединенным газо- 
вым законом: 





и 1—6 = 1, (#1). Так как У, = 
= 1$, У = 1$ ($ — площадь сечения 


трубки), то отсюда найдем 


и 15 
1 
ю-+-5 #— №5) 





Подставляя это выражение в урав- 
нение (*), получим 


Ро Т [о 
=- — —- ] й 
РЕ То Ан 
или 
и 
ы ю-- — Ай 
Полагая, что АВ, полу- 
чим 
В Ре 13 м; 
© То 


АВАЗ м, АВ = 1,5 м < = 15 м. 
Это означает, что, пренебрегая 1/,АЙ 
по сравнению с 1, мы получили ре- 


‘зультат, малоотличающийся от точ- 


ного. 
Ф50 
На газдком нзонтальном стояе леждт 
ва одипаковых кубика с массами п со 


ненных пружникой жесткости А и длины 


в норастянутом состоянии. На левый кубик 
(рне. 57 внезавно мамчнинает действовать по 
стоянная ло величнне н направлению сиза 
Р. Найдите минимальное и макслмадьное 
расстояния между кубиками ‘ппи дальней- 
шем движении системы 


Пусть расстояние [ между куби- 
ками минимально или максимально 
(будем говорить «экстремально»). Тог- 
да оба кубика движутся с одинаковой 
скоростью о, и кинетическая энергия 


ту? 
системы равна 2 А то?. В то же 





Рис. 5. 
ку 


В одхом из скверов Краснодара 
имеется круглая цветочная клумба, 
расположенная в центре квадратно- 
го сквера АВСР (рис. 1}. Два дру- 
га —Вася и Петя — ходят в школу 
как раз через этот сквер. Причем иног- 
да они выбирают путь АМС (красная 
линия), в другие дни — путь АРС 
(синяя линия). Васе кажется, что 
первый путь короче. Петя считает, 
что короче второй путь, и вот почему: 
круг, который им приходится обхо- 
дить, имеет довольно большой радиус. 
«Конечно, — говорит Петя, — если 
бы радиус круга был невелик или 
если бы клумбы совсем не было, то 
путь по днагонали АС был бы явно 
короче ломаной линии АРС (рис. 2). 
Но размеры круга немалые, и если 
допустить, что круг был бы виисан в 
квадрат, то — рассуждает Петя — мы 
имели бы такую картину, как на ри- 
сунке 3». Теперь и Вася убедился, что 
синяя линия короче красной: по «си- 
ней» дороге надо идти все время «пря- 
мо», сделав только один поворот, по 
«красной» же дороге надо сделать 
несколько поворотов, а иногда даже 
как бы возвращаться назад. 

Два друга решили рассеять свои 
сомнения таким образом: от точки А 
они пошли разными путями: Вася 
через сквер по красной линии, Петя — 
в обход — по синей линии. В точку С 
они прибыли почти одновременно. 
Спор остался нерешенным. Тогда они 
пошли обратно (каждый свогй доро- 
гой) к точке А. Теперь Петя пришел 





Рис. 1. 






АВ 
РУГА 


М. М. Лиман 


раньше Васи. И спор был решен окон- 
чательно в пользу Пети. Правда, 
Васе показалось, что Петя шел быст- 
рее, чем Вася. 

Дома Вася решил сделать матема- 
тические вычисления, обозначив ра- 
диус круга через Ю, а сторону квадра- 
та через а. 

— Странно, — подумал Вася, — 
ответ на вопрос задачи не зависит от 
величины радиуса круга. Впрочем, — 
продолжал он свою мысль, — можно 
было обойтись и без вычислений: ведь 
всякая объемлющая линия, как из- 
вестно, длиннее всякой объемлемой, 
имеющей те же концы. 

Какие вычисления выполнил Вася 
и к какому результату он пришел? 
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раньше Васи. И спор был решен окон- 
чательно в пользу Пети. Правда, 
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рее, чем Вася. 
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ЧТО ЗДЕСЬ-—ТЕРЯЕМ 


ИЛИ НАХОДИМ? 


В. А. Петров 


Почти каждая письменная экзаменационная работа по математике 
включает в себя то или иное уравнение. Решая его, экзаменующийся 
должен не только безошибочно провести выкладки, необходимые для 
получения ответа, нс ин объяснить правомочность этих выкладок. Нужно 
уметь анализировать каждое из проделанных преобразований: приводит 
ли оно к равносильному уравнению, не угрожает лн потерей или приоб- 
ретением решений. 

Вопросы тактики «борьбы» с посторонними корнями и с потерей 
корней были рассмотрены в статье А. Г. Мордковича «Кто-то теряет, 
кто-то находит» («Квант» № 5, 1970)*). Теперь мы предлагаем вам про- 
верить, достаточно ли твердо вы владеете этой тактикой. Сначала при- 
водятся решения уравнений. Вам нужно проанализировать эти решения 
и ответить на следующие вопросы. Правильный ли получен ответ? Если 
нет, то что здесь — теряются корни или находятся посторонние? Почему? 
Каков правильный ответ? Сравните ваши соображения с нашими, поме- 


щенными на странице 62. 


1. 23т4х = у2(1— с0$4х). 
Рещшенне. Воспользовавшись 
формулой 
2512 = [ — с0$ 2а,, 


получаем 
) 2 т 4х = у 4 5112 2х 


или 
зи 4х = зп 2х, 


что уже очень легко решается. 
л 


л 
Ответ; х=ил их = пб, 


где п =0, +1, +2, ... 


*) Более детально эта «тактика» осве- 
щена в очень полезной для абитуриентов 
книге Г.В. Дорофеева, М. К. По- 
тапова, Н.Х. Розова «Пособие по 
математике для поступающих в вузы», 
М., «Наука», 1970. 
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2. 8 с0$ хс0$ 9х с0$ 4х = 1. 


Решение. Умножив обе части 
уравнения на зп х и трижды восполь- 
зовавшись формулой синуса двойного. 
угла, получим простое уравнение 


эт 8х = 9пх. 


Ответ: х= (21+ 1) и х= 


= 21 „где п — любое целое число. 


3. чп (= агесозх) =]. 


Решение. Из данного уравне- 
ния находим 


5; 
агссо$ Хх = >. -- 10пл 


"=0, +1, +2, ...). 


Отсюда, по определению агссоз х, полу- 
чаем х= с0$ ; :- Олл }- 0. 
Ответ: х =0. 
4. 108.1 (х*—5х--7) = 1. 
Решение. Найдем ОДЗ: 


х? — 5х +7>0, х—1> 0, 


откуда х>1. Согласно определению 
логарифмической функции, имеем 


х2—бх-ЕТ = х— 1х, =2, х, = 4. 


Так как оба значения входят в ОДЗ, 
то они и являются решениями исход- 
ного уравнения. 


5. УХ Ти =1. 


Решение. Возведем обе части 
уравнения в куб: 


3х— 243 Их Пе-Пх 


ху Г=|. 


Выражение в скобках представ- 
ляет собой левую часть исходного 
уравнения — его можно заменить 
правой частью. После этого уравне- 
ние приводится к Виду 


(2—1 х— = — >»). 


Ответ: х =, Хх, = Ё, 
6. Может ли уравнение 


Их-аух+ь чух=с 
иметь бесконечно много решений? 


Решение. Перенесем ух на- 
право и возведем обе части в квадрат: 
хфаих-+Ь = с" — вихчх. 
После приведения подобных членов 
получаем: (а+2с) ух-=с*—6. При 
а + 25 =0 и =? — В = 0 (и только 
в этом случае), уравнение обращается 
в тождество, справедливое при всех 

неотрицательных х. 
Ответ: уравнение имеет беско- 
нечно много решений при а = —2си 


Ь = с. Решениями в этом случае 
являются х—0. 


7. 


х 


соз Ия) х—7л ыы]. 








Решение. Если при возведе- 
нии в степень некоторого положи- 


тельного числа получилась единица, 
то это означает, что либо само число 
равно 1, либо показатель степени ра- 
вен нулю. Поэтому решениями данного 
уравнения будут те и только те х, 


при которых [с0з |1 или х?-|- 
-- (7—л)х —7л = 0. 
Ответ: х=-—7Т, х=я и 
х = 9пл, где п=0, +1, +2, 
о 
2х + Зи = 22. 


Решение. Выразив х из вто- 
рого уравнения и подставив в пер- 
вое, получим: 5? — 132у -+- 448 = 0; 


и: =4, и. Подставляя в пер- 


вое уравнение у =4, получаем х = 


= +5, а при ие Хх +1. 


Ответ: (4, 5; (4,5); 


(2 ча Е 113 

9 ах -- у | 

х-+ ау =1. 

Решение. — Умножив первое 
уравнение на —а и сложив уравне- 
ния, получаем  (1—а2)х =1 — а. 
Умножив второе уравнение на —а и 
сложив уравнения, получаем 

(1—2) у=1— а. 

Ответ: при а = — система 
не совместна, при а = 1 любая пара 
чисел (х, у) является решением и 
при а5=-1 система имеет единствен- 


ное решение х =у= 





а+1` 
ху + 2ху? + уз = 24. 
Решение. Разложим левые ча- 


сти уравнений на множители и поде- 
лим первое уравнение на второе: 


уху) = 24, 
у— Зху-- 2х? —=0. 
Решая эту систему, находим 


рева 
Ответ: в=и=у их, = 


В. а а. 
= у-=. "= 9 
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Вступительный письменный экзамен 
по математике на факультете 
вычислительной математики 


и кибернетики МГУ в 1970 году 


Ш.А. Алимов, Ф. П. Васильев, В. П. Моденов 


В последние два десятилетия значение математических наук в об- 
щей системе человеческих знаний возросло неизмеримо. Главной при- 
чиной этого является развитие вычислительной математики. Создание 
электронных вычислительиых машин произвело настоящую революцию 
не только в вычислительных возможностях и методах, но и в самом ха- 
рактере применения математики. Стало ясным, что качество и количест- 
во математических машин, их применение и системы управления ими 
являются неотъемлемой составной частью, определяющей научио-тех- 
ческий уровень страны. 

В связи с этим возникла необходимость подготовки математиков 
новой специальности. В 1970 году в Московском государственном универ- 
ситете имени М. В. Ломоносова был открыт новый факультет — факуль- 
тет вычислительной математики и кибернетики. В том же году был про- 


изведен первый прием на этот факультет. 


На письменном экзамене по мате- 
матике каждому поступавшему был 
предложен вариант из пяти задач, 
на решение которых отводилось 4 ча- 
са. Для получения удовлетворитель- 
ной оценки нужно было решить более 
двух задач. Отличная оценка вы- 
ставлялась за правильное решение 
всех пяти задач. 

Разберем для примера типичный 
вариант, составленный из задач, пред- 
лагавшихся на письменном экзамене. 


Варнант 0 


1. Определить все действительные зна- 
чения а, при каждом из которых уравнение 


2034 — (а—2)с05$х—З(а- 1)=0 
имеет решение, и найти все эти решения. 
2. Решить уравненне 
ПИ юа, х[=3- |2 — ЮЕух|- 
3 3 
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3. Из города А в город В, находящийся 
на расстоянии 240 км от А, со скоростью 
40 км/ч выходит автобус. Одновременно с 
ним из В в А с постоянной скоростью 
и км/ч выезжает автомобиль. Через полчаса 
после встречн автомобиль, ие доезжая до 
города А, поворачивает обратно н с прежней 
скоростью движется по направлению к В. 
Определить все те значения и, при которых 
автомобиль приходит в В раньше, чем ав- 
тобус. 

4. В треугольнике АВС длина стороны 
ВС равна среднему арифметическому длин 
сторон АВ и АС. Угол А равен я. Найти 
углы Вн С, считая, что ВС. Исследовать, 
прн каких значениях угла © задача имеет 
решение. 

5. В прямом круговом конусе с вершиной 
$ угол между высотой $0 и образующей ра- 
вен Фф. На плоскости основания вне конуса 
выбраны две точки А и В так, что прямые 
ЗА и $В взаимно перпендикулярны и обра- 
зуют © высотой $0 углы, соответственио 
равные © и В. Вычислить угол между обра- 
зующими, по которым боковая поверхность 
а пересекает треугольники ОЗА н 
0 


Разбор залач 


1. Заметим, что 0<с0$2х<1 при 
всех х. Тогда с помощью подстановки 
с0$2х = ф уравнение приводится к 
системе: 


1 — (а— 2) —З{(@а+1=0 
9=#=1, 


которая имеет решение & = 
—1=<а<0. Следовательно, 


с032х =а- }, (1) 
где —1<а=0. Отсюда 


а-+1 при 


х = агссо$ Иа 1+ лл 
п-О. = =2,..: —15459. 
Большинство поступавших с ре- 
шением этой задачи справилось. Часть 
абитурнентов неверно решила урав- 
нение (1), ошибочно полагая, что 


агссоз (—Ма-+ 1) = агссоз Уа-+1, и 
потеряла решения, соответствующие 
уравнению созх = —"а+ 1. Некото- 
рые абитуриенты не указали всех 
значений а, при которых существуют 
решения задачи. 

2. Область допустимых значений 


неизвестного: х>>0. Перепишем урав- 
нение в виде 


П+Я=з+Р— 1, (1) 


где { = 106 ,х. Последовательно рас- 
3 


смотрим промежутки 1=—1, 
—1<2<2, Е=2. При {1—2 имеем 
1-5 = +52, (2) 


то есть уравнение (1) удовлетворяется 
тождественно при всех {->2. Далее 
убеждаемся, что уравнение (1) при 
{= —1 и—1< «<? не имеет решения. 
Таким образом, решением уравнения 
(1) являются все 2—2. Отсюда 108 1 х>= 
3 
—>2, и с учетом области определения 


находим 
0 х=— М. 


Некоторые абитуриенты, заметив 
тождество (2), писали, что уравнение 
удовлетворяется тождественно при 


всех Ё не учитывая ограничения 
2. 


3. Пусть & (4) — время движения 
автомобиля до первой встречи с ав- 
тобусом. Так как автомобиль и авто- 
бус выехали одновременно, то спра- 
ведливо равенство 


401 + и = 240. (1) 
те повернул обратно через 
+ = > (4) после выхода из города В и, 
а вернулся в В через 


2Е+-1 (ч). Автобус после первой встре- 
чи а ОЕ (км), затратив на этот 


путь 26 с 4. Таким образом, авто- 


бусу потребовалось на весь путь от 
А до В 1+5. с (4). Для того, чтобы 


автомобиль и в В раньше, чем 
автобус, должно выполняться нера- 
венство 


214+1<#+5. (2) 


По условию автомобиль повернул 
обратно, не доезжая до города А. 
Поскольку в момент первой встречи 
он находился от А на расстоянии 
40 (км) и в течение получаса прошел 


# 
путь —-, то это условие нриводит 
к неравенству 


7 < 401. (3) 


Объединяя (1), (2) и (3), мы прихо- 
дим к системе: 


401 -- иё = 240, 
214+1<1+4, 


о 
2 < 404. 


240 
и +40 
и подставим в неравенства (2) и (3). 
Совместно решая получающиеся при 
этом неравенства относительно и, 
иайдем 56<<3120. 

С составлением уравнения (1) и 
неравенства (2) справилось боль- 
шинство абитуриентов, хотя некото- 
рые из них заменяли знак < в (2) 
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Из уравнения (1) кайдем = 


на знак <. Основная доля ошибок 
была вызвана условием (3), так как 
многие абитуриенты не поняли необ- 
ходимости этого требования и огра- 
ничились лишь решением системы, 
полученной из (1} и(2). 

4. По условию 





_ АВЕАС 
вс ==. (1) 
С помощью теоремы синусов найдем 
&псС ял В 
АВ=ВС-, АС=ВС те 


и подставим в (1). Получим 
шВ-япС =2япо, 














зп + соз 8—6 = та. 
2 2 
Так как 
ВС=л—а, (2) 
‚ В--С _ а 
то ЯП =5с0$-, и 
в-—С < 
с0$ —5 = 25 --. (3) 


Поскольку по условию ВС и, кро- 
ме того, 0<С<5л, 0<В<5л, то 


0=В—С<л. (4) 

Замечая, что $т-5- > 0, из усло- 

вий (2), (3), (4) для определения 
В и С имеем систему: 


В—С= 2агссоз (2 9п-® 


: (5) 
В+С=л—а. 
Из (5} находим 


==“ + агссоз (2 5 -5-, 





2 
(6) 


я — 
С= 2 





& = а 
— агссо$ (2 п г | 


Таким образом, для всех значений с, 
при которых существует треугольник 
АВС, удовлетворяющий всем усло- 
виям задачи, величины углов Ви С 
вычисляются по формулам (6). 
Исследуем, при каких значениях 
@ задача имеет решение. Из (6) необ- 
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ходимо следует |2 2 |<! . Так 


как 0<а<л, то отсюда 0 < Уп >< 


<-. и, следовательно, 0 < а&= =. 
При найденных значениях @ величи- 
ны А =а, Ви С, определяемые по 
формулам (6), положительны и в сум- 
ме равны л. Для доказательства этого 
достаточно проверить условие С > 0, 


ибо 0«а=- и, как следует из 


(6), ВС, «+ В-ЕС=л. 
Покажем, что С>>0 или, согласно 


(5), 


д—а 


5 > агссоз ( Ут 5) . @) 





Так как соз х на отрезке 0<хо<я 
монотонно убывает, а величины 


ее . [= 
© и агссоз Ё т = принадлежат 





2 
этому отрезку, то, вычисляя косинус 
от обеих частей неравенства (7), имеем 


пи“ . [22 . [22 
5 — М1 -- < 23 --. При 


д 
0<а<-- это неравенство верно. 


С05 





Повторив наши рассуждения в об- 
ратном порядке, убеждаемся в спра- 
ведливости неравенства С>>0. 

Таким образом, треугольник АВС 
с углами А =а, В>С и удовлетво- 
ряющий условию (1) существует, при- 
чем углы В и С выражаются форму- 
лами (6), 0 <“. 

Многие поступавшие, получив си- 
стему для определения В и С, не 
смогли ее решить, а некоторые вы- 
писали ответ в виде (6), но не иссле- 
довали, при каких значениях & 
задача имеет решение. Часть аби- 
туриентов указали лишь случай 
равностороннего треугольника 

д 

5. Пусть х — искомый угол между 
образующими 5А, и $В:, по которым 
бсковая поверхность конуса пересе- 
кает треугольники ОЗА и О$В (см. - 


рисунок): 3 А5В ==, 30$А = а, 





-ОЗВ = В, 2 О$А, =-05$В, = $. 
Вычислим косинус угла А.ОВ., яв- 


ляющегося линейным углом дву- 
гранного угла, образованного пло- 
скостями треугольников О$А и ОЗВ. 
Для этого найдем Д.В? по теореме 
косинусов из треугольника’ А,5В, и 
из треугольника А,.ОВ., а затем 
приравняем полученные выражения. 
Получим 


А,5?+В,52—2А 1:8 - В15 - 60$ х = 
= А,02+В,0?—2А,О.В,Ох 
Жсо$ «Хх А,ОВ,. 


Так как А,$5? = $02--А,0>?, В,5*= 
—= $02--В,0>?, то отсюда следует ° 


2А.О.В,О-с0о$-ХА.ОВ == 2А.5Х 
х В, $ -с0$ х— 2052. 


Подставим в это выражение 4,0 = 


= В:0 > 05-4, А-В 


с0$ф 





и после сокращения на 20$? получим 


157-03 2 А,ОВ, = паз! или 
со 2 А.ОВ, = “СОЯ. {1} 


Из треугольников АЗВ и АОВ имеем 
с05-5АОВ=— свасВ. (2) 
Так как->АОВ = 2А.ОВ|, то, при- 
равнивая правые части равенств (1) 
и (2), получим 
с0$ х = 6052 ф — чп? фева с В, 
откуда окончательно: 


х = агссо$ (с0$2 ф—$112 ф рас В). 


С этой задачей справились немногие 
поступавшие. 

Заметим, что формулы (1) и (2) 
выражают зависимость между внут- 
ренним двугранным углом и плоски- 
ми углами при вершине трехгранного 
угла. В общем случае, если А, В и. 
С — внутренние двугранные углы, 
противолежащие соответственно пло- 
ским углам а, В и  трехгранного уг- 
ла, то справедливы формулы: 


с0$ @ -— 0$ В с0$ф 


с05А = - : 
эт В зтф . 
с05$ В — 0$ 
с0$ В = _605В — с05 @ с0$ у. 
яп @ т , 
с0$ 7 — с0$ @ с05 
ов: ОНА НОВ, 


$11 0 1 В ; 
которые выводятся так же, как и фор- 
мула (1). Эги формулы могут ока- 
заться полезными при решении мно- 
гих стереомстрических задач. 

В заключение предлагаем само- 
стоятельно решить следующий ва- 
риант, предлагавшийся на, письмен- 
ном экзамене. 


варнант | 


1. Определнть все действительные зна- 
чения а, при каждом из которых уравнение 
50$ х—9-Г 250% х—(а-Г3З)-=0 
имеет решения, и найтн все эти решения. 

2. Решить уравнение 


Н — юя-- 2 =13 — 08,42. 
5. 6 


3. Из города А в город В, находящийся 
на расстоянии 105 км от А, с постоянной 
скоростью и км/ч выходит автобус. Через 
30 мин вслед за ним из А со скоростью 
40 км/ч выезжает автомобиль, который, дог- 
нав в пути автобус, поворачивает обратио 
н движется с прежней скоростью. Опреде- 
лить все те значения #, при которых автомо- 
биль возвращается в А позже, чём автобус 
приходит в 8. 

4. В треугольнике АВС сторона ВС слу- 
жит основанием полукруга, площадь кото- 

ого равна площади треугольника АВС. 
гол А равен «. Найти углы В и С, считая, 
что В>—С. Исследовать, при каких зиаче- 
внях угла “задача имеет решение 

5. В прямом круговом конусе с вершиной 
5 угол между образующими ЗА и $8 равен 
©, а угол между нх проекциями иа плоскость 
основания равен В. Вычислить угол между 
биссектрисами углов ОЗА и ОЗВ, гле точка 
О является центром круга. служащего 0с- 
нованием конуса. 
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ВСТУПИТЕЛЬНЫЙ ПИСЬМЕННЫЙ 
ЭКЗАМЕН ПО МАТЕМАТИКЕ 
В МФТИ В 1970 ГОДУ 


А. П. Савин, Б. В. Федосов 


Задачи, предлагаемые на вступительном экзамене по математике 
в Московском физнко-техническом институте, всегда привлекали внима- 
ние учителей и выпускииков школ, поскольку уровень этих задач ие- 
сколько выше, чем во многих технических вузах. 

В 1970 году состав задач на письменном экзамене в МФТИ несколь- 
ка изменился. Вместо четырех задач, предлагавшихся обычно, в 1970 году 
билет содержал пять задач (была добавлена одна легкая задача). Такой 
набор задач, видимо, сохранится и в дальнейшем. 

С задачами приемных экзаменов МФТИ предыдущих лет можно 
познакомиться по сборнику «Задачи по элементарной математике»*), 
выдержавшему уже несколько изданий. 

Хочется отметить, что трудность вступительного экзамена по матема- 
тике в МФТИ часто преувеличивают. Тот факт, что после проведения 
всех экзаменов по математике и физике (устных и письменных) сохра- 
няется конкурс в несколько человек на место, говорит сам за себя. 


Чтобы вы смогли получить реаль- 
ное представление о письменном эк- 
замене по математике в 1970 году, 
подробно разберем один из вариантов. 


Вариант 0 


1. Пассажир метро спускается вниз по 
движущемуся эскалатору за 24 сек. Еслн 
пассажир ндет с той же скоростью, но по не- 
подвнжному эскалатору, то он спускается 
за 42 сек. За сколько секунд он спустится, 
стоя на ступеньке движущегося эскалётора? 

2. Решить уравненне 


Че 5х— 24 3—6 5х 102 Зх. 


3. В треугольнике АВС проведены вы- 
соты АР и СЕ. Найти АС, если ВС=а, 
АВВ и —с = К. 

4. В правильном тетраэдре АВСР про- 
ведены два сечения, каждое из которых па- 
ралдельно ребрам АВ и СО. Площадь части 
грани АВС, заключенной между секущими 


*) В.Б. Лидский, Л. В. Овсян- 
ников, А.Н. Тулайков, М. И. Ша- 
бунин. Задачи по элементарной матема- 
тике. М.. «Наука», 1970. 
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плоскостями, на $ см? больше площади 
части грани АСО, заключенной между этими 
же плоскостями. На сколько площадь од- 
ного сечения больше площадн другого? 
5. Найти действительные решения сис- 

темы уравненнй: 

4хиу | и? -{ 22? —= — 3, 

4х2 | Хх? -- 227? — |, 


82 Ну -- 2 = 1. 


Разбор задач 


1. Обозначим через и, — ско- 
рость эскалатора, [2 — его длину и 
через о, — скорость пассажира. Тог- 
да условия задачи запишутся в виде 
двух уравнений: 





Е. 
Е 24, (1) 
ао. (2) 

0? 


и 1 р 1 
РЕ 


Из двух последних уравнений 
сразу находим, что 


1. 
а искомое время равно ля то есть 
1 


56 сек. 

«Изюминка» задачи заключается 
в том, что из системы двух уравне- 
ний (1) и (2) с тремя неизвестны- 
ми нужно найти лишь отноше - 
ние двух неизвестных [ 
и и.. Те абитуриенты, которые пы- 
тались отыскать и Д, и 0,, НО», 
естественно, не смогли этого сделать. 

2. Преобразуем данное уравнение: 


4е 5х — 46 3х = 
= фо 3х (1-5 4 3х 46 5х), (1) 
46 5х — 46 Зх 


Геза» = 169%. 
В последнем преобразовании мы раз- 
делили обе части уравнения (1) на 
1-Е + 3х- +6 5х. При этом мы можем 
потерять корни уравнения (1), яв- 
ляющиеся корнями уравнения 1 
+ {в Зх 48 5х = 0. Преобразуя исход- 
ное уравнение дальше, получаем 
40 2х = 16 3х, 

откуда 
Зх = 2х + Ал (Е=0, +0 -2,...) 
или 

х=Ал (Е =0, +1, +2, ...). 

Проверим, не потеряли ли мы 
корней при делении уравнения (1) 
на 1-45 Зх- 4 5х. Пусть х, — корень 
уравнения 

1 | 4 3х-195х = 0. 

Тогда, ПОСтНВИВ В исходное уравне- 


ние {5 5х, = -=> ‚ получим 
= и — 48 Зл, =0 
или 15?3х; = —1, что невозможно. 


Следовательно, корней потеряно не 
было. 


Ответ: 
х= м (Е =0, +1, +2,,...). 





Рис. 1. ВС=а, ВА=Ь, ВЕ к. 
АС 


Те абитуриенты, которые пыта- 
лись выражать {2 3х и 455х через 
4+5 х и решать полученное уравнение 
относительно +#х, редко приходилн 
к успеху из-за громоздкости выкладок 
и сложности полученного уравнения. 

3. Обозначим -;АВС через &, тог- 
да из прямоугольного треугольника 


АВР (рис. 1) 


ВО = АВ соза = всоза,, 


а из прямоугольного треугольника 
ВЕС 


ВЕ = ВСсоз == асоза. 
Из треугольника ВОЕ по теореме ко- 
синусов находим длину отрезка ЕР: 
ЕР? = а<0$ -- 6260$#— 
— 2абсозЗа. (1) 
Из треугольника АВС также по тео- 


реме косинусов находим длину от- 
резка АС: 


АС? = а? -- 2 — 2афсоза. (2) 


Теперь, используя данное в ус- 


ловии задачи соотношение -х> = К, из 


уравнений (1) и (2) получаем 


(а°-- 5? — 206 с0$ ©) со5? @ 


ее 





Отсюда с05%* = А?. Рещение соз@ = Ё 
соответствует случаю острого уг- 
ла а, а с0$ & = —А — случаю ту- 
пого угла <. Осталось подставить 
найденные значения в уравнение (2), 
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Рис. 2. ЗЕРЕК= Зесме5. 


чтобы получить оба ответа данной за- 
дачи: 


АС = +068 


или 


АС= и 4-62 2464. 


В этой задаче основную трудность 
составляет удачный выбор неизвест- 
ного. Введение угла а в качестве ло- 
полнительного неизвестного дает ко- 
роткое и изящное решение задачи. 
Если же пытаться использовать в 
этой роли другой элемент, например, 
величину отрезка ДЕ, то получается 
гораздо более сложная система урав- 
нений, решение которой часто ока- 
зывалось поступавшим не .под силу. 


А $ 27 2 





4. Рассмотрим  многоугольники, 
получающиеся в сечении (рис. 2) 
тетраэдра указанными плоскостями. 
Нетрудно показать, что и четырех- 
угольник ЕЁСН и четырехугольник 
КЁММ являются прямоугольниками. 
Развернем двугранный угол между 
плоскостями АВС и АСО на плос- 
кость (рис. 3) и обозначим длину от- 
резка ЕЁ через х, а длину отрезка 
[М через у. Поскольку оба треуголь- 
ника АВС и АСР — правильные, а 
стороны прямоугольников ЕЁОН и 
КЕММ соответственно параллельны 
ребрам АВ и СО, то отрезок КД. ста- 
нет продолжением отрезка [М, а 
отрезок РС — продолжением отрез- 
ка ЕР. Если обозначить ребро 
тетраэдра через а, то очевидно, что 

=а—х, а КЁ =а- и. У тра- 
пеций ЕРЕК и ЕСМГ, как легко ви- 
деть, высоты равны. Найдем их. Вы- 
сота й трапеции ЕР1.К равна разно- 
сти высот правильных треугольников 
ЕЕС и КГС, поэтому 


У И 
в=х-” — (а 9 - 


=УЗичу—а). 


Найдем площади указанных тра- 


пеций. Площадь трапеции ЕЁРЁК 
равна 
ЕЕК , ху, 


2 2 2 


а площадь трапеции ЕСМ]. равна 
ЕС МЕ а-х-ту 
РЕ 


Используя условие, что разность ука- 
занных площадей равна $, получаем 


хтаЬ-у г 
аа = 
или 
$5=й(х—9); 
подставив вместо й найденное для 
него выражение, получим 


5=-уечу-д У. 


Вернемся к  прямоугольникам 
ЕЕСН и КЕММ. Их площади равны 
соответственно х (а —х) и у(4а—\. 
а разность площадей 

= у (4-9) — ха. 

— (ху туфа). 
Сравнивая выражения для $5 и дв 
получаем, что © = 25/]/3 

В этой задаче выбор неизвестных 
довольно естествен. Наиболее труд- 
ной частью рещения является переход 
от пространственного рисунка 2 к 
развертке двух смежных граней на 
плоскость (рис. 3); после этого задача 
уже решается без особого труда- 

5. Сложим первое и третье урав- 
нения с удвоенным вторым. Получим 


2х? + 252 - 822 + 4ху -т 8хг - 
+ 8,2 =0 


Сократив на 2, видим, что в левой 
части уравнения стоит полный квал- 
рат выражения х--иу + 22. откуда 


2 Е ти. {1) 


Вычтем из второго уравнения данной 
системы третье уравнение, получим 
х*-- 4х2 — у? — Вуг — 0. Подставим 
в него найденное значение 2 (1) 


х2— 2х (х Ри) — УЕ 4у(х + и) =0. 


После раскрытия скобок и приведе- 
ния подобных членов, уравнение при- 
водится к виду х? — ху — Зу? = 0. 
Выразим из него х через у: 


х =у +99. 
Итак, либо х = — у, либо х =: Зу. 
Рассмотрим первый случай" 
х= — у. Из уравнения (1) получаем 


г = 0. А тогда из третьего уравнения 
исходной системы следует, что 


у = 1. 


Отсюда находим два значения для у 
у = | или у = —. 
Таким образом, в первом случае 
получаем два решения: 
хх =— и =Ь 2, = 0, 
хз =, у= —1, 2.= 0. 
Рассмотрим второй случай: х -= Зу 


Из того же уравнения (1) следует, 
что 2 = —2у. Подставляя это зна- 


чение для 2 в третье уравнение 
исходной системы, получаем, что 
— 74? — |. Итак, во втором случае 
действительных решений нет. 
Остается проверить, что найден- 
ные в первом случае решения удов- 
летворяют уравнениям начальной 
системы. Это оказывается верным 
Таким образом, найдены два дейст- 
вительных рещения данной системы. 
Основная трудность этой задачи— 
преобразование уравнений данной си- 
стемы к более простой системе. Те 
поступавшие, которые пытались «в 
лоб» решать эту задачу методом 
исключения неизвестных, наталки- 
вались на непреодолимые трудности 
Заметим, что данчую систему можно 
привести к другим системам. отличаю- 
щимся от разобранных нами, но также 
допускающим несложное решение 


По имеющимся у нас сведениям, 
практически все поступавшие реши- 
ли по крайней мере одну задачу. 
подавляющее болышинство (около 
95%) — не меньше двух задач, более 
половины поступавших—не менее трех 
задач, треть—не менее четырех задач 

Приводим вариант для самостоя- 
тельного решения. 


12 {98 — хз) 
(2х > 
2 Найти высоту равнобедренной тра- 
леции. если ее днагонали взаимно перпен 
дикулярны, а площадь трапеции равна $ 
3 ВА АВС внешний угол при вершине 
А в три раза больше -- В, а стороны АВ. 
ВС. АС (в указанном порядке) образуют 
арнфметическую прогрессию Найти углы 
треугольника 
4 Решить систему уравнений 


1 Решить уравнение 


Зху— 6... -5. 
хг 
ее 

ха А 
3 

а 


5 В основании треугольной пирамиды 
З$АВС лежит правильный треугольник 
АВС. Каждый из плоских углов 2 С$ЗА и 
=АЗВ равен 45°, а 2 5АВ== ага 2. Через 
вершину С проведено сечение лерлендику 
лярно ребру $А. Найти двугранный угол 
между плоскостью основания и плоскостью 
сечения. (Найти все решения.) - 
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ЗАДАЧИ НА ЗАКОНЫ НЬЮТОНА 


Ю. В. Зайчиков 


Задачи подобного. типа часто даются на приемных экзаменах в вузь. 
и поступающему полезно познакомиться с некоторыми общимн методами 
их решения. 

Несколько слов о самнх законах Формулировать их можно по раз 
ному, и не в этом суть. Главное — понимать их физическое содержание. 
Вспомним самое основное. 

Первый закон Ныотона утверждает, что тело ие имеет ускорения (сто: 
ит на месте или движется прямолинейно и равномерно}, если на него не 
действуют С или их суммарное действие равно нулю. Иными словами, 


ускорение а=0 и скорость о постоянна, если УЕ=0. 

Важен векторный смысл закона. именно векторная сумма сил должна 
равняться нулю (рис. |}, именно вектор скорости остается в этом случае 
постоянным: скорость неизменна по величине и направлению 


Если же равнодействующая всех приложенных к телу сил В=ХЕ 
отлична от нуля, то непременно возникаег ускорение пропорционально. 
этой равнодействующей и ыы А ВН массе тела т. 

т 


Это уже второй закон Ньютона. И опять-такн очень существен его 
ь з. № 
векторный характер: векторное равенство а == -=> означает, что сум- 





марное ускорение не только пропорционально равнодействующей сил 
приложенных к телу, но и совпадает с ней по направлению. Можно, коцеч 
но, считать и так: каждая сила вызывает свое, совпадающее с ней по на 
правлению ускорение, а общее ускорение равно векторной сумме этих ус- 
корений (рис. 2). 

Следует помнить, что с силой по направлению совпадает ускорение, 
а не скорость, которая, вообще говоря, может быть направлена как угодно, 
в зависимости от того, как двигалось тело раньше. Так, например, при 
полете камня, брошенного под углом к горизонту, его скорость непрерывно 
изменяет свою величину и направление, тогда как вызывающая эти изме- 


эх м —> < 
= Е + = 
м, 
—=НФРИЗМЕНИЕ ПО 


деличине и направ 
пению 





Рае | Рис 2 


нения сила тяжести Р = те и ускорение 


свободного падения к практически неизменны 
(рис. 3) 

Третий закон утверждает, что все силы 
в механике — это силы взаимодействия меж- 
ду телами, равные по величине, противопо 
ложные по направлению и приложенные к 
разным телам (рис. 4). Последнее иногда за- 
бывают утверждая, например, что тело, стоя 
щее на земле, уравновешено согласно третье- 
му закону Ньютона действующими на него 


силами: силой тяжести Р и силой реакции 


опоры М (рис 5). На самом деле равенство 
этих сил никакого отношения к третьему за- 
кону Ньютона не имеет и, как мы скоро 
увидим может вообще не выполняться 
Каждая из этих сил, однако, в соответ- 
ствии с третьим законом Ньютона имеет 
свою «пару», равную по величине, противо 
положную по направлению и приложенную 
к другому телу, в нашем случае — к земле" 


сила резкции опоры № — ‹илу давления тела 
на землю М’, сила притяжения тела к зем 


ле Р — силу Р’, притягивающую землю к 
телу (рис. 6) 

Рассмотрим теперь, как же решать задачи 

Законы Ньютона обычно используют 
при расчете сил и ускорений. Для решения 
этих задач (как, впрочем, и любых других) 
нет универсальных рецептов, нужно лишь 
хорошо понимать применяемые законы, пра- 
вильно разобраться в физической сущности 
процессов, о которых идет речь в задаче, и 
знать самые общие пути подхода к ее реше- 
нию. Можно, например, предложить следую- 
щую, разумеется совсем не обязательную, 
последовательность действий: 

первое — изобразить на схеме движу- 
щиеся тела м действующие на них силы; 

второе — определить направление н ха- 
рактер движения (иногда это, правда, удает- 
ся сделать лишь в конце); 

третье — выбрать для каждого движуще- 
гося тепа две оси (обычно по предполагаемо- 
му направлению движения и перпендикулярно 
к нему) и ‚азложить по этим осям (спроек- 
тировать на них) действующие на тело силы; 

четвертое — для каждого тела записать 
второй закон Ньютона, отдельно для каж- 
дой оси. При этом проекции сил и ускорений 
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Рис 4. 


Рис. 5 
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на оси считают положительными, если их 
направления совпадают с положительным нап- 
равлением осн, и отрицательными, если они нап 
равлены противоположно (рис. 7); 

пятое — решив составленные уравнения, 
найти неизвестные. 

Рассмотрим несколько примеров. 

1. Найти натяжение нитей и ускорение 
грузов в системе, показанной ва рисунке 8. 
Нить считать нерастяжимой, силы сопротив- 
ления, массу блока и нити не учитывать 

Рассмотрим прежде всего. какие силы дей. 
ствуют на каждый из грузов. Во-первых. это 
сила тяжести Р== та. Если прниять 


&—=10 мдек*, то Р,=20н. Р.=5н, Р.-=26 ни, 


Во-вторых, на каждый из грузов действует 
сила натяжения нити: Т, — на первый и вто 
рой грузы и Т.— на второй и третий. 

Заметим, кстати, что сила Т, одинакова для 
первого и второго грузов только в том случае, 
когда массой блока и нити можно пренебречь 
Если бы масса нити не была мала, то ускорение 
каждому участку нити сообщала бы разность сил 
натяжения нити. Поэтому силы натяжения нити, 
действующие на разные грузы, не могли бы 
быть одинаковыми. 

Аналогично и для блока: привести его в 
движение можно, строго говоря, только в том 
случае, если с одной стороны нить будет тянуть 
сильнее, чем.с другой. 

Изобразив на схеме силы, действующие на 
грузы (рис. 9), попробуем определить направ- 
ление и характер движения. 

Правая часть системы тяжелее, поэтому 
грузы п. и и, станут опускаться, а груз п — 
подниматься. Движение будет равноускорен- 
ным с одинаковым для всех грузов ускорени- 
ем, ибо преобладание веса правой части при 
отсутствии сил сопротивлення и нерастяжимо- 
сти нити равносильно действию на систему в 
целом постоянной результирующей силы, что 
по второму закону Ньютона должно вызывать 
постоянное ускорение. 

Мы можем оценить и относительную вели- 
чину сил натяжения. Ясно, например, что 
Т.>Р.. ибо для первого груза ускорение, а 
значит, и результирующая сила должны быть 
направлены вверх. Аналогично Т.Р. аР.+ 
+Т.>т, (рис. 9). 

Выбор осей очевиден: для первого груза 
одну ось удобно направить вверх, для второ- 
го и третьего — вниз (по движению). Что каса- 
ется второй (перпендикулярной) оси, то в этой 


прнитсс» чо: 


Аг 





задаче она просто не нужна: ни одна из сил на нее не спроектируется— 
все они направлены либо вверх, либо впиз и поэтому проектируются це- 
ликом только на первую ссь. 

Теперь уже можно легко написать. уравнения движения (уравиенция 
второго закона Ньютона) для каждого из трех грузов: 


Т,—Р, ==пца. (В 
РТТ, =тьа. (2) 
Р,—Т.—та. {3) 


Мы получили три уравнения, из которых ‘без труда можно найги три не- 
известных (а, Ги Т.). 
Подставив, например, Т, ин Т, из (1) и (3) в (2}, получим 
Р. тг Р. в РА 


т вт. — тз 


а _ 2 м/сек?. 


Подставив этот результат в уравнения (1) и (3). найдем 
ТТ, =Р,-ица==24 н, 
„=рР.—т.а=20 н, 


Оси, разумеется, можно было бы направить и по-иному, например 
для первого груза не вверх, а вниз. Тогда вместо Т.—Р,=т,а мы запи- 
сали бы. РТ, =— та, что нисколько не повлияло бы на конечный ре- 
зультат. 

2. Найти ускорение, давление тела на наклонную плоскость и силу 
трения (рис. 10). Коэффициент трения А=0,2. Сила Е-=10 н направлена 
вертикально вверх. 

На тело действуют четыре силы: снла РЁ — вверх, сила тяжести Р — 
вциз, реакция опоры № — перпендикулярно к паклониой плоскости и 
снла трения /.,, направление которой можно узнать, лишь определив на- 
правление движения тела. В подобных случаях обычно прикидывают, 
куда бы двигалось тело без трения под действием всех остальных сил. 
в нашем случае — под действием сил Р, Р и\ (рис. 11а). Сила трения, оче- 
видно, не в состоянии изменить направление движения, а может лишь 
уменьшить его скорость или даже полностью затормозить тело. 

Можно предположить, что тело будет скользить вдоль наклонной 
плоскости вверх или вниз. Чтобы найти направление движения, выберем 
две оси: огьх направнм вдоль наклонной плоскости, ось у — перпен- 
дикулярно к ней (рис. 116). Разложив по этим осям силы Е, Ри\ *), уви: 


*) Замстим кстати, что, разложив силу по осям, необходимо помнить, что она уже 
заменена другими. н поэтому ее можно либо перечеркнуть на рисунке, чтобы снова не 
рассматривать как действующую. либо составить новый рисунок с одними яразло- 
жезнымн» силами 





Рис 10 Рис Па,б 
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дим, что по плоскости тело может перемещаться только вниз, так как из 
двух действующих вдоль нее сил Рут © больше Еэта. Сила трения, сле 
довательно, может быть направлена только вверх по наклонной плоскости. 

В нашем примере мы должны, правда, допустить еще одну возможность 
сила Е может быть мастолько велика, что тело вообще не будет скользить 
по плоскости, а оторвется от нее. Однако, сравнив «прижимающую» силу 
Рсоз @-== 17,4 н с силой Есози==8,7 н, увидим, что первая больше второй, 
и поэтому тело не может оторваться от плоскости. 

Надо сказать, что разность этих сил Рсозх— Рсоза-=8,Тн дает искомую 
силу давления тела на плоскость н равную ей по величине реакцию опоры № 

Напишем теперь второй закон Ньютона, помня о том. что силы, на- 
правленные противоположно положительному направлению оси, считают 
ся отрицательными. Для оси и получим. 


Есоза-- М —Рсоза— 0 {1} 


(ускорения в этом направленин иет, поэтому и сумма сил равиа нулю} 
А для оси х получим: 


Рута— Ее [р ==та. (2) 


В задачах подобного типа иногда делают ошибки при определении 
взличины силы трения. Привыкнув к задачам с горизонтально двигающи- 
мися телами, нередко, недолго думая, вычисляют силу трения как произ- 
ведение коэффициента трения на вес тела. 

На самом же’ деле | ›-= А.№, где\ — сила нормального давления (ре- 
акция опоры), то есть сила, действующая на тело перпендикулярно плос- 
кости скольжения (или равная ей по величине и противоположная ио ва- 
правлению сила давления тела на плоскость). 

В нашей задаче пужно учесть и угол наклона плоскости, и силу РЁ, 
несколько уменьшающие силу нормального давления: 


нь= #(Рсоза— Рсоз0:) == К(РЬ-Р)соза—0,2(20—10)0,87=1,74 н 
Теперь из уравиения (2) легко найти ускорение тела: 


(Р - уз — Гр. (20 — 19} 0,5 — 1.14 


= о 1,63 м/сек*. 


а 

3. В ракете установлены пружинные весы, на которых лежит бру- 
сок До вылета весы показывали 10 н. В полете весы вначале показывали 
30 нм. затем 10 м, 5н, Он Что можно сказать об ускоре- 
нии и направлении движения ракеты в эти моменты 
времени? 

Разберемся прежде всего в силах. 

На брусок действуют две силы: сила тяжести Ри 
реакция опоры А (рис. 12). Когда ракета ие имеет вер- 
тикального ускорения (например, до вылета), эти силы 
равны. В нашем случае Р=М-— 10 н. 

Если ракета (а значит, и брусок) движется ускоренно, 
например, вверх, то равнодействующая этих сил тоже 
должна быть направлена вверх (М№М>Р). Если ускорение 
направлено вниз, то РМ. 

Что же показывают весы? Конечно, не силу тяжести, 
как нногда думают. Весы регистрируют силу, с которой 
на пих давит брусок. Эта сила приложена к весам н в 
соответствии с третьим законом Ньютона равна по величи- 
не и противоположна по направлению реакции опоры М. 
12 приложенной к бруску 





Из условий 'адачи вндио. что сила реакции опоры № и равная ей 
но величине сила давления на опору, или вес. заметно меняются в 
процессе полета и, вообще говоря. не равны силе тяжести Р-=тв, 
которую практически можно считать постоянной (если пренебречь ее из- 
менением с высотой). Запишем второй закон Ньютона для движения 
вдоть оси, направленной, например. вверх. 


№М—Р—= та 
Подставив сюда М№,=30 н, Р Юн, т= Г ке [т = = р 1 ке} 


получим: 9 20 м/сек". Ускорение — положи- 


тельно и направлено, следовательно, вверх. 

При М№.,==10 н получим а›=0, при М.=5н а,=—5 млек*, при М := 
—0 а.-=—в. В последних двух случаях ускорение отрицательно, значит, 
оно направлено вниз, ибо в нашем уравнении мы считали № и а направлен- 
ными одинаково (оба положительны). 

Что касается направления движения, то тут следует предостеречь от 
поспешных выводов. Ошибочно, например, утверждать, что ракета двига- 
лась вначале вверх (а,>0), затем остановилась (а,=0), стала двигаться 
ускоренно вниз (2:<0) н, наконец, перешла в свободное падение (а.-- 
=—— в). На самом деле ракета могла двигаться и иначе, например все вре- 
мя вверх: ускоренно (а,>>0), с постоянной скоростью (а,=), замедленно 
(аз .<0). Ускорение, равное ускорению свободного падения, означает 
лишь, что равнодействующая всех действующих на ракету сил равна силе 
тяжести; двигаться же она при этом может н вверх —- с выключенным дви- 
гателем, если не учитывать сил сопротивления, или при такой его работе, 
когда эти силы полностью уравновешиваются силой тяги. Все тела, нахо- 
дящиеся в ракете, в этом случае будут в состоянии невесомссти, то есть их 
давление на опору и реакция последней будут равны нулю. 

Все дело в том, что мы нашли лишь ускорение, а не скорость и не на- 
правление движения, о которых в условиях нашей задачи сказать, к ©о- 
жалению, ничего нельзя. 

4. Шарик массы т, висящий на нити длиной А, отводят в сторону 
до горизонтального положения и отпускают (рис. 13). Определить натяже- 
ние нити и усхсрение нарика, когда нить окажется под углом & к горизон- 
ту. Найти закон изменения силы натяжения нити, скорости и ускорения 
шарика в зависимости от угла ©. Силами сопротивления пренебречь. 

Для решения воспользуемся тем же методом, что и раньше: расставнм 
на рисунке силы, прикинем, какими могут быть направление и характер 
движения, выберем оси и, разложив по ним силы, запишем уравнение двн- 
жения. 

На шарик действуют две силы: сила тяжес- ‚= 
тн Р исила патяжения нити Т (рис. 14). Дви- - 
гаться он будет, очевидно, по дуге раднуса А. 

Одну из осей (х) направим по касательной 
к траектории, вторую (у) перпендикулярно к 
ней — по радиусу. Разложив по ним силы, 
увидим, что вдоль оси х действует сила Рсоз@. 
вдоль оси и -- силы Ги Раша. 

Сила Рсо$х вызывает так называемое тан- 
генциальное, нли касательное, ускорение а;, из : 
меняющее скорость. по величине. Рис 13 
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а; является вектором, направленным как и Рсоза по касательной к 
траектории движения шарика {рис. 15) 

Равнодействующая сил Т, Репа сообщает шарику центростремительное 
(нормальное) ускорение, изменяющее скорость по направлению (рис. 16.) 

Записав второй закон Ньютона, для движения вдоль осей х и и получим: 


Рсоза = та, (1) 
Т—Ряпа= та). {2} 


Из уравнения (1!) сразу найдем тангенциальное ускорение а; н закон 
его изменения: 
Реза му со5@ 


а 
: т т 


5 с05 &. 

Центростремительное ускорение, возникающее при всяком криволи- 
нейном движении, так же является вектором. Оно всегда направлено внутрь 
кривизны траекторни вдоль радиуса и вызывается алгебраической суммой 
радиальных проекций всех действующих на тело сил. Величина центростре- 
мительного ускорения, как известно, рассчитывается по формулеа, =? ВЮ 
Ю известно, а скорость найдем, записав закон сохранения энергии: 

ти" 


туп — >, (3) 


где Й=Азтао (рис. 17). Отеюда ч-т 201 -ту 28 та и а, 
=2яА зто В = 28 та. 
Скорость о и центростремит.льное ускорение а, равпы нулю в в®рх- 
нем положении (зпа=0} и максимальны в нижнем (0=90”. эта =1). 
Тангенциальное ускорение а,, наоборот, имеет наибольшее значение 
в начале движения вверху (с05“—1) и равно нулю, когда нить вертикальна 
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Рис 13 Рис 19 


450$ 4—0). Мосле прохождения шариком самой инжней точки трасктории 
а, становится отрицательным (с0$ 2<50). Оно направлено против скоростн 
(рис. 18) и уменьшает ее (это, кстати сказать. ясно ин Из закона сохранения 
энергии — Я в формуле (3) убывает). 

Мы нашли величину скорости, тангенциального и центростремительно- 
го ускорений для произвольного угла &, а также закон их изменения в 
зависимости от изменения этого угла. Известны и их направления для 


> 


У: 
любого момента времени (а, и и— по касательной, а, — по радиусу). Те- 
перь можно определить еше полное ускорение, равное векторной сумме 


тангенциального и центростремительного ускорений (а, Ра„} (рис. 19). 
Силу натяжения нити и закон ее изменения в зависимости от угла не 


трудно найти из уравнения (2): Т—Ряпа- тан. 


Подставив сюда вместо а, найденное значение 22 чпа, получим 
Т=Ряпа--2тозто, нли ТГ=-ЗРута. 
Натяжение нити максимально, когда шарик проходит нижнее положе- 
пие (зи имеет наибольшее значение, равное 1). 
Попробуйте самостоятельно решить следующие задачи. 


1. Рассмотрите пример 2 для случая, когда сила Р ваиравлена не вверх, а под углом 
В=45" к наклонной плоскости (рис. 20) и равна: 15 н. 20 м. 30 х (расчет провести для всех 
трех случаев). 

2. Прэдолжить решение примера 1, определив, как при двяженин шарика меняются нап 
равления равнодействующей сил, приложенных к шарику, и полвого ускорення. 

3. Найтн натяжение нити, Ускоренне и снау трения груза т» © наклонную плоскость 
{рне. 21) пря коэффициенте трения А. =0.[ и при #.=0.2. Нить считать нерастижимой, мас- 
су блока и нити не учитывать. 

4.°Решить задачу. аналогичную третьей. по со следующимн изменениями. вместо груза 
т. — два груза 1.22 хе н пз-=6б ке. связанные нитью (рис. 22); коэффицизит трения для 
второго груза &.=0.1. для третьего &; 09.05. Дополнительно требуется определить натя- 
жение нитн между вторым и третьим грузамн 





гп.= 45 


рис 29 
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ИНФОРМАЦИЯ 


Московский математический... 


Математика нужна во всем. Она 
нужна в естественно научиых иссле- 
дованиях, инженерных расчетах, раз 
нообразных виндах систем управления 
народным хозяйством. 

Нужны математики, умеющие ре- 
шать задачи, связанные с примене- 
нием математических методов и вы- 
числительной техники в разных об- 
ластях науки и человеческой дея- 
тельности. Таких математиков назы- 
вают специалистами по прикладной 
математике. 

Быть специалистом по приклал- 
ной математике трудно, но интересно 
н увлекательно. Он должен знать. во- 
первых, что применять (общематема- 
тические науки}, во-вторых, как при- 
менять (специальные математические 
науки). и, в-третьих, к чему приме- 
нять (конкретные вопросы науки и 
человеческой деятельности). 

Таких специалистов готовят в 
Московском математическом техни- 
куме Министерства  приборострое- 
ния, средств автоматизации и систем 
управления СССР *). 

Московский математический тех- 
никум (ММТ) существует с 1967 года 
и дал уже два выпуска на базе 10-лет- 
ней школы и один выпуск на базе 8- 
летней школы. 

Срок обучения в ММТ для окон- 
чивших 8 классов средней школы — 
2 года 10 месяцев, а для окончивших 
10 классов — 1 год 10 месяцев. Вы- 
пускники получают квалификацию 
«вычислитель-математик» по специ- 
альности «Прикладная математика». 

Они подготовлены для работы в 
вычислительных и научно-исслело- 
вательских центрах, отделах и лабо- 


*) Подготовку слециалистов такой спе- 
цнальности начинают также в Ленинграде, 
Днепропетровске и в Ростове-на-Дону 
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раториях, в проектных и конструк- 
торских бюро. на предприятиях 

В своей работе вычислитель мате- 
матик разрабатывает алгоритмы ре- 
шения задач на электронно. вычис- 
лительных машинах. создает и ис- 
пользует программы решения задач. 
реализует решение па машине и 
производит анализ полученного ре- 
зультата. Поэтому он должен обла- 
дать высокой математической куль- 
турой. Для этого учащиеся изучают 
в ММТ и общематематические дис- 
циплины (алгебру, геометрию, мате- 
матический анализ, линейную алгеб- 
ру и аналитическую геометрию, ма- 
тематическую логику, теорию вероят- 
ностей), и специальные — математи- 
ческие дисциплины (линейное и не- 
линейное программирование, вычис- 
лительную математику, программи. 
рование н алгоритмические языки. 
исследование операций, применение 
математических методов в сстествен- 
но-научных исследованиях, в систе- 
мах автоматизации и управления. в 
решении экономических задач). Посту- 
нившие после 8 класса получают так- 
же общее среднее образование. 

Для того чтобы поступить в ММТ 
после окончания 8 или 10 классов. 
достаточно сдать устный экзамен 
по математике и лисьменный экзамен 
по литературе. 

Каждый билет на экзамене по 
математике включает в себя как воп- 
росы теоретического характера, так 
и несколько упражнений. При ответе 
на вопросы от поступающего требует- 
ся четкое и математически правиль- 
ное изложение вопроса. При решении 
задач необходимо уметь аккуратно 
обосновывать каждый шаг решения, 
приводя все необходимые ссылки на 
соответствующие определения, ак- 
сиомы и теоремы. 


На экзамене ‘акже задаются до 
полнительные вопросы по теорин и 
се применениям в решении задач, 
содержание билетов и дополнительных 
вопросов не выходит за рамки школь- 

_ ной программы. 
Приводим образцы вариантов эк- 
. заменационных билетов 1970 года 


ВНайна длин окончньших 
я классов 


\. Извлечение крадратвого корня из лро- 
изведения, 
| 2. Синус, косинус и тапгенс острого угла 
и их значения аля угла 60°. 
3 а} Выполнить действия 


2 


| 
(в 27—№ю5) 280.4 +4625 
0.01 


— 





6) Рынить снстему уравнений 


р? =20—\, 
Гх--у=б 
в} В равнобедренной тралецин основа- 


ния равны # см и Г см. Диагоналв взанмно 
перпендикулярны. Найти изощадь транеции. 


Вариант для окончивших 
10 классов 
- { Цоказалельвая функция, се свойства 
н график. 
2. Признакн параллельности прямых и 


плоскостей. 
3. а) Упростить 


{хх очи - 
6) Решить неравенство 


\ 1072%5—3 м1 










в} Найти значение М(х}. «ли МЫ 


- 15 6х -Е 5ес бх. 42 3х=2и О<х< =. 


Остается лишь сообщить вам ад- 
ес ММТ: Москва, Е-43, Нижияя 
1ервомайская, д. 14 (общежития при 
техникуме пока нет). 


А. Г. Терушкин 


К заметке «Квант» 
для младших шнольников» 


(см «Кьацт» № 4, 9711г. 3-я стр. обложки) 


|. Заметим, что при каждом разломе 
мы увеличиваем число кусков на один. Об. 
щее число кусков равно 4% 8=32. До раз- 
ламывания мы имели один кусок, после ‘пер. 
вого разламывання нх оказалось два, после 
второго разламывания три, ..., после 31-го 
разламывания 32. Таким образом. в каком 
бы порядке мы ни ломали шоколадку, нам 
всегда придется ломать се ровно 31 раз. 

2. Шифр заключастся в следующем: твер- 
дые гласные заменены на соответствующие 
нм мягкие. а мягкие на твердые (а на я. 
у наю ит. л.): аналогично. звонкие соглас- 
ные заменены на глухие, а глухие на со- 
ответствующне им звонкие (б нал, а на $, 
а накит. 4.); кроме того, произведена пе- 
рестановка шипящих н свистящинх ‹оглас- 
ных (4—ч. х—ц) и знаков ф—ь. 

Ответ: 

Наша Таня громко плачет, 

Уронила в речку мячик. 

Тише, Танечка, не плачь. 

Не утонет в речке мяч. 

3. Требуемый способ изображен на рн- 
сунке 1 

375.428 413:125 4735-58751. 

5 [ия раслоложение спичек изобра- 

жено на рисунке 2. 





Рие 2. д 3.4. 22 
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К статье «“Графикн 


потенциальной знергиин 
Задача | 
Как показано на рисунке |. при Е< 


< возможно движение в двух областях 
АВ и СО: если Е> (о. то область движс- 
мия одиа — ММ. 


Задача 2 


При смещении тела вправо от положения 
равновесия (точка В на рисунке 13) тангенс 
угла наклона касательной к графику пю- 
тенциальной энергии становится отрицатель- 
ным, т.е. сила положительна н выводит 
тело из положения равновесия. Точка В 
называется точкой перегиба; тем самым 
мы доказали. что равновесие в точке пере- 
гиба нсустойчиво. Положениями равнове- 
сия также являются точки А, С и участки 
(С. со) и (—©°; А). Точка С и весь участок 
(С. со) соответствуют безразличному рав- 
новесню. Еслн сдвниуть тело из любон 
точки на прямой потенциальной энергия 
{С., сэ). те омо остался в равиовссии в но- 
вом положении. Аналогичная ситуация име- 
ет место на участке (—со, А), за исключе- 
нием самой точки А. Равновесис в точке А 
является неустойчивым; чтобы в этом \0с- 
диться. достаточно чуть-чуть сместить тело 
вправо; тангеис угла наклона станет отрни- 
пательным, т. е. сила положительна, а 
значит, направлена от положения равнове- 
сия (санки скатываются из А вниз). Гра- 
фик зависимости силы от координаты пока- 
Зан на рисунке 2 


Задача 3 
Изменение потенциажьной энергин на 


постояниую величину С графически соот. 
ветствует смещению оси абцисс вверх или 





ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 





вниз (в зависимости от знака С) относительно 
оси ординат. При этом, очевидно, угол на- 
клона касательной К «новой» оси х совпада- 
ет с углом паклона к «старой» оси х. Так 
как сила равна по величине тангенсу этого 
угла, то и ова при таком преобразовании 
потенциальной энергин остается неизменной. 


Задача 4 


На кубик, плавающий в жидкости, дей- 
ствуют две силы: сила тяжести и выталкива- 
ющая снла. До тех пор, пока глубина по- 
гружения кубика А удовлетворяет условию 
== а, суммарная сила равна Р=рнаЗр— 
— ‚жа? КЕ. 

Ок 


Положим о Тх, ГА а по 


Тогда Е= —рука?ях, если — яз хар-й 
После того как кубик полностью погрузится в 
жидкость (Н>а), независимо от глубины, на 
него действует постоянная снла Ё=—(р‚„— 
—рь)а*2:; аналогично и на непогруженный 
в жидкость кубик действует постоянная по 
величине сила Р=р‚а3я. В результате за. 
висимость силы ЕЁ от координаты х имеет 
вид. показаяный иа рисумке 3. Как и сле- 
довало ожидать, х=0 — положение равно- 
весия. Нетрудно непосредственным нодече- 
том площади убеднться, что 


ат 
(>) = ВЕ а, сли — Але — №. 


а” | ‚ 
& (х) = ав. (а — Во)" Е (рж— рю) ах 
при х>а— №. и 


а? р 
и) = == во — РкаЗвх 
когда х < — № 
График потенциальной энергии ноказан 
на рисунке 4. Постоянную С мы выбрали 
так; что (/(0)=0. Видно, что х— О— положе- 
нне устойчивого равновесия 





Рис. 1 Рис 2 
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Рис 3 Рис + 


К } 


цки Гинйи‹ 


Упражнение 1. 
рисунка . 


Ответ ясен из рас 
смогрения 





Упражнение 2в. Рассмотрим тре- 
угольник ВЕС. Проводим дополинтельные 
построения — отрезки В), ОС н РР 
(см. рис. 8 в, в статье) 

Ясгко показать, что линии ВЕ и ЭС па. 
раллельны. Вследствие этого площали тре 
угольников ВЕС и ВЕО равны. Остается 
вычнелить отношение площади круга, окруж 
ность которого проходит через точки В. ЕР 
и О к площади треугольника ВЕО. 


Физика пом\ 
аметрии» 


1 Поместить в вершииы тетраэдра ма- 
тернальные точки одннаковой массы и нс 
кать ценгр тяжести полученной системы. 

2 АГ ГВ-=1:2. (Поместить в вершину А 
точку массы 21, в вершину В в в вершину 
С — точки массы т.) 

3. Поместив в вершину А точку массы т, 
в вершину В — точку массы 4т и в вер- 
шину С — точку массы 2т, докажем, что 
В" == . АЁ и. следовательно, площадь 
ВВ’1. равна 1/, от площади АВР. то есть /„, 
от площади АВС. Повторив это. рассуждение 
для двух других заштркхованных треуголь- 
ииков, найдем, что площадь трех заштрихо- 
ванных треугольников составляет !/; от пло 
щади треугольника АВС 


Гм ‹ к Перво | кс 
|: о Г. чо ра 1% ` 


1, Парабола у-— ах? получается из пара- 
болы у-=х? растяженнем по осн Ох с коэф- 


фициентом 7 При этом прямые пе- 
а 


реходят в прямые, пересекающие ось орди- 
нат в той же самой точке (см. рис. 1). Поэтому 
отметки р можно поставить на той же высо- 
те, что и раньше, то есть в точках с орди- 
натами р? и абсциссами соответственно 


+р:Уа 





Рис 2 


2. Обоснование номограм- 
мы для параболы у==х?. 

Допустим, что мы хотим узнать, чему 
равно тх п. Для этого мы соединяем точку 
А. координаты которой (—т, т?) (рис. 2). 
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< точкой В. координаты которой (п. п?). 
Пусть для определенпости ип. Опустим 
из точек А н В перисндикуляры на ось аб- 
сцисс и проведем через точку А прямую. 
параллельную этой ©сн. Ясно, что ЕЁ:= 
=СМ№М=т?, поэтому ВС==ВМ—СМ= п — па. 
Треугольники АРЁЕ и АВС подобны, а ко- 
эффициеинт подобня равен 


АЕ АЕ т 
АС ^ АЕ-ТЕС “т-чт` 
Следовательно. 
. т ИИ № 
И Г 1?) == 


=мт(я— т) = тл —т?. 
Отсюда 
ОЕ = Е- ЕЁ = (те — п?) -- т? == ии. 
Случай по>п рассматривается 8налогично 
Случай т-п очевиден. 
Аналитическое обоснова- 
ние номограммы для пара- 
болы и—а2?. Прямая, проходящая через 


г 


т & п р 
точки ( — ==, ы и (37=, п*|, зада- 
‚ Уа Уаз 





ется уравненнем (при 1-10) 
п -т 
Хх == х-— == 
у = т? __ У :. м? О 20 
т п й ———т 
Уа Уа Ма а 
Она пересекает ось ординаг в точке 
—п —т 
у = т? 8 ки" ВЕ: 
—т я п —т 
пя Е —=—=— =— 
1  ТМа Уа Уа 
т? 4 пт 
——____ шим 
т--н и 
К статье «то злесь — теряем 


или пахолим? 

1. Ответ содержнт посторонние корни. 
например х — 51/5; некоторые решения поте- 
ряны, напримерх == 21/3, Все это — резуль- 
тат неправильного преобразования выра- 


жения У/35122х_ Согласно определению 
арифметического кория, 


Уз ятЕ2х = 2] 5 2х | 


Правильный отвег х=лд/2 
д пл 
Е 


2. Ответ содержит посторонние кории 
Получились они в результате умноження 
обеих частей уравиения на функцию пл. 
Решениямн уравнения $1 8х=5тх являют- 
ся, очевидио, и такие х, при которых 5пх 
==0, в то время как для исходного уравнения 
такие х решениями не являются {проверьте}. 
Умножение на функцию может привести и 
к потере корней. так как это может привести 
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к сужению ОДЗ (приведите прнмер!). В дан 
ном примере этого не происходит, так как 
функция упх всюду определена 

Правильный ответ х- пд. 
где п — любое нечетное число, не кратное 
9, н х= мл, где т — любое четное чис- 
ло, ие кратное 7. 

3. Найденный корень — посторониий. 
Неправильно — использовано определение 
агссозх. Число т называстся арккосниусом 
числа х, еслн со; т х и число т удовлетво- 
ряет неравенству: Олл. В данном при- 
мерс и? == 5л/2 -|- 1ОЁд и ни при каком А этому 
неравенству не удовлетворяет, а потому 
уравнение 2гссоз х == 5д {2 -- Юл как раз. 
согласно определению агссозх, решений 
не имест. 

4. Неправильно найдена ОДЗ. Необхо- 
днмо еще потребовать, чтобы основание ло- 
гарифма х—Ё было отлнчно от 1, н тогда 
х=2 не входит в ОДЗ *). 

5. Корень х=-0 — посторонний. Полу- 
чен он в результате замены в преобразован- 
ном уравнении выражения, представляюще- 
го собой левую часть исходного уравнения. 
его правой частью. К потере корней такое 
преобразование привести не могло. Действи- 
тельно, последнее уравнение в «решении» 
примера 5 является следствием исходного, 
еслн удовлетворяется нсходное уравнение, то 
удовлетворяется и последнее. Обратнсе, 
ках показывает этот пример, неверио. 

6. Ответ неточный. В самом деле, пусть 


с=—1!, а=—2, с=2, ф=сй=1. Тогда урав- 
нение имеет Вид 
Их УЕ ИХ = —1 


и вопреки ответу, совсем решении не имес! 
(левая часть его ‘при любом допустимом х 
положи гельна). Далее, пусть с—|. и -=--2. 
$--Ё. Тогда уравнение имеет вид 


ИИ Их =. 


и например, чнсло х=-4, опять же вопреки 
ответу, не является решением. Дело в том. 
что при решенин «способом возведения в 
квадрат» нолучается уравнение. не равно- 
сильное данпому, а являющееся его следстви 
ем. Полученный ответ необходимо проверить 

Проверка. Подставив найденные 
значения параметров в уравненне, получим 


их — 2% Ух =с- Их 
и (ИЕ 0% Ух 
Их =е- М». 


*) Заметим, что этот корень забыли нс- 
ключить из ответа и авторы школьного учеб- 
ника (Е.С. Кочетков, Е.С. Ко- 
четкова, Алгебра и элементарные функ- 
цни, №, «Просвещекие», 1969, часть 2. 
задача 1460,8). 


нАин 


Отсюда 


Ясно, что при с<0 это уравнение вообще 
решений не имеет, а прн с==0 имеет един- 
ственное решение. Пусть с>0. Рассмотрим 
такке значения неизвестного, которые удов- 
летворяют неравенству 0=<5 х = с*. Тогда 


Их с. И х— ‹=е— Ух,» и уравнение, 
очевидно, обращается в тождество. Так что 
в этом случае уравнение действительно нмеет 
бесконечно много решений: О<х=с®. Легко 
заметить, что никакие другие значения не- 
известного ему ие удовлетворяют. 

Правильный ответ: уравнение 
нмеет бесконечно много решений тогда и 
только тогда, когда а=—2е, 5=6 и с>0 
{и решениямн являются числа 0х} *}. 

7. Ответ содержит посторонние корни. 
Дело в том, что хотя все решения уравнения 
[ Ах) =1 содержатся среди решений 
уравиеннй \/(х\ =1 н $(х)=0, однако среди 
последних могут быть ‘корни, посторонние 
для исходного уравнення. Ведь вполне 
возможно, что при х=а Ка)=1, а ©(х} 
не существует или ф(а)=0, а {(х) не сущест- 
вует. Поэтому необходимо проверить, ле- 
жат ли найденные выше корни в ОДЗ. 

Проверка. Так как показатель сте- 
пени в уравнении принимает действительные 
значения ляшь при хл н х=_Т, то при 
#—0 и Р——1 числа х=9Эйл не входят в 
ОДЗ. Не входит в ОДЗ и х=я, поскольку 
в этом случае и основание степени, и пока- 
затель обращаются в нуль. Все остальные 
из найденных решений входят в ОДЗ. 

8. Ответ содержит лосторониие решения 
Получены они в результате неправильного 
нспользования метода подстановки. Найдя 
из второго уравмення, что х-=Ф(иИ), и под- 
ставив вместо х в первое уравнение (и), 
МЫ перешли от системы 


Ро. и =0. 
[а5, и =0 
к системе 
| Рф (и), И =0, 
Р(х. у) =0. 


вместо того. чтобы перейти к системе 


(Фи), И =0. 


х=Ф(и) 
(здесь х= $(у) — уравнение, равносильное 
уравнению #(х,у}-=0). Другимн словами, 
найдя у из первого преобразованного урав- 
нения, мы находили х нз первого же исход- 
ного уравнения, а следовало это делать из 
второго уравнения. Тогда бы мы получили 
правильный ответ: еслн и-=4, то х-=5, если 
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у=-5 ‚, 0 д® =. 

*) Условие задачи не требует такого пол- 
ного ответа. Достаточно было бы иайтв ка- 
кне-нибудь конкретные значения парамет- 
ров, для которых получается положитель- 
ный ответ, и сделать это совсем нетрудио. 
Однако такое полное решение является ти- 
пичным {и хорошнм !), поэтому мы его и 
привели. 


9. Ответ неверен в случае а==1. Действи- 
тельно. при а=| система принимает вид 


х+и=1., 
| х+и=1, 


и хотя имеет бесконечно много решений, 
все-таки не любая пара чисел ей удовлетво- 
ряет. Например, пара х=3. у=4 не явяя- 
ется решением системы. Решениями этой 
системы будут пары чисел вида х=, у= 
=|-—-1, где # — любое действительное число 

Посторонние решения получились в ре- 
зультате неосторожного использования ме- 
тода алгебраического сложения. Система 


| К(х, у} =0, 


Е (х, у) =0 
равносильна системе 


| аЁ(х, &) -- ВЕ (х, и) = 0. 
аз (х, у) -г Боя (х. и} = 0, 


если 2:6 .5а2Ь. (докажите это). В протнвном 
случае, как показывает наш пример, воз- 
можно приобретение посторонних решений. 
Потерн корней не будет (почему?). 

10. Ответ верен для а5Ё0. При а-=0 урав- 
мение имеет бесконечно много решений 
они заполняют целую прямую у=-—х. По- 
теря решений произошла за счет деления 
уравнений друг на друга. 


К статье «Вотуинтельный 
инсьуенный экзамен 
но математике на факультете 
вычислительной математики 
в киберистиьи МГУ в 90 году: 
1 —3<а=—-—2, 
РЕ 
-х = + асс Ра 3 -- Ем. 
р =0, +1, +2, 
1 
Хх =. 
3. 30 <и< 33,6 
д—а 


4в== + 


$ 


1 > \ 
г агсс05 (5 Ут а — оз ©) з 
да 

2 


С. 


1 д. г 
— > ассо$ | -5- Мпа — с0$ Е : 


2 
Ока 2 а т. 


5. агссо$ (= и -. 


/ сз — с0$ В 


эт и 5 
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К статье Вступительныи 
пнсьменный экзамен по 
математике в МФТИ в! Эта ох 


т х=-—3 2. й= У5$ 


3. ЗА=д-—З3 агссоз ЗА. 
В == агссоз 3/4, > С = 2 агссоз 3/4 
4. Четыре решения: 


:5` _ — 
х, в и, = У2 ‚ и=2У?; 
2 Е г 
х. = — и у: = — У? 2.= —272 
Хз, из = — 112, 23 = 4; д. == —2. 
уз = ША, 24 == — 4. 
5 
5 Два решения: ат 2 и агсут у. 


К статье «Задачи ца законь 
Ньютона» 


1. Во всех трех случах проекция силы 
Е на направление возможного движения 
Есоз В больше Рета, и, следовательно, тело 
может двигаться по плоскости только вверх. 

В первом случае давление на плоскость 
№ = Рсоз а— Езт В == 6,8 н. Сила трения 
скольжения Нр=#М= 1,36 я больше ре- 
зультирующей двух остальных сил, действу- 
ющих вдоль плоскости. Ю = Рсо$ В---Ряпа-= 
=0,6 н, поэтому тело неподвижно, а сила 
трения покоя (рп) равна по величине 
н противоположна по направлению силе А. 

Во втором случае давление на плоскость 
№=3,3 н и Нр=0,66 н. Тело двигается с 
ускорением 
и _Е со В — Рупа — [р = 1.72 м/сек? 

т 

В третьем случае Ечпт В больше Рсоза, 
тело оторвется от плоскости и начнет дви- 
гаться под углом 19° к ней с ускореннем а== 
.5,9 м/сек? (во всех задачах мы принимаем 
&=10 м/сек?). 


2. Полное ускорение (аполы у а? Ча») 


и равнодействующая сил Ти Р направлены 
под таким углом В к касательной к траек- 
торин. что 

а 2а5та 


15 ее 


и 8 с0за а 


(в частности, в верхнем положении — по ка- 
сательной, в нижнем — по радиусу). 
3. В первом случае: 
Нр = М = Е, Р}с03 м = 6.1 м. 
Р— Р. Уп а — {тр 
= ————_—____—_——_- - 
а = т ть == 0.34 м/сех?, 
Т-= Р— та = 43,5н, 


Во втором случае тело неподвижно 
Т=45 н. Сила трения покоя Нр.п.= Т — 
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--Р.5й х=10 н {сила трения скольжения 
р =ЕР.соза= 12,2 м.). 

4. [1ро= 1.74 н, Нру=2.17 н. а=0,53 м/сек” 
Сила Т, натяжения нити (между первым 
и вторым грузами) равна 42,6 н, а Т, (меж- 
ду вторым и третьим грузами) равна 29,8 н 

К чамчетк Мосъовски 
атемазтическини 

Варнант для окончивших 

8 классов 

3. а) 10000. 

6) х.=4, у,=2; х.=2, и)=4. 

в) (# + 17/4 

Вариант для окончивших 

о классов 
хи 
3. а) Ау 
6) 223. 
в) Мх=—3 


К чллаче К чему приводи’ 
неречител ьпость? » 


{ см. «Квант» № 4. стр. 7) 


Нам потребуется лишь однн факт из ана 
литической геометрии: если концы отрезка 
имеют координаты (а,. 61) н {а2, 65), то се. 
реднна этого отрезка имеет  коордннаты 


а, та, 6: -:- 6. 
2 ь 2 ` 


Пусть Петя в точке (а, 5) повернул к ста 
диону, затем в точке (с, 4} — к дому Люси, 
в точке (2, )— к магазину и в точке (2.. 8)— 
опять к стадиону. Найдем коордннаты всех 
этнх точек, являющихся серединами отрез 
ков. соединяющих последнюю точку поворо- 
та с соответствующей вершиной квадрата 


а ь-. 1 а 
ЗЕ = = —, Ре 
БИ 
И, 
} а 1 
а: = -5- 73 == о + 4} 


! 1 1 | 
Е Вы = 6 ея 
Проверьте, что тогда | 


= = ( ь 
Е Е 
И ВК 
ит = (8-7). 


Таким образом, расстояння от точек поворо- 
та к стадиону до точкн (4/7, 5/7) образуют 
геометрическую прогрессню и уменьшаются в 
8 раз после каждого «обхода» по Направленн- 
ям стаднон — дом Люси — магазин. Значит, 
Петя приближается к треугольнику с коорди- 
натами вершин 


а 





Уголок коллекционера 


Марки и спичечные этикетки, 
посвященные русским математикам 


Ы 1946 году к 125-летне 
С 
ния великого русского ма- 
`ема’нке ч механика Паф- 
нутия Львовича Чебышева 
по рисунку художника Е. Бу- 
лановой была выпущена се- 
рия почтовых марок, со- 
стоящая из двух миние- 
тюр. Одну из них мы при- 
водим на рысунке. 

Над портретом ученого 
помещена надпись «Великий 


щих круговое движение в 
прямолинейное. 

П, Л, Чебышев был осно- 
вателем и вдохновителем 
Петербургской математиче- 
ской школы. Выдающимися 
ее представителями были 
академики А, М. Ляпунов, 
А. А, Марков, В. А. Стеклов, 
В 1967 году появилась серия 
спичечных этикеток с порт- 
ретами знаменитых русских 


физиков м математиков, 
среди которых мы видим 
главу Петербургской мате- 
О Е И 
нейших его учеников. А. М. 
ной науки. Кроме гениаль- Ляпунов был не только гв- 
ных математических дости- ниальным математиком, но 
жений П. Л. Чебышев оста- и великим механиком. В 
вил ряд выдающихся иссле- — 1967 году к {00-летию со дня 
дований и изобретений по эго рождения также по ри- 
механике, относящихся пре- сунку Е. Булановой вышла 
имущественно нм теории и марка с портретом ученого. 
практике шарнирно-рычеж- Под ним изображена фор- 
ных механизмов, переводя- мула, дающая уравнение 
поверхности фигуры равнс- 
весия вращающейся жидко- 
стим. Кстати, исследования 
А. М. Ляпунова по фигурам 
равновесия вращающейся 
жидкости, частицы котором 
пригчгываются по  закому 
всемирного тяготения, были 
предприняты по инициативе 
его учителя П. Л. Чебышева. 


русский математик»,  кото- 
рая, однако, не отражает 


полностью роли П. Л. Чебы- 
шева в развитии А-а СТ 


РУССКИЕ 
МАТЕМАТИЫМЫ 
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ани 5 


Продолжается подписка на вто- 
рое полугодие 1974 г. на научно-по- 
пулярный — физико-математический 
журнал «Квант». 

Журнал рассчитан в первую. оче- 
редь на учеников 71—10 классов. Он 
полезен также учителям, особенно 
тем, кто ведет кружкм или факуль- 
тативные занятия по физике или ма- 
тематике, а также всем любителям 
математики и физики. 

Основное содержание журна- 
ла— это — «физико-математическая 
школа», т. е. материалы, помогаю- 
Щие лучше понять физику и матема- 
тику, научиться применять эти науки 
для объяснения различных явлений 
и процессов, с которыми мы стэлки- 
ваемся на практике, научиться ре- 
шать задачи. 

В журнале читатель найдет много 
задач. Среди них: задачи, предлагав- 
шиеся на вступительных экзаменах в 
различные вузы, задачи, прэдлагав- 
шиеся на олимпиадах, м просто инте- 
ресные задачи. 

Заметки с описанием физических 
приборов и опытов помогут читате- 
лю поставить и провести физиче- 
ский эксперимент. 

Журнал публикует на своих стра- 
няцах статья обзорного характера, 
рассказывающие © достижениях 
науки и проблемах, которые еще 
ждут своего решения, рассказы об 
ученых им рассказы самих ученых о 
том, как «делается наука», как позь- 
ляются научные открытия. 

Журнал постоянно помещает ре- 
цензии на книги — уже вышедшие и 
еще только готовящиеся к изданию. 

Цена номера 30 коп. При подпис- 
ке ссылайтесь на наш индексе 70465. 
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Обеспечить в новом пятилетии: 

дальнейшую разработку проблем теоретической и прикладной 
математики и кибернетики... 

разамтие исспедований по ядерной физике, физике твердого тела 


м полупроводников, квантовой электронике, физике плазмы, физике 
низких температур... 


Директивы ХХУ съезда КИСС по пятилетнему плену раззития мародного 
хозайства СССР ма 1974—1975 годы 
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О наилучших приближениях / Д.Б. Фикс, 
М. Б. Фукс 
Полупроводниковые диоды и триоды 6 /Л/. А. Федоров 
Рост кристаллов 16 Р. Фуллман 
Снежные заносы 23 Л Г Асламазов 
Математический кружок 
Решения задач вступительной контроль- 
ной работы в ЗМШ 2 17 Тоон 
Лаборатория «Кванта» 
Странный маятник 90 /1. А. Мини 
Задачник «Кванта» 
Задачи 33 
Решения задач А. К. Толпыго, 
№34—М38, Ф52—Ф58 25 Д.Г. Кушниренко, 
Н. Б. Васильев, 
Л. М. Лоповок, 
1. Ш. Слободенцкий 
Практикум абитуриента 
Логарифмические уравнения 46 В. В. Гольдберг 
Задачи по геометрии 52 —Ю. В. Сидоров 
Письменный экзамен по математике 
на химическом факультете МГУ Н. Н. Колесников, 
в 1970 году 56 В. М. Гихомиров 
Письменный экзамен по физике в МФТИ В. Е. Белонучкин, 
в 1970 году 60 С.М. Козел 
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Уголок коллекционера 
Марки, посвященные Гапилею 
3-я стр. обложки 


Игра Эскотта 
4-я стр. обложки 


А. В. Алтыкис 


рр И } В ь | | 


| И д 
(ФР НАИАУЧШИх 
7 ПРИБЛИЖЕНИЯХ 


Как выбрать наилучшее рациональное приближение для 
иррационального числа} Какое, например, из приближений чис- 


ла |/2 лучше: 3/:, 7/5 или 1,411 Казалось бы, ответ прост: чем 
меньше погрешность, тем лучше и приближение. Но все 
же, видимо, это не соасем так; иначе, почему же, прекрасно 
зная пять десятичных знаков числа л, мы упорно пишем л-- 3,141 
Дело, конечно, в том, что, подбирая. приближение, мы хотим 
уменьшить не только погрешность, но и знаменатель: чем мень- 
ше знаменатель, тем менее громоздка дробь м тем удобнее 
обращаться с ней — запоминать, подставлять а различные фор- 
мулы ит. д. 

Этому и посвящена наша статья: определить, в какой сте- 
пени можно удовлетворить два явно противоречащих друг 
другу требования — найти по возможности более точное и по 
возможности менее громоздкое рациональное приближение 
для данного иррационапьного числа. 


$ 1. Коэффициент качества приближения 


Прежде всего желательно научиться оценивать качество приближения 
эдним числом (а не двумя: погрешностью и знаменателем). Поскольку мы 
стремимся уменьшить и погрешность, и знаменатель, то естественно взять 
за показатель качества приближения нх произведение: малость произве- 
дения в какой-то степени говорит о малости сомножителей. Так что примем 
за основу такое определение. 


Коэффициентом качества приближения = иррационального числа & 


*) 
называется произведение знаменателя 4 на погрешность 





ей 
$ 





*) Сравните со статьями Н. М. Бескивелн кааувнты: № 1, В ва 1970 год, где приня- 
та несколько другая терминология. 


Квант № 6 


Итак, мы считаем, что чем меньше коэффициент качества, тем лучше 
приближение. (Нулю коэффицнент качества равняться не может, так как 


@& иррационально и не равно =.) 


Найдем для примера коэффициенты качества трех упоминавшихся 
приближений числа у2. Получим: 


2|и2—3/2 |= 250,086 =0,17, 
5[и2—7/5 |= 5.0.014 =0,07, 
100 [3/2 — 1,4} | = 100 Х @,0042 = 0,42, 


так что по нашему критерию самым лучшим является приближение 7/5 *). 
Попытаемся доказать теперь какие-нибудь общие теоремы. Совсем лег- 


ко показать, например, что для любого 9 существует приближение -Р_ чис- 
Ч 


ла © с коэффициентом качества, меньшим \/›. В самом деле, полберем такое 
число р, что 





р рт! 

— [#2 Ч 

9 < 9 

Так как « иррационально, оно не является серединой отрезка 


а! . ь 

Е ь чт (см. рис. 1). Значит, или а: ‚ или а меньше по- 
1 

ловины длины отрезка Е з | ‚ тоесть меньше =: 


Таким образом наше утверждение доказано. 
Значительно более глубоким 
фактом является 
Теорема 1. Для любого 
и ос р+1 @ иррационального числа & и для 
= 


сколь угодно большого М сущест- 
Ве оБиваь вует бесконечно много различ- 


(2 р* 1/29 ных дробей га с коэффициен- 
Рис. 1. том кечества, меньшим а то 
же 
естьс 91“— 9 <=. 





Эта теорема составляет 
главный результат нашей ста- 
тьи. Ее доказательство будет 
завершено в $ 4. Наше доказа- 
тельство, вероятно, не самое 
короткое, но мы предпочли его 
за геометрическую наглядность, 
а также за то, что оно основы- 





*) Мы пренебрегаем, конечно, 
тем обстоятельством, что обычно в 
качестве приближений для иррадно- 
нальтых чисел предпочитают десятич- 
ные дроби, так как над ними удобнее 
производить арифметическне операции. 
Именно поэтому столь употребихель- 
мо, несмотря на болыной коэффици- 
Рис. 2. сент, приближение 1,41. 










вается на идеях, которые инте- 


ресны сами по себе. 
Мы докажем эту теорему с ЗАЛ 
помощью так называемых реше- МАЛА 


АТАКУ 
Ня 








АТТА 
УИиУ х 






$ 2- Решетки 


Предположим, .что на плос- 
кости заданы две пересекающие- 
ся прямые: [5 ни т. и, кроме 
того, зафиксированы два мас- 
штабных отрезка: а иф. По обе 
стороны от прямой Ё, проведем 





параллельные прямые [у 1, (+2... Рис. 3. 
на расстоянии а, 2а, ... от нее. 
Аналогично по обе стороны от т, на расстоянии 6, 26, ... проведем 


прямые ть, ть2, ... Отметим все точки пересечения прямых (1; с пря- 
мыми ту. Множество этих точек и называется решеткой (рис. 2). 

Подчеркнем, что решеткой мы называем множество точек пересечения 
прямых, не относя к ней самые прямые. Это важно, потому что одна и та же 
решетка может быть получена из совершенно различных семейств прямых. 
Так, решетка, изображенная на рисунке 3, получается как при пересечении 
синнх прямых, так и прн пересечении красных прямых. 

За примерами решеток далеко ходить не надо. Точки пересечения ли- 
ний в тетрадях «в клеточку» составляют решетку. А такие же точки в тетра- 
дях, в которых пишут первоклассники, решетки не составляют — не одннако- 
вы расстояния между соседними горизонтальными линиямн (рис. 4). 

Зафиксируем на плоскостн семейства прямых [;, т; и построенную с их 
помощью решетку обозначим через Ю. 

Теорема 2 (свойство параллелограмма). Если АВСЬ — парал- 
лелограмм и точки А, В. С принадлежат решетке В, то и точка О прина9д- 
лежит этой решетке. 

Доказательство. Мы должны доказать, что точка р лежит 
на одной из прямых { н на одной из прямых 1. Оба утверждения доказы- 
ваются совершенно одинаково, и мы ограничимся доказательством первого. 

Поскольку точки А, В, С принадлежат решетке, то каждая из них ле- 
жит на одной из прямых [, скажем, А лежит на [,, В — на {,, С — на [, 
(см. рис. 5). Опустим из точки А перпендикуляр АЁ на прямую [., из точки 
В — перпендикуляр ОЕ на прямую [,. Так как ВА || СР, 111 н АЕ|БЕ 
(как перпендикуляры к параллельным прямым), то треугольннки ВАЕ 
и СБР подобны. Так как, кроме того, ВА = СО, то эти треугольникн равны. 
Следовательно, АЕЁ=рР. Но длина отрезка АЕ есть расстояние между 





в 
РЗ 


не решетка 
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Е У 7474779772774 
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Рис. 5. | Рис. 6. 


прямыми {; и [;,, то есть АЕ=а|1—. Следовательно, прямая, проведенная 
через точку О параллельно прямым Ё, находится от {[, на расстоянии ОР= 
—=АЁ=а|—], кратном а, и эта прямая есть одна из прямых { (более точно — 
прямая н--. 

Теорема доказана. 


Другие свойства решеток нам не поиадобятся. Мы приведем некоторые из них без 
доказательств — для самостоятельного обдумывания. 


1. Если вершины параллелограмма принадлежат решетке В, то площадь этого па- 
раллелограмма кратна произведению аб. 


Определение. Параллелограмм, зершнны которого принадлежат решетке К, 
а плошадь равна аб, называется основным параллелограммом решетки В. 

Например, основными являются все параллелограммы, иа которые разбивают плос- 
кость прямые Ё, т;- 


2. Для того чтобы паралаелограмм, вершины которого принадлежат решетке, был 
основным, необходимо и достаточно, чтобы внутри этого параллелограмма и на его реб- 
рах не лежало ни одной точки решетки, кроме вершин параллелограмма. 


3. Всякий параллелограмм на плоскости служит основным для одной и только одной 
решетки. 


8 3. Связь между решетками и рациональными приближениямн 


Обратимся теперь к нашей исходной цели: нахождению приближений 
для иррационального числа . Сначала мы свяжем с числом © некоторую 
специальную решетку. 

Введем на плоскости прямоугольную систему координат. В качестве 
прямых По, Тур, Тао, ... МЫ возьмем прямые, параллельные оси Ох и про- 
ходящие через точки (0, 0), (0, +1), (0, +2),... (уравнение прямой то: у= 9). 
В качестве прямой [. мы возьмем прямую, проходящую через точки (0,0) 
и (а, 1); ее уравнение: х==@у. Наконец, в качестве прямых [+1 (+2, ... мы 
возьмем прямые, параллельные прямой о и проходящие через точкн 
(+1,0), (+2,0), (уравнение прямой [: х= оу—р). Эта решетка изобра- 
жена на рисунке `6. Закрепим за этой решеткой обозначение «К». 


Оказывается, что вопрос о том, насколько хорошим приближеннем для 
числа а является -^, можно свести к вопросу о том, где расположена на 


плоскости точка пересечения прямых {р и п. В самом деле, найдем коор- 


динаты этой точки. Это можно сделать 

как элементарно-геометрнческимн средст- 

вами, так и рещая совместно уравнения Р КМ+1 
этих прямых: 


х=@у-—р (1„), 
у=4Ч (т). 
Получаем, что координаты точки пересече- 


ния таковы: 99—р, 4. Мы видим, что 
ордината этой точки равна знаменателю 


дроби с Абсцисса же ее равна @4 — 





—р= и Таким образом, модуль 


абсциссы совпадает с коэффициентом ка- и М и М 

чества приближения, и она положительна, 

если ®>-- (или < — приближение «с не- Рис. 7. 

достатком»), и  отрицательна, если 

= т (или о — приближение «с избытком»). Заметим, что так как а 


иррационально, то заведомо &-= ст. н, значит, ни одна точка решетки, 


кроме точки (0,0),на ось Оу не попадает. 

Итак, каждой точке нашей решетки, лежащей выше оси Ох (мы огранки: 
чиваемся случаем 9 >0), отвечает некоторое рациональное приближение 
числа “; при этом расстояние этой точки от оси Ох есть знаменатель при- 
ближения; расстояние ее от оси Оу есть коэффициент качества приближе- 
ния; если точка лежит правее (левее) оси Оу, то отвечающее ей приближе- 
ние есть приближение с недостатком (с избытком). 


$ 4. Доказательство основной теоремы 


Мы докажем более сильное предложение, чем основная теорема. 
Теорема 3. Для любых натуральных чисел №, Е существует по 


крайней мере К различных дробей и". таких, что 


1 
а) 4 = №, бча—- КА 
(То, что из теоремы 3 следует теорема 1, очевидно: № может быть сколь 
угодно большим, так что всего приближеннй с коэффициентом качества, 
меньшим 1/М№, существует бесконечное множество). 





Доказательство. Посмотрим, что означает наше утвержденне 
для решетки Ю, построенной в 6 3. Как мы видели, приближениям отвечают 
точки этой решетки, причем знаменатели равны ординатам, а коэффициенты 
качества — модулям абсцисс этих точек. Итак, нам нужно доказать, что 
существуют А точек решетки К, содержащихся внутри прямоугольника Р, 


заданного неравенствами: -= дж -. О<у<ЕМ-+1 (м. рис. 7). 
эта к боли рассмотрим более‘ широкий прямоугольник Р: 
— = <х<-— = ‚ ОСЗ у ЕМ -- 1 рис. 8). Внутрн этого прямоугольника 


2 Кьпит №6 


лежат АМ точек решетки Ю. В самом деле, 





$ ПИНЯУЕ сы на каждой из прямых и=1, #==2,..., у=ЁМ 
| ьы Точки решетки лежат с промежутками, 

} равными 1; поэтому ровно по одной точке 

Е ы решетки лежит на отрезке каждой из этих 

А к прямых, заключенном в прямоугольнике Р 
М. (на вертикальные стороны прямоугольника 

пз Р точки решетки не попадают, так как их 

В абсциссы иррациональны). Разобъем пря- 

ку 5 ы. моугольник Р на № равных прямоуголь- 
йо" 2 ников ри, р», ..., Р» с основанием +. 
Рис. 8. Ясно, что либо в каждом из них ле- 


жит ровно А точек решетки, либо в од- 
ном из них (скажем, в р„) лежит по 
крайней мере Е--] точек решетки (скажем А», А,, ..., Ак). 

В первом случае доказываемая теорема получается сразу: прямоуголь- 
ник Р содержит, очевидно, один из прямоугольников р;, а значит, в нем 
имеются Ё точек решетки. 

Во втором случае проделаем следующее построение (рис. 9). Для опре- 
деленности предположим, что А, — самая нижняя из точек Дь, ..., Ад. 
Соединим точку Д ; с точкой О и проведем из точек Ау, ..., Ак отрезки, рав- 
ные и параллельные А,0. 

Пусть это буд отрезки ри т, 

Точки В,, ..., В» принадлежат решетке Ю; в самом деле, фигура 
А ОВ: А; при 1= <1=< Р—параллелограмм (так как А.О ||А,В,, А О=А! В,) 
и точки А О, А. прннадлежат Ю; значит, по свойству параллелограмма 
(теорема 2) и В, принадлежит Ю. 

Точки Ву, ..., В, лежат в прямоугольнике Р. В самом деле, при | <1= 
отрезки А ‚А; и ОВ, равны и параллельны, и, значит, имеют равные проек- 
ции на ось Ох. Но отрезок А ‹А, лежит в прямоугольнике р» и его проекция 


] Е 1 
на ось Ох меньше и Значит, абсцисса точки В, по модулю меньше ра 


то есть В; лежит в Р. Итак, В.,..., В» суть Ё точек решетки, лежащих 
в прямоугольнике Р. Теорема доказана. 


$ 5. Заключение 


Из теоремы 3 можно получить и другие 
весьма любопытные следствия. 

Например, такое: 

Теорема 4. Существует бесконеч- 


ное множество дробей че таких,что 


1 
< 


Доказательство. В теореме 3 
прнмем &=1. Тогда, согласно этой теоре- 
ме, для каждого № существует приближение 
-Р числа‘ & такое, что 9 < Ми 


р 1 
|“ —4 |< 


д -№ 











2+ 


Раз 9=5 М и, следовательно, и =-у, то а 





р 1 
ге: у 
р 1 

а — — бя 

| | < 


Осталось убедиться в том, что таких дробей бесконечно много. Если бы 


их было лишь конечное число, то мы могли бы выбрать из них ближайшую 
1 
ка, то есть была бы такая дробь -2°— что [а === < —, но ни для ка- 


Фо ' о 90 








кой дроби, более близкой к а, чем — ‚ подобное неравенство уже не имело 
о 
бы места. Тогда мы бы взяли число М большим, чем |< — Е °| и нашли 
© 








бы, как н выше, с помощью теоремы 3 такое приближение и числа ©, что 





и в то же время 


Мы пришли к противоречию. 

Доказанная теорема приводит к мысли, что, может быть, мы можем 
оценивать качество приближений более строго, приняв за коэффициент ка- 
чества приближения № число ие. Как видно из теоремы 4, лю- 
бая иррацнональность допускает бесконечно много приближений, у кото- 
рых такой коэффициент качества меньше еднницы. 

Однако аналог теоремы | при таком определенин коэффициента качест- 
ва уже неверен. Наиболее сильным результатом, которого удается здесь 
достичь, является классическая теорема Гурвица — Бореля. Она формули- 
руется так: 

для любого иррационального числа а существует бесконечно много приб- 


лижений т с 


| 
а —— — = 
| гу 


При этом число У5 не может быть в этой формулировке увеличено: 
существуют иррациональные числа, для которых есть лишь конечное 
число приближений с коэффициентом качества (в новом смысле), мень- 


1 
ШИМ 1/5 ® 


Возникает интересный вопрос: что же это за иррациональные числа, 
которые хуже других приближаются рациональными? Оказывается, что 


таких чисел бесконечно много; например, одно из них равно А 


Доказательство теоремы Гурвица — Бореля и ее уточнений произво- 
дится теми же средствами, что и доказательство нашей теоремы |, только 
требуется чуть более тонкий анализ решетки Ю. Мы расскажем об этом 
в нашей следующей статье. 


ПОЛУШРЮ ВЫ 


А 
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] ТРЫФЩЬ 


М.А. Федоров 


Б этой статье рассказывается о работе полупроводниковых 
диодов и триодов [транзисторов], замечательных электронных 
устройств, изобретение которых стало возможным только 
после кропотливого изучения свойств определенного типа ве- 
ществ — полупроводников. Сконструмрованные несколько де- 
сятков лет назад, эти устройства в настоящее время стали не- 
заменимыми элементами огромного количества физических и 


радиотехнических приборов. 


Проводники, полупроводники 
и лиэлектрики 


Прежде чем говорить о полупро- 
водниковом диоде и транзисторе, мы 
расскажем о том, что такое полупро- 
водники, какова их внутренняя струк- 
тура и какими они обладают свойст- 
вами. 

Из большого числа известных в 
природе полупроводников наиболее 
изучены кремний и германий. Это 
элементы, стоящие в таблице Менде- 
леева под номерами 14 и 32. 

Если говорить строго, то полупро- 
водники — это диэлектрики, только 
очень слабые диэлектрики. Слабые в 
том смысле, что их нетрудно превра- 
тить в проводники. Для этого суще- 
ствует несколько способов. Основные 
из них: облученне, бомбардировка 
полупроводников быстрыми  части- 
цами, нагревание и добавление в 
полупроводник соответствующих прн- 
месей. 

Как известно, диэлектрики не про- 
водят электрического тока, то есть 
8 


являются изоляторами. Если на кон- 
цах  диэлектрического образца соз- 
дать разность потенциалов и изме- 
рнть ток, то он будет равен нулю. 
Это объясняется тем, что внутри 
образца нет свободных заряженных 
частиц, например, электронов, кото- 
рые под действием электрического 
поля перемещались бы с одного кон- 
ца образца на другой и таким обра- 
зом создавали бы ток. Атомы диэлект- 
рика прочно удерживают все свои 
электроны и уж если отпускают их 
от себя, то только поменявшись с 
соседом на другой электрон. 

Иное дело в металлах. Основная 
масса электронов и там ведет себя 
подобно электронам в диэлектрике. 
Но некоторые из них, те, которые на- 
ходятся далеко от положительно за- 
ряженных ядер и потому слабо с 
ними связаны, при образовании кри- 
сталла получают такую свободу, что 
могут бродить по всему кристаллу. 
Эти электроны называются свобод- 
ными электронами, илн электронами 
проводимости. Если поместить ме- 
талл в электрическое поле, то эти 


свободные электроны (поскольку они 
обладают отрицательным зарядом) 
движутся в сторону, противополож- 
ную направлению — электрического 
поля. Электрическое поле, словно 
ветер, сдувает их на границу образца. 
Гальванометр, подключенный к та- 
кому образцу, зарегистрирует элект- 
рический ток. 

Итак, диэлектрик потому не про- 
водит электрический ток, что в нем 
нет свободных носителей заряда, ко- 
торые могли бы под действием элект- 
рического поля свободно двигаться 
по образцу. 

Но такие заряды мы сами можем 
создать. Один из способов — подейст- 
вовать на атом диэлектрика каким- 
нибудь подходящим «инструментом», 
например, квантом света — фотоном. 
Мы облучаем диэлектрик обычным 
светом, а еще лучше — рентгеновски- 
ми лучами, так как они обладают 
большей энергией, и выбиваем элект- 
роны из атомов, образующих кристалл. 
Таким путем в диэлектрике можно 
создать свободные электроны и пре- 
вратить его в проводник. Ясно, что 
энергия, нужная для освобождения 
электрона, зависит прежде всего от 
того, из каких атомов образован 
кристалл и как эти атомы располо- 
жены в кристалле. Другими словами, 
эта энергия различна для различных 
кристаллов. Минимальная энергия, 
необходимая для того, чтобы оторвать 
электрон от атома и превратить его 
в свободный, называется энергети- 
ческой щелью данного диэлектрика. 
Если на кристалл падает излучение, 
энергия квантов которого ниже, чем 
минимальная энергия, необходимая 
для освобождения электрона, то ни 
один из электронов не будет выбит 
и диэлектрик так и останется изоля- 
тором. 

Различие между диэлектриками и 
полупроводниками как раз и заклю- 
чается в величине энергетической ше- 
ли. Диэлектрики с достаточно малой 
энергетической щелью называются по- 
лупроводниками. Энергетическая 
щель у полупроводников примерно 
в 10 раз меныше, чем у ярко выражен- 


ных диэлектриков, таких, как, на- 
пример, алмаз. Ширина энергетиче- 
ской щели для алмаза равна 7 9, 
тогда как для германия мы имеем 
0,72 5в, а для кремния 1,138 *). Та- 
ким образом, чтобы полупроводник 
превратить в проводник, достаточно 
сообщить его электронам относитель- 
но небольшую энергню. 

Теперь представьте себе, что мы 
нагреваем диэлектрик. При повышении 
температуры средняя энергия элект- 
ронов увеличится, и многие из них 
будут иметь энергию, достаточную для 
преодоления энергетической щели. 
В результате становится все больше 
свободных электронов, причем по- 
явление свободных электронов про- 
исходит тем чаще, чем выше темпера- 
тура, и уж, конечно, чаще всего у 
тех кристаллов, у которых меньше 
энергетическая щель, то есть у по- 
лупроводников. Потому полупро- 
водники и называют полупроводни- 
ками, что при достаточно высоких 
температурах (например, комнатных 
—300° К) они являются проводни- 
ками, а при понижении температуры 
превращаются в диэлектрики. Тран- 
зисторный приемник перестает ра- 
ботать в трескучий мороз, так как 
полупроводники, использованиые в 
его транзисторах, превращаются в 
самые настоящие изоляторы. 


Электроны и дырки 


Пусть каким-либо образом мы вы- 
били электрон из атома диэлектрика 
и он улетел от этого атома. В кристал- 
ле в этом месте образуется нехватка 
электрона или, как говорят, дырка. 
Интересно то, что дырка не стоит на 
месте, а иачинает двигаться и вообще 
ведет себя подобно положительно за- 
ряженной частице. Вот как это про- 
исходит. 

Когда у какого-то атома не хвата- 
ет электрона, то электрон может пе- 





*)1 электрон-вольт (|1 36) — энергия. 
прнобретаемая электроном при прохожде- 
ним разности потенциалов в | вольт. 1 5— 
==1,6 10-1? дж. 

9 


рескочить с соседнего атома, имеюще- 
го ровно столько электронов, сколь- 
ко нужно (рис. 1, а). Но тогда нехват- 
ка электронов обнаруживается на 
соседнем атоме, то есть дырка пере- 
мещается к соседнему атому 
(рис. 1, 6). Конечно, на самом деле 
это электроны с заполненных ато- 
мов  перескакивают на соседние не- 
заполненные, но улобнее говорить о 
движении дырки. Дырка все-таки од- 
на, а отражает движение многих 
электронов. Движение дырки подоб- 
но движению положительно заряжен- 
ной частицы, потому что, если под 
действием электрического поля элект- 
роны движутся в одну сторону, то их 
«нехватка» движется в другую. 
Будет полезно подчеркнуть раз- 
ницу между поведением металлов и 
полупроводников в электрическом 
поле. Ток в металле создается только 
свободными электронами. Металл 
так устроен, что в нем всегда имеется 
то или иное их количество. В полу- 
проводнике же при достаточно низ- 
ких температурах свободных элект- 
ронов нет. Эти свободные электроны 


‚”“ "-`+ 


> = 
„==>. 


Г аи 1% 





можно создать. Но при этом, отрывая 
электрон от атома и предоставляя ему 
свободу, мы создаем и дырку. 
В дальнейшем этн электроны и дырки 
движутся независимо друг от друга. 
Получается так, что ток в полупро- 
воднике складывается из тока элект- 
ронов и тока дырок. 

Может случиться так, что свобод- 
ный электрон и дырка встретятся, 
то есть что электрон при своем дви- 
жении по кристаллу встретит атом, у 
которого как раз не хватает электро- 
на. Он займет это свободное место, и 
в этот момент и электрон, и дырка 
нсчезнут. В этом случае говорят, что 
произошла рекомбинация. Вы впра- 
ве спросить, а зачем же тогда созда- 
вать электроны и дырки, если они 
рано или поздно вот так просто друг 
друга уничтожат? Во-первых, при 
наложении электрического — поля 
электроны и дырки как частицы, 
имеющие разные заряды, движутся в 
противоположные стороны, и мы 
можем зарегистрировать ток, кото- 
рый они создают еще до того, как ре- 
комбинируют. Во-вторых, мы не из 
каждого атома выбиваем электроны, 
а, например, из каждого тысячного. 
Мы создаем при этом значительный 
ток (поскольку в каждом кубическом 
сантиметре кристалла примерно 1073 
атомов) и оставляем достаточную сво- 
боду для движения электронов и 
дырок. 

Полупроводниковые — кристаллы 
выращиваются чрезвычайно чнстымн. 
Это тоже делается для того, чтобы 
движению электронов и дырок нн- 
чего не мешало. 


Доноры н акцепторы 


Существует и такой способ соз- 
дания свободных электронов в полу- 
проводнике. Представим себе 
кристалл германия, в котором один 
из атомов германия заменен атомом 
мышьяка. У атомов германия валент- 
ность равна 4, а у атомов мышьяка — 
5. Когда атом мышьяка оказывается 
в окружении атомов германия, пятый 


Рис. 2. 


электрон мышьяка связан с ним очень 
слабо (рис. 2). Чтобы его оторвать, 
достаточно энергии 0,1 56, которая 
не превышает тепловой энергии кри- 
сталла. Таким образом, один из 
электронов атома мьчшьяка становит- 
ся свободным и странствует по кри- 
сталлу. Вводя в полупроводник при- 
меси, имеющие более высокую ва- 
лентность, мы всегда можем полу- 
чить достаточное количество отрица- 
тельных носителей тока. В этом слу- 
чае примесные атомы называются до- 
норами, а сами полупроводники, со- 
держащие примеси донорного типа, 
называют полупроводниками л-типа. 

Можно внедрить в кристалл гер- 
мания трехвалентные атомы, напри- 
мер, алюминия. Атому алюминия, 
для того, чтобы прочно сидеть в кри- 
сталле термания, необходимо иметь 
четыре внешних электрона, поэтому 
он захватывает педостающий элект- 
рон у соседних атомов германия 
(рне. 3). В кристалле образуется 
дырка. Примесные атомы такого 
типа называются акцепторамн *), а 
полупроводники — полупроводника- 
ми р-типа. 

Полупроводники л- и р-типа имеют 
соответственно избыточное количест- 
во отрицательных или положитель- 


*) От корня «акцепт» — прниимать. 
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по сравнению с теми электронами и 
дырками, которые создаются тепло- 
выми возбуждениями. Однако общий 
заряд каждого из полупроводяиков, 
конечно, равен нулю, поскольку их 
кристаллы образуются из нейтраль- 
ных атомов. Отрицательный заряд 
электронов в полупроводнике л-типа 
компенсируется положительно за- 
ряженными донорными центрами, за- 
крепленными в узлах кристалличе- 
ской решетки, например, атомами 
мышьяка. В полупроводнике р-типа 
положительный заряд дырок гасится 
отрицательным зарядом акнептор- 
ных центров. 


Переходы между полулроводныками 


Возьмем два различных образца 
германия (р- и л-типа) и приложим 
их друг к другу *). Нас интересует, 
что будет происходить на границе 
раздела (рис. 4). 

До тех пор, пока не был создан 
контакт между образцами,  элект- 
роны в П-области и дырки в р-обла- 
сти, подходя к границе образца, от- 
ражались от поверхности и возвра- 
щались в глубь полупроводника. Как 





*) В таком случае говорят, что создан 
р — п-переход. 
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р-область 


п-область 
Рис. 4. 


только образовался переход, ситуа- 
ция изменилась. Электроны из л-0б- 
ласти, движущиеся по направлению 
к границе раздела, имеют возможность 
перескочить в р-область. Аналогич- 
но дырки из р-области просачивают- 
ся в п-область. Оба эти процесса 
действуют в одном направлении: 
они стремятся зарядить германий 
п-тнпа положительно, а германий 
р-типа отрицательно. В самом деле, 
п-область, полвый заряд которой до 
образования перехода был равен ну- 
лю, теперь заряжается положитель- 
но, отдавая отрицательно заряженные 
электроны в р-область. Положитель- 
но заряженные дырки, приходя из 
р-области, только способствуют это- 
му. Германий же р-типа и за счет 
прихода электронов, и за счет ухода 
дырок приобретает отрицательный 
заряд. 

Однако весь этот процесс рано 
или поздно должен остановиться. Ког- 
да германий л-типа зарядится поло- 
жительно, а германий р-типа — от- 
рицательно, то образуется как бы 
конденсатор, и на границе возникнет 
электрическое поле, направленное из 
п-области в р-область (рис. 5). А 
это значит, что, например, электроны 
из п-области уже не смогут больше 
уходить в р-область. Сильное элект- 
рическое поле на границе заставит 
их повернуть обратно. То же самое 
можно сказать и в отношении дырок. 
Возникшее электрическое поле по- 
низит их шансы уйти в п-область. 
Итак, наступит равновесие, при ко- 
тором германий л-типа будет заряжен 
положительно, германий р-типа — 
12 


р-область п-область 


Рис. 5. 


отрицательно, а на границе бу- 
дет сильное электрическое поле, на- 
правленное из л-области в р-об- 
ласть. 

Если принять потенциал элект- 
рического поля на границе за нуль, 
то потенциал л-области больше нуля, 
а потенциал р-области меньше нуля 
(рис. 6), как будто это пластины за- 
ряженного конденсатора. Потенциал 
резко изменяется в той области, где 
существует электрическое поле, т. е. 
на границе раздела между германием 
р- и п-типа. Разность потенциалов в 
р—п-переходе равна той энергии, ко- 
торую необходимо иметь электрону 
для перехода из п-области в р-об- 
ласть, или дырке для перехода из 
р-области в н-область. Что касается 
дырок в МЛ-области и электронов в 
р-области, то если им посчастливится 
случайно попасть на границу разде- 
ла, электрическое поле только под- 
толкнет их в другую область. Однако 
если такое случается, то это приво- 
дит к уменышению заряда и пи 
р-областей, т. е. к уменышению пере- 





Рис. 6. 


пада потенциала на границе и К 
уменьшению электрического поля. 
Но тогда найдутся электроны в 
п-области и дырки в р-области, кото- 
рые обладают достаточной энергией 
для преодоления — уменьшившегося 
потенциального барьера *). Они про- 
скочат через барьер, и равновесие бу- 
дет восстановлено. Мы видим, что 
равновесие между р- и л-областями 
динамическое. Между ними все время 
происходит обмен электронами и 
дырками, но этот обмен эквивалентен: 
средний заряд р- и л-областей остает- 
ся неизменным и, следовательно, 
остаются неизменными перепад по- 
тенциала и электрическое поле на 
границе. Однако суммарный ток через 
границу равен нулю. Это равновесие 
можно нарушить, только создавая на 
концах р—п-перехода внешнюю раз- 
ность потенциалов. Рассмотрим те- 
перь этот случай. 


Полупроводниковый диод 


Образец с р—п-переходом обладает 
одним важным свойством: он может 
работать в качестве диода, то есть 
системы, пропускающей ток только в 
одном направлении. 

Посмотрим, что происходит, если 
мы включаем р—п-переход в электри- 
ческую цепь, то есть создаем на кон- 
цах образца внешнюю разность по- 
тенциалов. Возможны два случая. 
Либо перепад потенциала на границе 
р—п-перехода увеличивается, либо 
уменьшается. Равновесие между р- 
и п-областями, осуществляемое при 
помощи обмена электронами и дыр- 
ками, нарушается, и средний ток 
через границу раздела отличен от 
нуля. Величина этого тока будет 
зависеть от того, увеличивает или 
уменьшает внешнее напряжение тот 
перепад потенциала, который суще- 
ствует в переходе сам по себе. 

Если внешнее напряжениеувеличи- 
вает скачок потенциала на границе, то 


*) См. «Квант» № 5, 197Е г., стр. 8—16. 


ясно, Что Ток через переход чрезвы- 
чайно мал. Например, в р-области 
дырочный ток равен нулю, так как 
увеличивается величина потенциаль- 
ного барьера, который нужно пре- 
одолеть дыркам. Другими словами, 
увеличивается работа, которую им 
нужно совершить против сил элект- 
рического поля при переходе через 
границу раздела. Электронный ток 
в р-области тоже очень мал из-за 
малого количества электронов. 
В п-области, где преобладают отрица- 
тельные носители, ситуация аналогич- 
ная: электрическое поле, отталкиваю- 
щее электроны от границы, возросло, 
а дырки не могут обеспечить доста- 
точного тока, поскольку в п-области 
их ровно столько, сколько электро- 
нов в р-области, то есть очень мало. 


Если же внешнее напряжение 
уменьшает величину скачка потенци- 
ала, то в р-области найдется большое 
число дырок, обладающих энергией, 
достаточной для преодоления ступень- 
ки потенциала, и дырочный ток бу- 
дет пропорционален числу дырок в 
р-области, которое очень велико. Точ- 
но так же электронный ток будет 
пропорционален числу электронов в 
п-области. В результате ток через 
переход будет очень большим. 


Все эти процессы в целом легко 
понять следующим образом. При 
смещении равновесия, то есть при 
увеличении или уменьшении перепада 
потенциала, обмен электронами и дыр- 
ками между р- и п-областями нару- 
шается и возникает отличный от нуля 
суммарный ток через р—п-переход. 
Этот ток во всех случаях стремится 
восстановить равновесие, то есть 
уменьшить перепад потенциала, если 
он возрос, и наоборот. Однако этого 
ему не удается сделать, так как пере- 
ход включен в электрическую цепь. 
Средний заряд, переносимый с одной 
стороны р—п-перехода на другую, 
не задерживается в образце, а уходит 
дальше ‘по цепи. Равновесие так и 
остается нарушенным. 


Итак, при включении р—п-пере- 
хода под напряжение, обмен заря- 
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Рис. 7. 


дами между р- и п-областями изменя- 
ется и через переход протекает ток. 
Этот лок очень велик при одном зва- 
ке внешнего напряжения и очень 
мал при другом. 

Свойство полупроводникового дн- 
ода пропускать ток только в одном 
направлении используется, например, 
для создания выпрямителей — уст- 
ройств, преобразующих переменный 
ток в постоянный. 

Простейшая схема такого выпря- 
мителя изображена на рисунке 7. 
Для анализа работы этой схемы нам 
важен только тот факт, что при 
одном знаке напряжения сопро- 
тивление диода (Юр) практически 
равно нулю (когда он пропускает 
огромный тск), а при другом знаке 
напряжения диод практически не про- 
водит тока и, следовательно, его со- 
протнвление очень велико. 


М>: 
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Предположим теперь, что диод 
пропускает ток только слева напра- 
во, то есть он открыт, когда напря- 
жение на входе больше нуля, и за- 
крыт, когда оно отрицательно. 

При Их >0 общее сопротивление 
цепи 


ЮКо+ В — В, 


н напряжение на выходе будет 
практически равно входному. 

При И,‹<0О сопротивление диода 
бесконечно (Кр»Ю), и, следователь- 
но, падение напряжения на сопротив- 
лении А практически равно нулю. 
Напряжение на выходе равно нулю. 
Таким образом, наша система пре- 
образовывает зпакопеременное напря- 
жение в знакопостоянное. 


Траизистор 


Теперь мы можем рассмотреть 
транзистор — систему, которая объе- 
диняет в себе два только что рассмот- 
ренных перехода.  р—п—р-транзи- 
стор — это изготовленный, напри- 
мер, из германия небольшой брусок, 
составленный из трех участков: р-об- 
ласть, п-область и опять р-область 
(рис. 8). Каждый переход в транзи- 
сторе ведет себя так, как описано 
выше. В частности, в каждом перехо- 
де должен наблюдаться перепад по- 
тенциала — падение из п-области в 
каждую из р-областей, так что об- 
щее распределение потенциала бу- 
дет таким, как показано на рн- 
сунке 8. 

В работающем транзистере каждая 
из трех областей подключена к источ- 


нику внешнего напряжения. К пя-об- 
ласти, которая называется базой, под- 
веден небольшой отрицательный по- 
тенциал, а правая р-область (кол- 
лектор) подключена к значительно 
болышему отрицательному потенциа- 
лу. На рисунке 9 распределение по- 
тенциала в работающем р—п—р-тран- 
зисторе изображено сплошной лн- 
нией. 

Рассмотрим сначала, что проис- 
ходит с положительными носителями 
тока — дырками, потому что именно 
нх поведение управляет — работой 
р—п-—р-транзистора. Легко понять, 
что из левой р-области (эмиттера) 
на базу пойдет ток положительных 
носителей, поскольку потенциал базы 
будет теперь уменьшен на величину 
Ув и дыркам нужно преодолеть мень- 
ший потенциальный горб, чем это 
было раньше. Таким образом, дырки 
будут «эмиттироваться» из р-области 
в п-область. Что будет с ними даль- 
ие? Могло бы показаться, что этот 
ток вытечет из п-области через кон- 
такт, подключенный к базе. Но это- 
то не произойдет, поскольку п-0б- 
ласть делается достаточно узкой для 
того, чтобы дырки проскакивали в 
правую р-область на коллектор; тем 
более, что при переходе с базы на 
коллектор потенциал резко падает и 
на дырки действует сильное электриче- 
ское поле, паправленное в сторону 
коллектора. Обратный путь дыркам 
закрыт. При переходе с коллектора 
на базу им нужно было бы преодолеть 
слишком высокий барьер. 

Итак, почти весь дырочный ток, 
вышедший из эмиттера, собирается в 
области коллектора и только неболь- 
шая его часть (долин процента) идет 
на базу. Естественно, ток через эмит- 
тер равен сумме токов базы и коллек- 
тора. Если теперь слегка менять 
потенциал Ув, то ток через эмиттер 
будет меняться очень сильно,  сле- 
довательно, очень сильно будет ме- 
няться и ток через коллектор, ведь 
они примерно равны с точностью до 
мизерного лока базы. Перед нами 
усилитель: при помощи небольшого 
тока /ь, проходящего через электрод 





Рис. 9. 


базы, мы получим примерно в 100 
раз болыший ток через коллектор- 
ный электрод. 

Остается рассмотреть, что проис- 
ходит с электронами. Электронный 
ток с базы на коллектор очень мал, 
поскольку в этом направлении элект- 
ронам приходится преодолевать очень 
высокий потенциальный барьер. Но 
зато при переходе электронов с базы 
на эмиттер существует подталкиваю- 
щее электрическое поле, и электрон- 
ный ток в этом паправлении может 
достигать заметной величины. Это 
обстоятельство работает против нас, 
поскольку увеличивает полный ток 
через базу при заданном коллектор- 
ном токе, в результате чего умень- 
шается усиление. Поэтому транзистор 
конструируется так, чтобы уменьшить 
этот ток до минимума. 

Все, что ‘рассказано о р—п—р- 
транзисторе, в равной мере применн- 
мо к п р—п-транзистору, если толь- 
ко переменить знаки потенциалов 
электродов. 

В заключение нужно сказать, что 
применение полупроводников, конеч- 
но, не ограничивается только диода- 
ми и транзисторамн. Существует очень 
много других устройств, работа кото- 
рых основана на тех или иных свой- 
ствах полупроводников. 
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в 250 раз. Источником каждого спирального нароста служит винтовая дислокация. 
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Известно, что кристаллы можно выращивать. Но как они 
растут? Что заставляет присоединяться к ним новые частицы? 
В каком направлении растут кристаллы? Теории роста крис- 
таллов посвящена статья, помещенная ниже. Она была опу- 
бликована в журнале «ЗаепННс Атегсап». Перевод сделан 

В. К. Федяниным. 


Каким образом атомы или молеку- 
лы пара либо раствора образуют стро- 
гую архитектуру твердого тела? Мно- 
гое может быть понято, если предпо- 
ложнть, что они ведут себя при этом 
как кирпичи, укладываемые по спи- 
ральному скату. 

Все металлы и почти все основные 
твердые матерналы, используемые в 
современной технике, построены из 
кристаллов. Следовательно, поннма- 
ние, каким образом строятся кристал- 
лы — как они растут, является су- 
щественным аспектом науки о мате- 
риалах. 

Устройство кристалла не так бе- 
зупречно, как это выглядит на первый 
взгляд. Двадцать пять лет назад фи- 
знки думали, что нмеют ясные пред- 
ставления о том, как растут кристал- 
лы. Но потом простые опыты посеяли 
в них сомнения. Это привело к серии 


неожиданных открытий и к новой кар- 
тине устройства кристаллов. 

Само построение кристалла ничем 
не отличается от построения стенки 
из кнрпичей. Из кучи атомов или мо- 
лекул, собранных совершенно бес- 
порядочно (то есть в виде газа или 
жидкостн }, берут один за другим 
подходящие кирпнчи и складывают 
их. в упорядоченную структуру. Если 
изобразнть эти единицы (атомы или 
молекулы) маленькими кубиками и 
предположить, что они выстранвают- 
ся друг за другом, а затем остаются 
неподвижными на своих местах, то 
идеальный кристалл в процессе по- 
строення будет выглядеть так, как 
это изображено на рис. 1, а. 

Однако атомы и молекулы при 
обычных условиях имеют кинетичес- 
кую энергию и находятся в беспоря- 
дочном тепловом движении. Они могут 





Рис. 1. На левом рисунке изображен растущий идеальный кристалл в нехоторый 
момент времени. Здесь полностью игнорируется тепловое движение его молекул. Пра- 
вый рисунок дает представление о влнянии такого движения. Каждый кубик на 
этих весьма схематичных рисунках представляет отдельную молекулу. 
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прилипнуть к поверхности кристалла 
и тотчас же вновь ее покинуть. Таким 
образом, даже в идеализированной 
картине рост кристаллов происходит 
совсем не так упорядоченно, как ук- 
ладка кирпичей. Рост кристаллов дол- 
жен идти примерно так, как показано 
на рисунке 1, 6. Кубик, опускающийся 
на поверхность кристалла, связыва- 
ется с ней прочно только в том случае, 
когда по меньшей мере три из его шес- 
ти граней сцепляются с кубиками, уже 
сидящими на кристалле. Более того, 
чтобы можно было гарантировать рост 
какого-либо слоя, он должен состоять 
из определенного минимального числа 
кубиков. 

В том случае, когда слишком боль- 
шая часть составляющих его кубиков 
находится у углов или на краях, они 
не смогут удерживать новые кубики, 
опускающиеся на поверхность. 

Скорость перехода молекул из твер- 
дого тела в окружающий его пар за- 
висит от интенсивности молекулярно- 
го движения — то есть от температу- 
ры. Скорость возвращения из пара в 
твердое тело зависит от концентрации 
молекул в паре, то есть от давления 
пара. Для каждой температуры имеет- 
ся некое «давление насыщенного пара», 
при котором скорости перехода из 
твердого тела в пар и обратно уравно- 
вешиваются. В этих условиях крис- 
талл не будет расти. Он может расти 
только в том случае, когда пар пере- 
насыщен. 

Далее эта модель роста кристалла 
предполагает, что после того, как за- 
полнен слой на поверхности, дальней- 
ший рост кристалла затрудняется: 
нужна более высокая степень перена- 
сыщенности, чтобы начать заполнять 
НОВЫЙ СЛОЙ. 

Именно в этом пункте и потерпела 
крах классическая теория роста крис- 
таллов. Расчеты показали, что обра- 
зование достаточно больших остров- 
ков центров конденсации, чтобы на- 
чалось построение новых слоев и крис- 
талл мог продолжать расти, требует 
давлений, превышающих давление на- 
сыщенного пара на величину от 25 
до 50 процентов. Однако в 1931 году 
18 


физики М. Волмер и В. Шульце 
сумели вырастить кристаллы при 
пересыщенности пара всего лишь в 
один процент. Теория предсказыва- 
ла, что при такой степени пересышен- 
ности кристалл мог бы расти лишь 
со скоростью в 10'55° раз меньшей 
той, с которой он рос на самом деле. 
Это, по-видимому, одно из самых ре- 
кордных расхождений между теорией 
и экспериментом. 

Каким же образом начинается и 
продолжается такая сравнительно лег- 
кая застройка новых кристалличес- 
ких плоскостей? Физики проделыва- 
ли расчеты вновь и вновь, но прийти 
в рамках старой модели к результа- 
там, имеющим какой-то смысл, они, 
как ясно теперь, и не могли. Это про- 
должалось до 1949 года, пока англий- 
ский физик Ф. Франк не предложил 
новую модель. Франк заметил, что 
рост кристалла можно довольно прос- 
то понять, если предположить, что 
в процессе застройки его кристалли- 
ческие плоскости не располагаются 
независимо одна над другой, а обра- 
зуют спиральную структуру. Это бы- 
ло бы возможно, если бы кристалл 
обладал таким отклонением от идеаль- 
ной структуры, которое называется 
«винтовой дислокацией». 

Представим себе кристаллическую 
решетку из двух примыкающих сек- 
ций, в которой по всей глубине крис- 
талла кристаллические слои одной из 
частей (правой на рис. 2) находятся 
ниже соответствующих слоев другой 
части. Почему такое нарушение струк- 
туры мы называем винтовой дислока- 
цией? Пусть крошечный наблюдатель 
обходит внутреиний край разреза 
по поверхности кристалла, начиная 
свой путь на верхнем его конце. Он 
закончит его уровнем ниже. И это про- 
исходило бы при каждом последую- 
щем обходе, перемещающем таким 
образом нашего наблюдателя по спи- 
рали в глубь кристалла. Модель, ко- 
торую мы описали, называется правой 
винтовой дислокацией, потому что 
путь по спирали в глубь кристалла 
все время заставляет поворачивать 
вправо. 


Как только Франк уяснил себе 
картину кристалла с дислокацией, он 
сразу же понял, что наличие дисло- 
кации постоянно создает на поверх- 
ности открытую ступеньку. Атомы 
и молекулы всегда могут с легкостью 
пристроиться к ней и продолжать 
строить кристалл, никогда не начнная 
нового ряда. Эта ступенька, по мере 
прибавления новых строительных еди- 
ниц, распространяется по поверхнос- 
ти кристалла. Однако при этом она 
загибается (рис. 2). Чтобы понять при- 
чину этого, рассмотрим цепочку конь- 
кобежцев, которая поворачивается во- 
круг одного из своих концов. Если 
они хотят сохранить строй, то тем 
конькобежцам, которые находятся 
ближе ко второму концу цепочки, при- 
дется бежать быстрее, чем тем, кото- 
рые находятся ближе к центру враще- 
ния. Ведь они должны бежать по кру- 
гу большего раднуса. В нашем случае 
со ступенькой на поверхности крис- 
талла существенно то, что ее внешний 
край застраивается не быстрее облас- 
ти в центре. Кирпичи укладываются 
с более нли менее постоянной скоро- 
стью вдоль всей длины ступеньки. 
В этом случае по мере застройки вра- 
щение внешней части ступеньки во- 
круг центра происходит недостаточно 
быстро и ступенька изгибается, об- 
разуя спираль. 

Была ли правильной новая кар- 
тнна роста кристаллов? Подтвержде- 
ние не заставило себя долго ждать. 
На одной из конференций, где обсуж- 
дались вопросы этой теорин, были про- 
демонстрированы — микрофотографин 
поверхности кристалла, на которых 
обнаруживались предсказанные кар- 
тины спиральных ступенек. Это впол- 
не отвечало на вопрос. Последовавшие 
затем интенсивные обследования крис- 
таллов под мнкроскопом обнаружили 
разнообразные картины роста, кото- 
рые могли быть объяснены лишь 


Рис. 2. На рисунке а показано возникно- 
вение винтовой дислокации, которая при- 
водит к спиралевидному росту кристалла, 
проиллюстрированному на последующих ри- 
сунках б, в, г. 
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теорией винтовых дислокаций и бы- 
ли до этого ею предсказаны. 

В природе редко возникают ниде- 
ально правильные кристаллы. Они 
содержат обычно по меньшей мере од- 
ну дислокацию. Это необходимое усло- 
вие роста при небольшом пересыще- 
нии. В общем же случае кристалл име- 
ет много дислокаций. Присутствие 
различных дислокаций усложняет 
картину роста. Так, например, две 
близко расположенные дислокации, 
одна из которых правая, а другая ле- 
вая, могут прнвести к ступеньке, за- 
крепленной на обоих своих концах 
(рис. 3, а). По мере того, как на такую 
ступеньку садятся новые кирпичи, 
она приобретает полукруглую форму 
(рис. 3, 6). В итоге мы придем к коль- 
цеобразной ступеньке (рис. 3, в). Это. 
и есть полностью застроенная крис- 
таллическая поверхность на таком 
кристалле. Однако тем временем на 
верхушке исходной ступеньки обра- 
зуется новая ступенька, которая слу- 
жит ядром для застройки нового ряда 
(рис. 3, г). По мере того, как этот про- 
цесс повторяется, кристалл разраста- 
ется в набор плотноупакованных кру- 
гов, а не спиралей, как это было при 
наличии одной винтовой дислокации. 
Фотографию такого кристалла вы ви- 
дите на рисунке 4. Ступеньками здесь 
являются прямоугольники, а не кру- 
ги, по той причине, что условия роста 
этого кристалла на периферии и в 
центре слегка различны. 


Рис. 3. Замкнутые петли могут возникнуть 
из таких ступенек, которые начинаются и 
кончаются на поверхности кристалла 
(рисунок а) и которые обусловлены со- 
седством двух дислокаций: правой и левой. 
Такая ступенька закреплена на обонх сво- 
их концах и может расти только разбу- 
хая. Рисунок б показывает начннаюшую 
выворачиваться разбухающую ступеньку. 
На следующем рисунке показан тот мо- 
мент роста, когда левая и правая выступаю- 
щие части сомкнулнсь. На последнем ри- 
сунке видио, как внутренние части отде- 
лились от заполненного слоя. Видна вмя- 
тина в этой ступеньке, которая будет за- 
полнена, как только начнет заполняться 
молекулами площадка, образовавшаяся на 
верху выросшей из первоначальной площад- 
ки петли. 





Рис. 4. Четырехрядная ступенька, 


образовавшаяся 





из-за присутствня четырех очень 


близко располагающихся друг к другу дислокаций одного и того же типа. Серня из боль- 
шего чнсла днслокаций дает многослойные ступеньки. 


Высоту кристаллической ступень- 
ки можно измерить. Оказалось, что 
некоторые кристаллы имеют ступень- 
ки высотой во много рядов атомов 
(рис. 5). Теория объясняет появление 
таких многорядных ступенек нали- 
чием группы близко расположенных 
дислокаций, которые к тому же либо 
все правые, либо левые. От каждой дис- 
локации ступенька получает по одно- 
му ряду атомов. На рисунке 6 показан 
кристалл иоднстого кадмия со сту- 
пенькой высотой во много рядов. Ко- 


роткая прямая линия у центра спира- 
ли — это совокупность винтовых дис- 
локаций. 

Теорня помогла разобраться и в 
других особенностях кристалличес- 
кой структуры, которые долго мистн- 
фицировали кристаллографов. Речь 
идет об упаковке кристаллических 
плоскостей кристалла. Чтобы разоб- 
раться в этом, нужно несколько уточ- 
нить форму строительных единиц 
кристалла, которые до сих пор мы по- 
лагали просто кирпичиками. Эти стро- 





Рис. 5. Микрофотографни позволяют вы- 
явить ступеньки роста на поверхности кри- 
сталла парафина. 


Рис. 6. Раскручивающаяся спираль в че- 
тырех последовательных положениях на по- 
верхности кристалла иодистого кадмия. Та- 
кая ступенька, высота которой составляет 
много слоев, порождена большой группой 
плотноупакованных дислокаций. 
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Рис. 7. На диаграмме плотноупакованные 
молекулы представлены кругами. Треуголь- 
никк указывают две возможные позицин 
для молекул следующего слоя. 


ительные блоки кристалла — атом- 
ные или молекулярные ячейки —‘не 
кирпичики, а скорее похожи на ша- 
рики. Определенные кристаллы обла- 
дают плотноупакованной структурой, 
что означает, что эти сферические бло- 
ки располагаются не непосредствен- 
но один над другим, а наподобие пу- 
шечных ядер (или биллиардных ша- 
ров) в пирамиде, в которой каждый 
шар попадает в углубление между 
ближайшими соседями. Ясно, что каж- 
дый последующий слой в такой пира- 
миде может плотно подгоняться к пре- 
дыдущему при двух возможных поло- 
жениях шаров. На рисунке 7 эти по- 
зицин шаров верхнего слоя указаны 
символами № и У. Когда один слой 
кладется на другой, условия плотной 
упаковки требуют, чтобы все шарики 
этого слоя располагались либо в по- 
ложениях, помеченных индексом А, 
либо в положениях, помеченных ин- 
дексом У. Следующий за ним слой 
опять может подгоняться так, что его 
шары располагаются либо в одной, 
либо в другой позиции. Пусть слон 
уложены так, что их шарики распо- 
лагаются последовательно, то в одном, 
то в другом положениях. Такая по- 
следовательность слоев обозначается 
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символически АУ’. Однако кристал- 
лы зачастую упаковываются намного 


} более сложным образом. Так, напри- 
‚/ мер, одна из разновидностей кристал- 


ла карбида кремния характеризует- 
ся следующим расположением: 
ДААУУУДААТУТ н так далее. 


/ Здесь повторяется группа, состоя- 


щая из пяти слоев. В некоторых типах 
кристаллов карбида кремния повторя- 


} ется группа, состоящая из 29 слоев. 


Каким образом можно передать 
информацию о нужном расположенин 
шариков в слое на такое большое рас- 


\ стояние? Каким образом каждый ша- 


рик в тридцатом слое попадает в то же 
самое положение, что и соответству- 
ющий шарик первого слоя? Класси- 
ческая кристаллография не могла 
предложить какое-либо объяснение и 
постулировала наличие неких неиз- 
вестных дальнодействующих сил меж- 
ду молекулами. Теория роста крис- 
таллов, использующая теорию дисло- 
каций, предложила простой, хотя и 
неполный ответ. Наличие серии вин- 
товых дислокаций может привести 
к появлению ступеньки высотой во 
много слоев. Эта ступенька и становил- 
ся той единицей повторения в струк- 
туре кристалла, которая все время 
воспроизводится по мере его роста. 
Теория не объясняет лишь одного су- 
щественного аспекта реальной ситуа- 
ции: в случае карбида кремния най- 
дено всего лишь 14 вариаций картины 
кристаллической структуры, тогда 
как теория приводит к возможностн 
возникновения почти неограниченного 
числа таких структур. 

Каким образом возникает началь- 
ная винтовая дислокация? Ответ на 
этот вопрос пока еще весьма не одно- 
значен. Почти все кристаллы начина- 
ют вырастать из малого инородного 
ядра. Некоторые из этих ядер могут 
иметь поверхностные неоднородности, 
на которых возникает винтовая дис- 
локация, распространяющаяся на 
весь растущий кристалл. Другие 
кристаллы могут приобрести дислока- 
цин по мере своего роста. Дисло- 
кации могут возникнуть и на захва- 
ченных частичках грязи. 





Участки железных или шоссей- 
ных дорог, проходящие в ложбинах, 
заносятся снегом, даже если нет сне- 
гопада. Почему это происходит? На 
первый взгляд ответ ясен: снег пере- 
носит ветер. Однако, чтобы детально 
разобраться в механизме этого про- 
цесса, потребовалось целое нсследо- 
вание. 

В 1936 году английский физик 
Бэнгольд изучал перенос песка вет- 
ром в аэродинамической трубе. 

Оказалось, что если скорость вет- 
ра меньше некоторой скорости ил, 
то песок не движется. При скорости 
ветра, большей чем и, но меньшей 
некоторой другой скорости и, пе- 
сок Также может оставаться в покое. 
Но если при этом в неподвижную мас- 
су песка откуда-нибудь падает пес- 
чинка, от ее удара подскакивает вверх 
несколько других песчинок. Эти пес- 
чинки увлекаются ветром, падают, 
приводят в движение другие песчин- 
ки, и в результате песок переносится 
по ветру. При скорости ветра, боль- 
шей чем и, песчинки поднимаются 
вверх, образуя песчано-воздушный по- 
ток довольно значительной, но умень- 
шающейся кверху плотности. О тра- 
екториях песчинок дает представле- 
нне рисунок 1. 

Теперь можно объяснить, почему 
снег в ветренную погоду заполняет 


А. Г. АСЛАМ АЗОВ 


выемки. В месте углубления поток 
расширяется (это сразу становится 
видным по. картине линий тока на 
рисунке 2), и поэтому скорость его 
падает. В результате равновесие 
между увлекаемыми вверх и падающи- 


Рис. 1. в 
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Рис. 2. 
ми вниз частицами нарушается: падает 
больше частиц, чем поднимается, и 
углубление постепенно заполняется 
снегом. 

Аналогичные процессы происхо- 
дят и в том случае, когда снег, пере- 
носимый ветром, встречает на своем 
пути какое-нибудь препятствие, на- 
пример дерево. Перед стволом дере- 
ва с той его стороны, откуда дует 
ветер, возникает восходящее дви- 
женне воздуха. Оно приводит к то- 
му, что с наветренной стороны ствола 
н с боков на поверхности снега обра- 
зуется глубокая выемка. Перед этой 
выемкой н немного позади ствола, 
где скорость ветра меньше, образует- 
ся, иаоборот, возвышение. 

Описанное явление используют 
для защиты участков дорог, проходя- 
щих в ложбинах, от заноса. На опре- 
деленном расстоянии перед’ выемкой 
или ложбиной с той стороны, откуда 
дует ветер, устанавливают забор из 
дощатых щитов. За щитами обра- 
зуется спокойная зона с-равномерным 
слабым ветром, в которой полностью 
отлагается весь увлекаемый ветром 
снег. 

Так же объясняется и движение 
песчаных дюн. Ветер достаточной сн- 
лы, набегающий на песчаную дюну, 
поднимает песок с наветренной сторо- 
ны. На подветренной стороне, где 
скорость ветра меньше, песок падает 
вниз. В результате с течением вре- 
мени дюны постепенно перемещаются в 
направлении ветра — «кочуют». 
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р оащии 


НЕ ВЕРЬ 
ГЛАЗАМ СВОИМ 


На страницах нашего жур- 
нала («Квант» № 10, 1970) 
мы уже писали о зритель- 
НЫХ ИЛЛЮЗИЯХ. 

А вот еще один любопыт- 
ный пример такого обмана 
зрення. На обложке журна- 
ла нарнсованы концентри- 
ческие окружности. Однако 
из-за фона, состоящего из 
цветных спиралей, линин ок- 
ружиостей, местами прерван- 
ные, воспринимаются глазом 
как спирали. 

Воспользовавшись цир- 
кулем, вы без труда убеди- 
тесь, что здесь действительно 
изображены окружности. 

Любопытно, что если ос- 
вещать рисунок короткими 
вспышками света, то. при 


определенной продолжи- 
тельности вспышки иллюзия 
пропадает. 


Такая же иллюзия воз- 
никает н прн разглядывании 
рисунка, ‘помещенного вни- 
зу. Окружности, изображен- 
ные здесь, также выглядят 
спнралями. 











МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК 





Решения задач вступительной 
контрольной работы в ЗМШ 


А. Л. Тоом 


В первом номере «Кванта» былин опубликованы задачи вступительной 
контрольной работы в Заочную математическую школу. ЗМЩ получила 
около 6000 писем от восьмиклассников. Около 2590 из приславших решения 
приняты в ЗМШ и ее филиалы. 

В этом номере мы публикуем решения наиболее трудных задач. 


Условия задач 


5. О треугольнике АВС были сделазы 4 утверждения: 

1} треугольник АВС прямоугольный; 

2) ЗА = 30°; 3} АВ = 3ВС; 4) АС = 2ВС. 

Известно, что два из этих утверждений верны, а два других — неверны. Найти пе- 
риметр треугольника АВС, если ВС == 1. 

6. Известно, что а-+-5 +с< 0 и что уравнение ах? +В х-+с=0 не имеет действительных 
корней. Определить, какой знак имеет число с. 

7. Про точки А, В, С известно следующее: для любой точки М на плоскостк отрезок 
о и хотя бы одного из отрезков ВМ и СМ. Докажите, что точка А лежит на отрез- 
ке ВС. 

9. Можно ли завернуть кубик с ребром 1 в квадратный кусок бумаги со стороной 3? 

10. Можно ли выписать девять чисел 1,2,3,..., 9 по кругу в таком порядке, чтобы 
сумма никаких двух соседних чисел не делилась нн на 3, ни на 5, ни на 7? 

11. Жители города Правдин всегда говорят правду, а жители города Лгуиов всегда 
лгут. 

В одном из этих городэв между командами этих городов состоялси футбольный матч. 
После матча рядом со стадионом, на котором он проводился, произошел следующий раз- 
говор: 

А(обращаясь к Би В): «Я не был на матче. Скажите, кто выиграл?» 

Б: «Г сказал мне, что их команда проиграла». 

В: «Наша команда вынграла». 

Г (садясь в автобус, идущий в другой город, и обращаясь к А): «Поедем вместе, А, 
ведь мы из одного городаз. 

А: «Вы ошибаетесь, Г. Я живу здесь. Это В из вашего города». 

Определить, кто из какого города, где происходит матч и какая команда выиграла. 

12. По шоссе в одном направлении с постоянной скоростью через равные интервалы 
времени идут без остановок автобусы. Один человек прошел по шоссе 3 км, и за это время 
его обогнали 6 автобусов. В другой раз он прошел 7 км, и за это время его обогнали 8 ав- 
тобусов. В третий раз он прошел 17 км. Сколько автобусов при этом его обогиало? 
{Все три раза человек шел с одной и той же скоростью.) 


Решения задач 


5. Нам сказано, что из четырех утверждений какие-то два верны, а 
другие два неверны, но не сказано, какие именно верны, а какие — нет. 
Поэтому рассмотрим несколько случаев. В каждом таком случае мы будем 
предполагать, что какие-то два определенные утверждения верны, а другие 
два неверны. Чтобы не пропустить какой-нибудь случай, сначала выясним, 
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сколько их, пользуясь схемой на 
рисунке 1. На этой схеме каж- 
дые две изчетырех цифр 1,2,3,4 
соединены. 

Ясно, что случаев ровно 
столько, сколько отрезков, со- 
единяющих цифры, то есть шесть. 
Рассмотрим их все по порядку. 

Чтобы указать, какой случай 
мы рассматриваем; будем назны- 
вать только номера верных ут- 
верждений. Например, - «случай 
1.2» здесь означает: случай, в 
Рис. 1. котором предполагается, что ут- 

верждения Ги2 верные (аЗи 
4 неверные). 

Случай 1.2. Поскольку -А=30°, то прямой угол — либо В, 
либо С. Если ->В прямой, то АС=2ВС, чего не должно быть, так как ут- 
верждение 3 в этом случае неверно. Если -%С прямой, то АВ=2ВС, что 
также противоречит условию. Итак, случай 1.2 невозможен. 

Случай 1.3. Угол А не может быть прямым, так как против него 
лежит не наибольшая сторона. Если ->С=:90°, то -;А= 30°, чего не может 
быть в этом случае. Значит, -В=90°. Тогда утверждения 2 и 4 неверны. 
Значит, такой случай возможен. Тогда по теореме Пифагора АС =У5, а 
периметр равен 3 + у5. 

Случай 1.4. Разбирается аналогично случаю 1.3. Возможен, еслн 
-2С—90°. Периметр равен 3 -- ИБ. 

Случай 2.3. Если 3А=30° и АВ=2ВС, то 3С=90°, что проти- 
воречит условию. 

Случай 2.4. Аналогично случаю 2.3 невозможен. 

Случай 3.4. Утверждения 1.2 неверны. Значит, этот случай возможен. 
Периметр равен 5. 

Ответ. а) 3+ И5; 6) 5. 

6. Поскольку квадратный трехчлен ах?-- Бх-}-с не имеет действительных 


корней, то 62—4ас < 0, откуда ас ‚> — Докажем, что с(а--ь-тс) >0. 
Действительно, м 
Сань с) = ас бе с? > чето == | + с) > 0. 


Поскольку в положительном произведении один множитель а-ф-гс от- 
рицателен, то и другой множитель с отрицателен. Итак, с < 0. 

Вариант решения. Известно, что если квадратный трехчлен 
ах? Ьх--с ни при каком х не равен нулю, то его звак — один и тот же при 
всех х. Заметим, что число а 5-+-с — это значение нашего трехчлена при 
х—=1, а число с — это его’ значение при х==0. Значит, эти два числа имеют 
один и тот же знак. Поскольку а-+5-—с< 0, то исх 0. 

7. Докажем требуемое от противного. Предположим, что точка А не 
лежит на отрезке ВС, и придем к противоречию с условием. То есть дока- 
жем, что тогда неверно, что «для любой точки М на плоскости отрезок 
АМ меньше хотя бы одного из отрезков ВМ и СМ». Иными словами, найдем 
такую точку М на плоскости, что отрезок АМ не меньше каждого из отрез- 
ков ВМ и СМ. Рассмотрим два случая. 





Рис. 2. Рис. 3. 
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а) Точка А лежит на прямой ВС, но вне отрезка ВС. Расположим точ- 
ку ЛМ на прямой ВС так, чтобы отрезок ВС лежал внутри отрезка АМ. 
Тогда, очевидно, будут выполняться неравенства: АМ >ВМ, АМ СМ, 
что противоречит условию. 

6) Точка А не лежит на прямой ВС. Тогда можно построить треуголь- 
ник АВС и описать около него окружность. Поместим точку М в центр 
этой окружности. Тогда А\ММ=ВМ, АМ=СМ, что противоречит условию. 

9. Ответ. Можно. Опишем, как это сделать. 

На рисунке 2 закрашена розовым фигура, состоящая из пяти квадратн- 
ков 1х | и четырех треугольников, получающихся от разрезания такого же 
квадратика по днагоналям. Эта фигура — выкройка куба с ребром 1. Это 
значит, что, согнув ее по начерченным линиям, можно получить такой куб. 
Вместе с четырьмя зелеными прилегающими треугольниками, ограниченными 
пунктиром, она образует квадрат со стороной 2 2. Поскольку 2у 2 <3, 
то такую фигуру можно поместить внутри квадрата ЗХ3, что и сделано 
на чертеже. Сгибая теперь весь 
квадрат и как угодно прими- 
ная лишние (не розовые) час- ВЕЕЗЕ [1617] 819. 
ти, мы обернем куб. 

10. Ответ. Можно. Как 
это сделать, показано на рн- 
сунке 3. 

На этом решение можно бы- 
ло бы и закончить, но мы объяс- 
ним, как его получили, и попут- 
но докажем, что ответ в этой 
задаче единственный. Постара- 
емся наглядно зафиксировать на 
бумаге, какие цифры могут сто- 
ять рядом, а какие — нет. 
С этой целью составим изо- 
браженную справа таблицу. 
В этой таблице строки и 
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столбцы пронумерованы цифра- 
ми от 1 до 9. Если две цифры 
могут стоять рядом, то на пере- 
сечении строки и столбца с этими 
номерами стоит плюс, а если не 
могут, то минус. Можно посту- 
пить иначе. Нарисуем девять 
кружков и расставим в них циф- 
ры от 1 до 9, Соединим линней 
всякие два кружка, цифры в ко- 
торых могут стоять рядом. А ес- 
ли две цифры не могут быть со- 
седнимни, то мы их соединять не 
будем. Полученную схему пере- 
рисуем, чтобы по возможности 
«распутать» ее. Результат изоб- 
ражен на рисунке 4. Раз такой 
рисунок построен, вопрос мож- 
Рис. 4. но сформулировать так: можно 
ли, идя только по линиям, обой- 
ти все кружки этой фигуры по одному разу и вернуться на прежнее 
место? Будем решать задачу, глядя на этот чертеж, хотя точно так же 
можно было бы пользоваться и таблицей. 
Поскольку 4 связано только с 7 и 9, значит, Ти 9и есть ее сосе- 
ди по расположению на окружностн. Аналогично соседи 2— цифры 6 и 9. 
Значит, 2 и 4 — соседи 9, аТи 8 — заведомо не соседи 9. Значит, связи 9с 
Ти 8 можно зачеркнуть (что н сделано на рисунке). Аналогично | имеет со- 
седями Зн 7. Значит, соседи 7 — цифры 1 и4, а связь 7с 6 можно зачерк- 
нуть. Теперь 8 связано только с Зи 5, значит, связь между Зи 5 можно 
зачеркнуть. Оставшиеся линии образуют замкнутый путь, который и состав- 
ляет единственное (с точностью до направления обхода) решение. 
11. Составим табличку: 


А нз Правдина? Г из Правдина? 


Б из Правдина? Матч происходил в Правдине? 


В из Правдина? Выиграла команда Правдина? 





Решить задачу — значит заполнить пустые графы этой таблички сло- 
вами «да» или «нет» так, чтобы не вступить в противоречие с условием. Точ- 
нее, надо найтн все такие способы заполнения, так как их может быть боль- 
ше одного. На худой конец можно перебрать все возможные способы запол- 
нения (их всего 64) и для каждого проверить, противоречит он условию 
или нет. Но это, конечно, некрасивый способ решения. Будем решать иначе. 

1} Из заявления В следует, что выиграла команда Правдина. Докажем 
это. Если В из Правднна, то сказанное им — правда, н выиграла команда 
Правдина. Если В из Лгунова, то сказанное им — неправда, и выиграла 
опять-таки команда Правдина. 

2) Из заявления Б следует, что Б из Лгунова, так как его заявление 
заведомо неверно. Докажем это. Мы уже знаем, что вынграла команда Прав- 


дина. Если Г из Правдина, то он 4 км 

не мог сказать, что их команда $ 
проиграла, так как это была бы 
ложь. Если Г из Лгунова, то он 


тоже не мог этого сказать, так А В, 2 Рз г, 0 и. В 
как это была бы правда. 
3) Из заявления Г следует, бис: 8: 


что А из Правдина. Докажем 
это. Если Г из Правдина, то А действительно с ним из одного города, 
то есть из Правдина. Если Г из Лгунова, то Ас ним не из одного города, 
тоесть А снова из Правдина. 

4) Теперь легко ответить на все вопросы. Из последнего заявления А 
следует, что дело происходит в Правдине, В и Г — из Лгунова. 

Ответ. А — из Правдина, Б, В, Г — из Лгунова, матч происходил 
в Правдине, выиграла команда Правдина. 

12. Ясно, что автобусы обгоняют человека через равные промежутки 


г > и 
времени. (Всякий такой промежуток равен ев ‚ где интервал времени 
и та 


между автобусами, и, — скорость автобусов, и, — скорость человека. 
Впрочем, мы этой формулой пользоваться не будем.} Поэтому между теми 
моментами, когда его обгоняют автобусы, человек успевает пройти всякий 
раз одинаковое расстояние. Обозначим это расстояние через х. 

На рисунке 5 отрезок АВ, отмеченный фигурной скобкой, изображает 
те 4 км, которые человек прошел в первый раз. Отметим на ием те 6 то- 
чек Р,, Р.». Р., Ра, Ры Ра, в которых его обогнали автобусы. Промежутков 
между ними 5, и длина каждого равна х. Остаются два куска пути по кон- 
цам АР, и Р.В, которые человек прошел до того, как его обогнал первый 
автобус, и после того, как его обогнал последний автобус (на рисунке про- 
ведены красной линией). Длина каждого из этих отрезков меньше х. Дока- 
жем это. Допустим, например, что Р.В >= х. Тогда на отрезке Р.В поместится 
еще одна точка Р. такая, что Р.Р.=х. В этой точке человека, конечно, то- 
же обгонит автобус, а всего на этих 4 км человека обгонит более шести ав- 
тобусов, что противоречит условию. Тот факт, что АР.<х, доказывается 
аналогично. Учитывая все это, мы можем написать: 


5х = 4 < 7х. (1) 


Аналогично, поскольку на отрезке в 7 км расположатся 8 точек, от- 
стоящих на х друг от друга, а концевые отрезки снова будут меньше х: 


1х=7< 9%. (2) 


Из (1) мы получаем, что х У, а из (2) получаем, что х`>1/.. 
Теперь мы должны определить, сколько точек, отстоящих друг от дру- 
га на х км, можно расположить на отрезке в 17 км. 
1 


1 1 \ } 6 
Поскольку = 21-2, а в=21-, то ат < и илЯ 
р } 


21-х 17 < 21-9 х. (3) 


Докажем, что на отрезке в 17 км человека обогнали 21 или 22 автобуса. 
Действительно, если человека обогнали 20 автобусов (иля меньше), то про- 
межутков длины х между ними будет 19 (или меньше), откуда 
17 < 1х, что противоречит (3). Если человека обогнали 23 автобуса (или 
больше), то 17 >>22х, что тоже противоречит (3). 

Ответ. 21 или 22 автобуса. 
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у ЛАБОРАТОРИЯ «КВАНТА» 





СТРАННЫЙ МАЯТНИК 


НА. МИНЦ 


Обычный, хорошо знакомый вам 
математический маятник не меняет 
плоскости своих колебаний. 

На этом свойстве маятника основа- 
на известная демонстрация вращения 
Земли — опыт Фуко. Маятник на 
длинном подвесе совершает колеба- 
ння. Под ним размечен круг, напо- 
минающий циферблат. Благодаря 
тому, что плоскость колебаний маят- 
ника относительно неподвижных звезд 
не меняется, а Земля вращается во- 
круг своей оси, с течением времени 
маятник проходит последовательно 
над всеми отметками круга. На по- 
люсе за сутки круг под маятником 
совершит полный оборот. Впервые 
такой опыт был проведен французским 
физиком Л. Фуко в 1851 году под 
куполом Пантеона в Париже с маят- 
ником длиною 67 м. 

Но всякий ли маятник обязатель- 
но сохраняет плоскость колебаний? 
Ведь нить подвеса позволяет ему ко- 
лебаться в любой вертикальной пло- 
скости. 


Попробуйте сделать такой маят- 
ник, как показано на рисунке 1. 
Для этого возьмите нитку, сложите 
ее пополам, а к середине привяжите 
еще одну нитку. К другому концу 
этой второй нитки прикрепите ложку, 
ножницы или какой-нибудь другой 
предмет — и маятник готов. (Верти- 
кальная нить подвеса должна быть 
достаточно длинной. По крайней мере 
не меньше, чем нить наклонного под- 
веса.) 

Подвесьте маятник за оба конца 
сложенной пополам нитки на кноп- 
ках или гвоздиках (например, в двер- 
ной проем). Если теперь отклонить 
маятник от положения равновесия и 
затем отпустить, то вы увидите лю- 
бопытную картину. Маятник будет 
двигаться по эллипсу, причем этот 
эллипс будет постоянно меняться, 
вытягиваясь то в одну, то в другую 
сторону. Почему это происходит? 

У маятника с одной точкой под- 
веса (рис. 2) плоскость колебаний 
ничем не выделена. Каким бы ни было 





Рис. 1. Рис. 2. 
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Рис. 3. 


первоначальное отклонение маятнн- 
ка, все силы, действующие на него, 
лежат в одной плоскости. Нужно толь- 
ко, отпуская маятник, не толкнуть его 
вбок. 

Действительно, проведем  пло- 
скость через первоначальное и от- 
клоненное положения маятника. Оче- 
видно, в этой плоскости будут лежать 
как сила тяжести тр, так и сила на- 
тяжения нити Т. Следовательно, рав- 
нодействующая этих сил, которая, 
собственно, и заставляет маятник ко- 
лебаться, при любом отклоненном по- 
ложении маятника также лежит в 
той же плоскости. Это означает, 
что нет сил, которые могли бы выве- 
сти маятник из этой плоскости. Пото- 
му-то маятник и сохраняет плоскость 
своих колебаний. 

Другое дело наш маятник. Здесь 
точками закрепления и линией отвеса 
строго фиксирована первоначальная 
плоскость. Поэтому с самого начала 
маятник отклонен так, что он не ле- 
жит в этой плоскости *). Сила натя- 
жения (рис. 3) имеет составляющую, 
перпендикулярную первоначальной 
плоскости. Благодаря этой составля- 
ющей движение маятника выходит 
из первоначальной плоскости. При 
этом, поскольку сила натяжения не 
постоянна, меняется и ее перпендн- 
кулярная составляющая. Далее, от- 
клоняясь в противоположную сторо- 
ну, маятник натягивает другую из 
закрепленных нитей. Это приводит 
к появлению силы, действующей в 
другом направлении. При этом, как 
показывает опыт, и возникает дви- 
жение по двум взанмно перпендику- 
лярным направлениям. 

Кривые, которые описывает наш 
маятник, называются фигурами Лис- 
сажу. Фигуры Лниссажу получаются 
при сложении двух взаимноперпен- 





*) Конечно если отклонить маятник стро- 
го перпенднкулярно плоскости подвеса, 
он будет совершать колебания в одной плос- 
кости, перпендикулярной плоскостн подвеса. 
Но практически всегда существуют отклоне- 
нне от перпендикуляра н скорость, ие ле- 
жащая в плоскостн первоначального от- 
клоцення. 
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Рис. 4. 


дикулярных колебаний. Они могут 
быть довольно сложными, особенно 
при близких частотах продольных и 
поперечных колебаний. Если часто- 
ты одинаковы, траекторией движения 
будет эллипс. Фигура, показанная 
на рисунке 4, описывается маятником, 
уравнения движения которого выгля- 
дят следующим образом: х=Ял З&, 
у=з1т 5. Рисунок 5 соответствует ко- 
лебаниям х=$т ЗЬ у=ят 4+. 


Соотношение частот можно варьи- 
ровать, 


меняя отношение ДЛИН 








Рис. 6. 


вертикальной и наклонной нитей под- 
веса. При этом вычислить частоты 
колебаний маятника довольно сложно, 
а вот увидеть фигуры, вычерчивае- 
мые им, значительно проще. 

Для того чтобы увидеть фигуры 
Лиссажу, можно к подвесу нашего 
маятника прикрепить ведерко с ды- 
рявым дном, наполненное песком, а 
на пол положить кусок картона, окра- 
шенный в темный цвет. Тогда маят- 
ник «нарисует» отчетливую траекто- 
рию своего движения. 





Рис. 7. 
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Можно получить фотографии 
траекторий движения маятника. 
Возьмите грузило или тяжелый ма- 
ленький шарик и покрасьте его белой 
краской. Сделайте из темных ниток 
такой же подвес, как у маятника, изо- 
браженного на рисунке 1. Под маят- 
ник подложите лист черной матовой 
бумаги. Гладкая бумага может от- 
свечивать, а это будет мешать наблю- 
дениям. Фотографировать надо свер- 
ху. Установите фотоаппарат так, что- 
бы плоскость объектива была гори- 
зонтальна. При достаточно большой 
выдержке на фотоснимках можно увн- 
деть четкие траектории. 

На рисунках 6 и 7 приведены фо- 
тографии траекторий, полученные та- 
ким способом. Видно, как маятник 
изменял направление колебаний. На 
фигуре рисунка 6 это изменение про- 
изошло более резко. Время экспози- 
ции этих двух фотографий различно. 
Это видно хотя бы из того, что дли- 
на траекторий неодинакова. 

Получившиеся кривые как. бы 
вписаны в параллелограмм. На са- 
мом деле они должны быть вписаны 
в прямоугольник. То, что у нас не 
получился прямоугольник, объясня- 
ется просто: плоскость объектива бы- 
ла не строго горизонтальна. 

В опытах с маятником следует 
учитывать, что более или менее пра- 
вильная траектория получается толь- 
ко в том случае, когда нет сильных 
затуханий. Колебания маятника с 
малой массой груза и достаточно боль- 
шим объемом будут быстро затухать. 
Такой маятник качнется несколь- 
ко раз, быстро уменьшая ампли- 
туду. Естественно, при движении с 
сильным затуханием увидеть и сфото- 
графировать изменение направления 
колебаний маятника не удастся. 

С фигурами Лиссажу приходит- 
ся встречаться довольно часто в тех 
случаях, когда колебания взаимно 
перпендикулярны. Так, они неизбеж- 
но появляются при настройке осцил- 
лографа. 


ЗАДАЧНИК 





ЗАДАЧИ 


№М86. Дно прямоугольной коробки 
было выложено плитками размера 
2х2 и 1х4. Плитки высыпали из 
коробки и при этом потеряли одну 
плитку 2х2. Вместо нее удалось до- 
стать плитку 1Х%4. Докажите, что 
теперь выложить дно коробки плит- 

ками не удастся. 
Л. Г. Лиманов 


№87. Докажите, что если три ок- 
ружности одинакового радиуса про- 
ходят через одну точку, то три дру- 
гие точки попариого пересечения этих 
окружностей лежат на окружностн 
того же радиуса (рис. 1). 
№М88. Какому условию должны 
удовлетворять коэффициенты а, В, с 
уравнения хЗ-Рах Е Ьх--с=0, чтобы 
три его корня составляли арифмети- 
ческую прогрессию? 
М. Ф. Безбородников 


М89. Докажите, что в любом вы- 
пуклом многоугольнике, кроме па- 





Рис. 1. 


раллелограмма, можно выбрать та- 
кне три стороны, при продолженин 





Рис. 9. 


которых — образуется треугольник, 
объемлющий данный многоугольник. 
(Например, на рисунке 2, где много- 
угольник обведен черной линией, три 
красные прямые удовлетворяют тре- 
буемому условию, а три синие нет.) 





И. М. Яглом 
м90. — Докажите, что если 
хх. Х:<...— натуральные числа, 
то 
Ух, —х, т Ух-— х. 
Х2 Хз и 
У хи — хи 
Иа + 


1 1 Га 
Г Я В" 


Г. И. Натансомн 
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$98. Какую максимальную раз- 
ность потенциалов можно получить, 
имея в своем распоряжении источник 
сэ. д. с. Еи п одинаковых конденса- 

торов с емкостью с каждый? 
Л. Г. Асламазов 


Ф99. На рисунке 3 показаны И—Т 
диаграммы для двух круговых про- 
цессов. При каком из них газ совер- 
вает большую работу: при про- 
цессе 1->2-—3->] или при процессе 
1-*3-—4—12 

И. Ш. Слободецкий 


Ф100. На высоте 200 км плотность 
атмосферы равна 1,6.10-10 кг/мз. Оце- 
ните силу сопротивления, испытыва- 
емого спутником с поперечным сече- 
нием 0,5 м? и массой 10 кг, летящим 
на этой высоте. 


$101. К висящей очень легкой 
пружине с жесткостью подвешен 
шарик. Вначале пружина не растя- 
нута. Затем шарик отпускают. Ка- 
кой максимальной скорости достигиет 
шарик при своем движении? Масса 

шарика т. 
С. А. Беляев 


Ф102. В герметически закрытом 
сосуде смешали поровну кислород 
н гелий. Затем в стенке сосуда сдела- 
ли небольшое отверстие. Каков со- 
став молекулярного пучка, выходя- 
щего из него? 

И. Ш. Авербух 
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В этом номере мы поме- 
щаем несколько задач из 
журнала «ЗоепНЯс Атег- 
сапь из раздела «Математи- 
ческие игры». Бессменным 
редактором — «Математиче- 
ских игр» является Мартин 
Гарднер. Задача на четвер- 
той страиице обложки тоже 
взяга из этого раздела. (Пс- 
ревод выполнен И. М. Мо- 
роз). 


УЛОЖИТЕ МОНЕТЫ 


Эта вебольшая задача прн- 
думана Кобоном Фуджимура 
нз Японин. Уложите десять 
монет так, как показано на 
рисунке. Какое нанменьшее 
число монет вы должны уб- 
рать, чтобы не нашлось ни 
одного равностороннего тре- 
угольника (любых размеров) 
© вершянами в центрах остав- 
шихся монет? 





СТРАННОЕ ЧИСЛО 


Найдите такое  десяти- 
значное число, в котором его 
первая цифра обозначает об- 
щее количество нулей в чнс- 
ле, вторая — общее количест- 
во единиц ин Так далее до 
последней цифры, обозца- 
чающей количество девяток 
в числе (разумеется, нуль — 
цифра). Решение только одно. 





РЕШЕНИЯ 


В этом номере мы публикуем решения задач М34—МЗ8. 


мЗ4 


Доказать, что есаи ИЧту р зльыНое чиело 
делится на 10 101 010 101, 1о в его десятич. 
ной заинсн по крайней мере шесть цифр от 
личны от нуля. 


Задача решается очень легко, если 
число А, делящееся на 10 101 010 101, 
имеет не более 12 цифр; тогда оно обя- 
зательно имеет вид абабабабабаб, и 
задача решена. 

Остается придумать какой-нибудь 
способ свести задачу к этому случаю. 

Число 10 101 010 101 мы обозна- 
чим через М. Докажем, что 
если число А делится на М, то 
найдется двенадцати- (или менее) 
значное число С, также делящееся на 
М и имеющее не больше ненулевых 
цифр, чем А. 


Лемма. Если А делится на М 
и имеет больше 12 цифр (считая ну- 
ли), то найдется число В, также де- 
лящееся на М, менышее чем А и 
м не больше ненулевых цифр, 
чем А. 


Докажем это. Пусть А-а, @.дз...ап; 
вычеркнем его первую цифру а, 
и прибавим ее же на 12 разрядов ниже, 
например: 





123 456 789 123456 -» 23456 789 123456 
И 
23 456789 123556 


Полученное число будет, безуслов- 
но, меньше исходного: легко прове- 
рить, что мы просто вычли из числа А 
число ау -(10"-1—107-13). В скоб- 
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Рис. 1. 


ках стоит произведение 10" х 
х (10'2—1); второй сомножитель, оче- 
видно, делится на А (это число из 12 
девяток), так что разность делится 
на А. Остается заметить, что в полу- 
чившемся числе значащих (не нуле- 
вых) цифр не больше, чем в исходном. 
В нашем примере их количество даже 
уменьшилось на единицу; этого могло, 
впрочем, не случиться, если. бы на 
13-м месте стоял 0 или если бы там 
стояла достаточно большая цифра, 
а на предыдущем месте 0, как в при- 
мере 


888 888 888 880 421 -> 88 888 888 880 421 
З: 8 
88888 885 881 271 


(мы не рассмотрели еще случай, когда 
перенос происходит и в 12-м разря- 
де, но легко видеть, что тогда число 
значащих цифр даже уменьшится). 
«Лемма доказана. 

Теперь если А делится на М, выч- 
тем из А его первую цифру, умножен- 
ную на 10-23. (10 —1). С получен- 
ным числом проделаем ту же опера- 
цию и будем поступать так до тех пор, 
пока не доберемся до 12-значного 
числа. Так как в нем не меньше шести 
значащих цифр, то ив А не меньше 
шести значащих цифр. 


Большинство решавшнх пытались рас- 
сматривать частное от деления А на М; 
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но решить ее этим способом очень трудно, 
поскольку при обратном умножении этого 
частного на 190 101 010 \01 его цифры «склеи- 
ваются» друг Сс другом, может пронзойти 
много переносов единиц в разрядах, н ра- 
зобраться в том, что получится, почти не- 
возможно. Идея решения — в том, чтобы 
рассматривать эти переносы ио одному. 


Л. К. Толпыго 
М35 


Около сферы раднуса 19 оцисан некото 
рый :9-граниик. Докажите, что на сго 90 
верхности найлутся две точки, расстоянис 
между которыми болыме 21 


Первое решение. Пред- 
положим противное, то есть, что рас- 
стояние между любыми двумя точ- 
ками поверхности нанмего 19-гранни- 
ка не больше 21. Тогда этот много- 
гранник лежит внутри сферы радну- 
са 11, концентричной сфере радиуса 
10, а каждая его грань лежит между 
сферами. Поэтому площадь каждой 
грани не слишком велика, а именно, 
не превосходит площади показанно- 
го на рисунке 1 круга, радиусе которо- 
го равен 1/21. В нашем многогран- 
нике 19 граней, поэтому площадь `5$ 
его поверхности не превосходит 

19 [п(у’21)?] == (20*— 1?) = 399л. 
Но многогранник описан около сфе- 
ры раднуса 10. Отсюда площадь его 
поверхности больше площади по- 
верхности этой сферы 4л (10)? *). 
Итак, с одной стороны, 5 < 399л, с 
другой стороны, $ >400л. Полученное 
противоречие и решает задачу. (Ана- 
логичное решение прислал нам: Д. 
Григорьев из Ленинграда.} 

В этом (нестрогом) решении мы 
пропустили доказательства трех ут- 
верждений, которые начинаются с 
трех выделенных выше курсивом слов: 
тоеда, поэтому, отсюда. Мы оставля- 
ем читателю эти простые доказатель- 
ства, но хотим предупредить, что 
хотя третье утверждение легко дока- 
зывается для выпуклого многогран- 


*) Напомним, что для шара радиуса Ю 
объем равен 3 ля, площадь сегментной 


поверхности с высотой № равна 2лКЯ и, в 
частности, площадь всей сферы равна 4пА?. 


ника с помощью сравнения его объема 
с объемом сферы *), тем не менее 
интуитивно ясное и правильное ут- 
верждение о том, что наш многогран- 
ник выпуклый, — трудно доказать 
строго, так как само строгое опреде- 
ление многогранника весьма сложно. 
(Загляните, например, в книгу И. Ла- 
катоса «Доказательства и опроверже- 
ния», М., «Наука», 1967). 

Второе решение. Поста- 
вим более общий вопрос: какое наи- 
меньшее число граней может иметь 
многогранник, описанный около сфе- 
ры радиуса г и целиком лежащий в 
концентрической с ней сфере радиуса 
К`>г. (Вот житейская ситуация, ко- 
торая подсказала автору эту задачу: 
каким наименьшим числом прямоли- 
нейных взмахов ножа можно срезать 
верхний слой кожуры апельсина, не 
срезав при этом ни одного куска серд- 
цевины? Очевидно, что после среза- 
ния всего верхнего слоя ‘кожуры 
остаток будет многогранником, так 
как на его поверхности не будет ни 
одного закругленного участка, так 
что этот вопрос эквивалентен пре- 
дыдущему.) 

Мы не знаем точного ответа на 
этот более общий вопрос, но докажем 
для числа граней некоторое неравен- 
ство, которое при г=10, Ю=й по- 
казывает, что № >22. Тем самым мы 
докажем, что если в условии задачи 
М35 вместо 19-гранника взять 22- 
гранник, то утверждение задачи по- 
прежнему останется справедливым. 

Итак, пусть М-гранник описан 
около сферы радиуса г н целиком 
лежит внутри сферы радиуса Ю. Рас- 
смотрим какую-нибудь его грань. 

Проходящая через нее плоскость 
отрезает от сферы шапочку (сегмент- 
ную поверхность) высоты Ю—г. Яс- 
но, что если построить шапочки для 
всех граней нашего многогранника, 
то их объединение покроет всю внеш- 
нюю сферу. Каждая из № шапочек 


*) Действительно, объем многоугольни- 
В-5$ 
ка равен —5—, где ® — радиус вписанной 


сферы, а 5$ — площадь его поверхности. 


есть сёгментная поверхность высоты 
Ю—г, и, следовательно, имеет пло- 
щадь 2лР (Е—г). Сумма площадей 
всех шапочек больше площади сферы. 
Поэтому М-2лВ `(В—п) >4пК*, от- 


сюда М> -5—, в частности, при 
К=!|, г=10 получаем М >22. 


Интересно, что по любому набору 
шапочек, целиком покрывающих 
внешнюю сферу, можно построить 
многогранник, описанный около внут- 
ренней сферы. (Докажите!) Поэтому 
наш вопрос про минимальное число 
граней полностью эквивалентен сле- 
дующему вопросу. Каково минималь- 
ное число №М==М (й) шапочек высоты 
й#, целиком покрывающих — сферу 
радиуса 1? (В задаче МЗ5=- Г. 
Очевидно, что № >, но это 


неравенство отражает просто тот 
факт, что сумма площадей шапочек 
больше площади сферы, в то время 
как интуитивно ясно, что при й <1| 
шапочки должны довольно сильно 
перекрываться. И действительно, 
можно доказать, что при достаточно 


малых й М (8} > 1,2-. Попробуйте 


сами доказать, например, что при 


< 1 
М (в) > 1,001 =. 


(С решениями этой задачи и других 
похожих задач можно познакомиться 
по книге Л. Ф. Тота. «Расположение 
на плоскости, иа сфере и в простран- 
стве». М., Физматгиз, 1958). 


А. Г. Куииниренко 


мз6 
‚скажете, что на слоскости исльза 
распел. аб ть ‘семь прямьх и семь очек так. 
чтоб’: чег. з кажлую из томех проходил: три 
прязые г на юождой прямой лежали три 
точки 


Предположим, что такое располо- 
жение семи точек и семи прямых су- 
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Рис. 2. Выпуклой оболочкой множества из 
конечного числа точек является выпуклый 
многоугольник с вершинами в некоторых 
из этих точек (или отрезок, если все точки 
лежат на одной прямой). 


ществует. Прежде всего докажем, что 
каждые 062 из данных точек лежат 
на одной из данных прямых. Дейст- 
вительно, если А — одна из этих 
точек, то через А проходят три пря- 
мые, и на каждой из них лежит по 
две из данных точек (не считая А); 
тем самым А и любая из шести точек, 
отличных от ДА, лежат на одной из 
данных прямых. Точно так же дока- 
зывается, что каждые две из данных 
прямых пересекаются в одной из 
данных точек: если а — одна из пря- 
мых, то через каждую из трех лежа- 
щих на ней точек проходит по две 
прямые (не считая а), и поэтому каж- 
дая из этих прямых пересекается с а 
в одной’ из данных точек. 
Рассмотрим теперь выпуклую обо- 
лочку множества из семи наших то- 
чек — наименьшую выпуклую фи- 
гуру, содержащую эти семь точек. 


Рис. 3. Эта коифигурация почтн полностью 


удовлетворяет требованиям задачи МЗ6, толь- 
ко одну «прямую» пришлось изогнуть. 
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Это  будёт некоторый выпуклый 
п-угольник, Где п=<.7 (его можно 
получить так: вбить в данные семь 
точек гвозди и затем натянуть рези- 
новую нитку, охватывающую все эти 
гвозди; нитка натянется по контуру 
многоугольника с вершинами в не- 
которых п из данных точек, а все 
остальные (7—1) точек будут лежать 
внутри или на границе этого много- 
угольника; см. рис. 2). Ясно, что 
случай п>>4 невозможен — ведь на 
каждой стороне п-угольника должна 
лежать еще одна третья точка, кроме 
вершин, а всего точек семь. Случай 
п=3, когда выпуклой оболочкой яв- 
ляется некоторый треугольник АВС, 
тоже невозможен. Действительно, ес- 
ли Еи ЕР — точки (из числа данных 
семи), которые лежат на сторонах АВ 
и ВС, то ЕЕ и АС — две из данных 
прямых — должны пересекаться в од- 
ной из данных семи точек, а они будут 
пересекаться на продолжении сторо- 
ны АС, то есть вне треугольника 
АВС. Получили противоречие. 

Рисунок 3 поможет найти ошибку 
тем, кто прислал нам неверное реше- 
ние этой задачи. 


МЗ7 


В каждую клетку бесконечного листа 
клетчатой бумаги вписано некоторое число 
так. что сумма чисел в любом квадрате 
(стороны которого идут по линиям сетки) 
по модулю не превосходит единицы. Дока- 
жите, что тогда существует такое число с, 
что сумма чисел в любом прямоугольнике 
(сторовы которого идут по лнниям сетки} 
не больше с; другими словами, что суммы 
чисел во всех прямоугольниках ограничены. 
Докажите, что это верно для с-—=4. Может 
быть, вам удастся улучшить эту оценку 
(например, доказать, что наше утверждение 
верно для с-=3 илн даже для с=2). 


Решение, которое мы приводим, 
близко к предяоженному А. Климо- 
вым (Москва). 

Докажем, что с равное4 подходит. 

Предположим, что в некотором 
прямоугольнике со сторонами а и В 
сумма по модулю равна 4-е, где 
= >0 (а<6). Построим четыре ква- 
драта, у каждого из которых три 
стороны идут по некоторым трем сто- 


ронам этого прямоугольника ахв; 
тогда прямые, на которых лежат чет- 
вертые стороны этих квадратов, об- 
разуют новый прямоугольник со сто- 
ронами 26—а и [2а—Ы (см. рис. 4 
и 5; случай 6=2а, разумеется, не- 
возможен). Докажем, что в этом новом 
прямоугольнике сумма чисел по мс- 
дулю не меньше 4--3е. 


Можно считать, что $. +55 -5%= 
==4--е (если эта сумма равна 
—(4--=), то заменим знаки у всех чисел 
на противоположные). 

Рассмотрим сначала 
< _2а. Тогда 


$5= (54-5) (55 58) — ($5 
--5в) = 1--1-—4—е=—2—в, 
$$ 8= (54-5 55а -5& 58) 
НН 5)— 
— 1—5 — 59—52 ($41557 %) = 
=иИ-Н1НЕНЕНЫНЕ-2 (4--=)= 
=—2—9®, 


откуда $55: —4— 35. 
Аналогично, если 6`>2а, то 
(= — баба (54555-58) 
=—1—1--4--222-Ёе, 
$ -$8= ($152) (52--$з)-- 
$ (58-5) — 
(вая 5 5)— 
базе НН) 
+2 (зав Зв) ==2--28, 
52-555 а—4-Е 36. 


Итак, мы доказали, что если в 
прямоугольнике а: ХЬ, сумма чисел 
по модулю больше 4-е, то в но- 
вом прямоугольнике а.хХЬ», где 
а.=а`—6:, 65-26, —а, сумма 
чисел по модулю больше 4--3е. Для 
прямоугольника а.хЬ, мы можем 
построить точно тем же способом но- 
вый прямоугольник ах 6., в котором 
сумма чисел будет больше 4--3.Зе= 
—=4--9в, и так далее — целую последо- 
вательность прямоугольников @,хХф,, 
а.Хб,, азхЪ6.,.... а,ЖЬ,... такую, 
что в прямоугольнике а,хЬ, сум- 
ма чисел по модулю больше 4-Е 3"-1е. 
Докажем, что в этой последователь- 
ности все прямоугольники, начиная 


случай 





Рис. 5. 2а<Ь. 
Первоначальный прямоугольник а Хх В об- 
веден красной линией, а новый За—8х{(25— 
—а) — черной. 


с некоторого, будут относиться ко 
второму типу, то есть для них 
Ь„>2а,. Действительно, во-первых, 
легко проверить, что если 


ап 1 
ЖЕ а 
тои 


бл +1 Ь. — За | 
бп 26. —@ Ре 





3$ 





а 
Рис. 6. Пусть р . Тогда Ад+а=й (п), 


И 
где Г(®) = 5. Здесь изображен график 


этой фуикции на отрезке 0 = А= 1. При реше- 
нии задачи мы пользуемся тем, что для любой 
точки М правой половины графика МО/МР--.2; 
если 0=< = 1,, то 0 < [(Ё) < Ч, причем 
Г(Р(®)=А, то есть фуикция { на отрезке 

< < Ч; совпадает с обратной к ней функ- 
цией, и график ее симметричен относительно 
биссектрисы угла между осями координат. 





Рнс. 7. Во всех иезаполненных клетках 
стоят нули. 


а 
Во-вторых, если -„^_>> —_,то 








5 п 
НЙ Чт +1 Ты 2ал — п 
бп + —_ 26 — @п_ = 
аа — ал = 
1— р 1 — 5» 
З6л 361 
= Е =2; 
и, 9 5» 
п? 
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а 
таким образом, величина | ЕЫ при 
п 


переходе от л к #1 увеличивается 
не менее чем в два раза до тех пор, 
пока мы не придем к прямоугольнику 


а 1 
ты <-. Поэтому, каким бы ма- 
п 





а, 
лым ни было 1 —--, всегда после 


1 
нескольких — не более чем —| — 


— 1053 (1 — -5=)- операций мы придем 
1 


з 


к прямоугольнику «второго типа», и 
дальше в нашей последовательности 
будут встречаться только такие пря- 
моугольники. 


Поэтому мы можем считать, что 


пе Г. 
Е 


При этом 
аа=Ь. —2а, = 
=(26, —а,) —2 (6, — 2а,) = За, 
6, = 26. —а, = 


=2 (25, — а.) ый (5. — 2а,) — ЗЫ. 


Следовательно, вообще ак. =3^ а, 
и 6..:1=3*6,, причем сумма чисел 
в этом прямоугольнике З^%а, Хх ЗАВ, 
больше 4--9%е, то есть, выбрав А 
достаточно большим, мы можем сде- 
лать ее сколь угодно большой. Те- 
перь уже нетрудно получить проти- 
воречие: ясно, что любой прямоуголь- 
ник М№ах МЫ, где а, 6, и МмМ— 
целые числа, можно разбить на а1В, 
квадратов (со стороной №), и поэтому 
сумма чисел в нем не может превос- 
ходить по модулю числа а16;. 
Рисунок 6 поясняет вторую поло- 
вину доказательства. На рисунке 7 
изображен пример, для которого сум- 
ма чисел в некотором прямоуголь- 
нике равна трем. Таким образом, для 
с= утверждение задачи неверно. 
Весьма правдоподобно, что точная 
оценка с=4, но примеров, показы- 
вающих, что с >3, мы не знаем. 


Н. Б. Васильев 
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Окружность, построенная на высоте Аг) 
прямоугольного треугольника АВС как из 
днаметре, пересекаст катет АВ.в точке К, 
а катет АС — в тоике М. Отлезок АМ иере 
секает высоту АДР в точке Ё. Навестно, что 
отрезки АК, АЁи АМ составляюг геометри- 
‹ АЛЬ \ 
А} - 
Найдите острые углы треугольника АВС. 


чсскую  прогрессню {то есть АГ 


Нетрудно доказать, что АКМ — 
прямоугольник и [Ё— его центр 


(рис. 8). Опустим  перпендикуляр 
Р на КМ. 
Тогда 


А1^=АК-АМ=КМ.АР=2АГ.АР, 
АГ.=ЗАР, -РГА=З0°, 


и поскольку АЁ=КЁ=МЕ, отсюда 
следует, что острые углы треуголь- 
ника АКМ равны 15° и 75°. Такие 
же острые углы имеет и треуголь- 
ник АВС: -С= >ВАР= 3АКМ. 


Такое решение прислали С. Котанов 
из Тбилиси и В. Кривицкий из д. Клетиое 


Минской обл. 
Л. М. Лоповок 


В этом номере мы публикуем решения задач Ф52—Ф58 


Ф52 


Мяч брошен вертикально вверх. Что 
болью зуемя полуема нли время паделня? 


Кинетическая энергия мяча на лю- 
бой высоте при подъеме больше, чем 
при спуске мяча. Действительно, ес- 
ли бы не было сопротивлення воздуха, 
то эти энергии былн бы равны. Из-за 
сопротивлення воздуха при спуске 
кинетическая энергия мяча меньше, 
чем при подъеме, на величину работы, 
затраченной на преодоление сопро- 
тивления воздуха. Это означает, что 
на любой высоте скорость мяча при 
подъеме больше, чем при спуске. 
Больше, очевидно, и средняя скорость 
движения мяча. Поэтому время подъе- 
ма мяча меныше времени падения. 
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В сосуде находятся дне несмешивающиеся 
жидкости © плотностямн р, иран толщ®инами 
слоев й, и Йз соответственно. С поверхности 
жндкости в сосуд опускают маленькое об- 
тскаемое тело, которое достигает диа как 


раз в тот момент, когда его скорость становит- 
ся равной иулю. Какова плотность матерна- 
ла. из которого сделано тело? 
Воспользуемся тем, что потенци- 
альная энергия, которой обладает 
тело на поверхности верхней жидко- 
сти, тратится при движении тела ина 
преодоление сопротивления. Поэтому 


тв (в. +в.)=А,А,, (*) 
где т — масса тела, & — ускорение 
свободного падення, А, — работа снл 
сопротивления в верхней жидкости и 
А, — работа сил сопротивления при 
движении тела в нижней жидкости. 
Так как тело обтекаемо, сила сопро- 
тивления — это архимедова выталки- 
вающая сила: Р,-==р.Уй в верхней 
жидкости и Ё.=р.Уя в нижней 
(У — объем тела). Поэтому 

А, =р.Уяй, и А,=раИЕЁ. 


Подставляя эти выражения для А, 
и А, в уравнение (*”) и учитывая 
что т=У:р (р — плотность тела), 
получим р (И. -+:) = рай рай- 
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Отсюда 
м „риа р2й 
И 


Правильное решение прислалн В. Ка- 
линичев из Москвы, Ю. Полонский из Зеле- 
нодольска ТАССР и другие читателн. 


Однако большинство читателей ре- 
шило задачу более сложным способом. 

На тело, движущееся в жидкости, 
действуют две силы: сила тяжести, 
равная те=рУв, и архимедова вытал- 
кивающая сила (равная Р,—0 Ия. 
когда тело движется в жидкости с 
плотностью р,, и Р.=р.Ур, когда оно 
движется в жидкости с плотностью р›). 
Поскольку тело обтекаемо, силы, 
действующие на него во время дви- 
жения в каждой из жидкостей, не 
меняются. Следовательно, тело дви- 
жется равноускоренно. Запишем урав- 
нения движения тела. В верхней жид- 
кости: тр—Р,=та, (ускорение на- 
правлено вниз), в нижней жидкости: 
Е.—тв=та, (ускорение направ- 
лено вверх). Из этих уравнений най- 
дем, что в жидкости с плотностью р, 
тело движется с ускорением а, — 


= ай ‚ а вжидкости с плотностью 

р. —с ускорением  а,= ее 
Пройдя первую жидкость, тело 

приобретет скорость У=а.Ё, где 

#, — время движения. Это время мож- 

но найти из кинематического урав- 

а, {1 
нения й=—5^. Поэтому У,= 





=и2а,й.. С такой скоростью тело 
начнет двигаться в нижней жид- 
кости. Так как скорость тела в кон- 
це движения должна стать равной 
нулю, то У, —аЁ,=0, где Ё, — время 
движения тела во второй жидкости. 





у 
Отсюда {,=-„^. За это время тело 
2 


пройдет во второй жидкости расстоя- 
2 
а 
Подставляя в последнее уравнение 
выражения для Ух, аз и 5, получим 





ние й.. Поэтому 


Отсюда 
Па _ а РР 
Я а р.— р 
Решая последнее уравнение, найдем 
— Ри фай» 
в -ЕА, ^ 
Ф54 


Что покажет амперметр в схеме, изо- 
браженной на рисунке 92 Сопротивление 
змперметра очень мало. 

айдем вначале ток, идущий че- 
рез источник. Для этого нам нужно 
найти сопротивление всей цепи. Со- 
противление амперметра  пренебре- 
жимо мало по сравнению с сопротив- 
лением всей цепи. Будем его считать 
равным нулю. Это позволяет перери- 
совать нашу схему так, как показа- 
но на рисунке 10. После этого 
можно найти сопротивление всей цепи. 


15 ом 





Рис. 9. 





Оно равно 7,5 ом. Поэтому через 


Гр 30 в 
источник идет ток 1, = Бом 

Ток, идущий через источник, скла- 
дывается из тока, идущего через ам- 
перметр, и тока /:, идущего через 
сопротивление АЮ,;. Найдем ток Г,. 

В точке А ток Л, делится поровну 
между верхней и нижней ветвями 
цепи. Поэтому через сопротивление 
ЮВ, идет ток /., равный 32а. В точке В 
этот ток опять делится поровну меж- 
ду одинаковыми сопротивлениями Ю, 
и Ю.. Поэтому через сопротивление 
Ю, идет ток | а. Теперь можно найти 
ток, идущий через амперметр. Он 
равен /,/—!,==За. 


=4 а. 


Ф55 


Оцените, на какую высоту Н подинмется 
стрела, пущенная нз детского лука верти- 
кально вверх. Масса стрелы т=90г, длн- 
иа тетивы АВ =1 м. Тетиву оттягивают на 
В.— 5 см. Натяжение тетивы считать постоян- 
ным н равным 250 н. 


Энергия, приобретаемая стрелой 
при выстреле, равна работе силы, 
действующей на стрелу со стороны 
тетивы. Эта сила, очевидно, равна 
равнодействующей Ё сил натяжения 
тетивы Т (рис. 11). Если угол, обра- 
зуемый тетивой в точках А и Всли- 
нией АВ, обозначить а, то нетрудно 
найти, что Е=2Тэш ©. Итак, сила, 
действующая на стрелу, зависит от 
того, насколько оттянута тетива. Так 
как тетиву оттягивают на расстоя- 
ние, малое по сравнению с ее длиной, 
то угол а мал, то есть зтал вв ал. 
Поэтому Е=2Та. 


А 
Поскольку 18 © = дв(й — высота про- 
2 


гиба тетивы), то 


Итак, сила, действующая на стрелу, 

пропорциональна й (рис. 12). 
Нетрудно найти работу этой силы. 

Она равна площади фигуры между 





Ко п 


Рис. 12. 


графиком зависимости силы от высо- 

ты прогиба и осью абсцисс*): 

во 

А = 2Т зв. 

Такую энергию приобретет стрела 

при выстреле. Эта энергия должна 

быть равна потенциальной энергии 

стрелы в верхней точке подъема: 
2 


й 
тёН =2Т ЯВ. 


Отсюда 
те 
2 б м. 

Н АВ-тв 

Ф56 
Почему флаг «иолощется» па ветру? 
Эту задачу легко решат те, кто 
читал статью А. Эйнштейна «Элемен- 





*)Можио подсчитать работу силы, дей- 
ствующей на стрелу, и нначе. Максимальная 


снла равна 4Т о, минимальная — 0 (ког- 

да тетива ие оттянута). Умножив среднюю 
Ё 

силу Еер = 2Т дв на длину пути Но, ПО- 
2 

лучим А= ат й 
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Рис. 13. 


тарная теория полета и волн на воде» 
в «Квантё» № 5 за 1970 год. Поведе- 
ние флага объясняется точно 
так же, как и образование волн на 
воде. 

Предположим, что в каком-то мес- 
зе флаг слегка изогиут (рис. 13). 
В этом: случае вверху при обтекании 
выступа скорость ветра больше, а 
внизу, в области вогнутости флага — 
меньше скорости ветра вдали от фла- 
га. Из закона Бернулли следует, что 
при этом давление воздуха в точке А 
больше, чем давление в точке В. Поэ- 
тому образовавшийся выступ должен 
увеличиваться. Кроме того, посколь- 
ку из-за образования вихрей за вы- 
ступом давление за ним меньше дав- 
ления перед выступом, этот выступ 
будет перемещаться к концу флага. 
Итак, случайно образовавшаяся вог- 
нутость флага будет увеличиваться. 
Если учесть еще, что благодаря обра- 
зованию вихрей при обтекании даже 
плоского флага при равномерном вет- 
ре давление с разных сторон флага 
может оказаться разным и поэтому 
будут легко образовываться неболь- 
шие изгибы поверхности, становится 
понятным, почему флаг «полощется» 
на ветру. 


$Ф57 


Два одинаковых шарика, связанных 
ссомой пружинкой, движутся по глад. 
нзонтальному полу с одинакавой 

к тью, перпендикулярной вертикалы 
генке. Опишите, как проясходит со\ 


4 


дарение 


системы со стенкой. Как будут двигаться 
шарикн яосле удара? Удар шарика о стенку 

абсолютно упругий, время соударения прене 

брежимо мало по сравнению с периодом- 
колебаний ззарица на пружинке. 

Так как скорости шариков вна- 
чале одинаковы и постоянны, то пру- 
жинка не деформирована. Действи- 
тельно, в противном случае на каж- 
дый из шариков действовала бы со 
стороны пружинки сила, сообщаю- 
щая ему ускорение, и скорость шари- 
ка менялась бы со временем. После 
того как первый шарик ударяется о 
стенку, его скорость меняется на 
противоположную. Шарики начина- 
ют двигаться навстречу друг другу с 





Рис. 14. 


одинаковыми по величине скоростя- 
ми (см. рис. 14), пружинка сжимается. 
Кинетическая энергия шариков пе- 
реходит в потенциальную энергию 
деформации пружинки. Затем пру- 
жинка начинает распрямляться, со- 
общая шарикам одинаковые по ве- 
личине и противоположные по на- 
правлению скорости. При этом, так 
же как и во время сжатия пружинки, 
центр масс системы неподвижен от- 
носительно стенки — на систему не 
действуют никакие горизонтальные 
силы. Из закона сохранения энергии 
следует, что в тот момент, когда пра- 
вый шарик ударяется о стенку, ве- 
личины скоростей шариков равны на- 
чальной скорости системы. После со- 
ударения шарика со стенкой его ско- 
рость опять меняется на противопо- 
ложную-и шарики движутся от стенкн 
с одинаковыми скоростями. Так как 
в момент удара шарика о стенку пру- 
жинка не деформирована, то она не 
деформируется и при дальнейшем дви- 
жении системы. 


Ф58 


В магнитном поле с болыной высоты 
падает кольцо, имеющее днаметр 4 и сопро- 
тнвление Ю. Плоскость кольца все время 
горизоитальна. Найти установившуюся ско- 
рость падения кольца, если индукция поля 
меняется с высотой по закону 


В = Вь (1 +аН). 


Сила, действующая на кольцо в 
магнитном поле, пропорциональна 
току, идущему по кольцу, ток про- 
порционален э. д. с. индукции, воз- 
буждаемой в кольце при его движе- 
нии, а э. д. с. индукции, в свою оче- 
редь, пропорциональна скорости из- 
менения магнитного потока, прони- 
зывающего плоскость кольца, а 
значит, пропорциональна скорости 
кольца. едовательно, при некото- 
рой скорости движения кольца сила, 
действующая на него в магнитном 


поле, стаиет равной силе тяжести. 
Эта скорость и является скоростью 
установившегося движения кольца. 

Так как при движении кольца 
его кинетическая энергия не меняется, 
то изменение потенциальной энергин 
должно быть равно тепловым потерям 
в кольце. 

Пусть скорость кольца равна 5. 
Э. д. с. индукции,  возбуждаемой в 
кольце при его движенни, по величи- 
не равна 


_ р АФ 
Е = г, 


где Ф — магнитный поток, пронизы- 
вающий кольцо, и Ё — коэффициент 


пропорциональности. 
® Г] 
ФЕВ = В, (1+ аН), 
АФ ла АН 
Аг = В. 


АН 
Но <г=и, поэтому 
З 
Б=Е ы Вох 


и по кольцу идет ток 
_ Е Ялаз Вов 


В - ак ° 


Запишем теперь закон сохранения 

энергии. Пусть масса кольца равна т. 

За время Ё в кольце выделяется 

тепло, равное 13Ю{. Если за это вре- 

мя кольцо опускается на высоту В, то 
трН= ЗВ. 


| 
Так как -=%, то 


тро= ПВ, 
раза 030 
тЕО = — ВА о 
Отсюда 

_ _ 6Ат8 

— иелааеВЗая ° 


И. Ш. Слободецкий 
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ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 


Логарифмические уравнения 
В. В. Гольдберг 


Логарифмическими уравнениями принято называть уравнения, со- 
держащие неизвестную величину под знаком логарифма. 

Решение простейшего логарифмического уравнения 

1об.х == 6 (1) 

основано на следующем свойстве логарифмов: если логарифмы двух (положи- 
тельных) чисел по одноми и томи же основанию аа `>0, аэ=1) равны’ то 
равны и сами эти числа. 

Записав уравнение (1) в виде ю8,х=1об.а’ и воспользовавшись ука- 
занным свойством, получим ответ: х=а2. 

Этот прием применим и для решения более сложных логарифмических 


уравнений вида 
108. Кх)=Ь. {2) 


Для уравнения (2) получаем }(х)=а?. 
Пример 1. Решить уравнение 


10 [2--1053(3 + х) |=0. 


Решение. Сначала получаем, что 
2-Н!овз(3-х)=5°, 2-Н ювз(3-+х)=1, 1ов (3-х) ==—1. 
1 

Далее находим: З4фх=3 х= м 3 х=— -. 

Некоторые логарифмические уравнения легко сводятся к простейшим. 
Так, уравнения вида 

Кор.х)—0 (3) 
заменой 1о5.х=и сводятся к уравнению К(и)=0. Если ид, ..., Ук — корни 
последнего уравнения, то мы получаем совокупность простейших логарифми- 
ческих уравнений: 
Юбох = Ча, ..- бах — У». 

Пример 2. Решить уравнение 163х—16?х—6б1вх==0. 

Решение. Обозначим |рх через у. Тогда получим кубическое урав- 
нение относительно у: 

у7—у?—бу — 0. 

Решаем его: /{/*—у—6)=0, и,=0, у.-=3, уз=—2. Рассматриваем три 
возможных случая: 

а). 16х = 0, х,=Е; 6) 1х = 3, х. = 1000; в) вх =—2, х.=0,0]. 

К уравнениям вида (3) сводятся показательно-логарифмические урав- 
нения, если их предварительно прологарифмировать. 


Пример 3. Решить уравнение — х?Новзх—38. 


Решение. Поскольку обе части уравнения положительны (ОДЗ: 
х > 0), приравниваем их логарифмы по основанию 3:  1ювзх? += 105.38, 
откуда находим, что (2-Н105.х)105.х=8. Обозначая 108.х через и, приходим 
к квадратному уравнению #2--2,у—8=0 с корнями и, = —4, у,=2. Разби- 
раем два случая: 


а) 105;х= —4, м = 1/81 6) юзх-=2, х,—=9. 
Пример 4. Решить уравнение Эх®--9] х—п1вх —60. 


— и 
Решение. Введем обозначение х'#^=у; тогда х ®*^ -- 


у, И наше 
уравнение сводится к следующему уравнению относительно у: Эи*—60и-- 
13 7 

--91=0. Корни последнего ак сб Рассматриваем обе воз- 
можности: 


ды с; логарифмируя, получаем |568 х _ и. 162 х = в, 


: №5 =10 


} 7 
бя”. —_; аналогично тому, как это сделано в первом случае, на- 


и — 
Дим х. = 10 ‚  Ж=10 


При решении логарифмических уравнений часто дело сводится к реше- 
нию уравнения типа 


13 
откуда вх = + У 3, х=1 


к и Ей 


з 


юв/(х)=1юв,я(х). (4) 
Здесь с помощью потенцирования надо перейти к уравнению 
К=в(). (5) 


Но следует иметь в виду, что при таком переходе мы расширяем ОДЗ 
уравнения, и потому возможно появление посторонних корней. Поэтому надо 
проверить, входит ли каждый из корней уравнения (5) в ОДЗ уравнения (4). 

Пример 5. Решить уравнение  198.(2х—2)=1ов,(5х—4). 

Решение. Находим ОДЗ: 


о х<—1х>1, 


то есть 4 
5х —4>0, и. 


Следовательно, ОДЗ: х >1. Потенцируя данное уравнение, получим 
2—2=5х—4, или 2х—5х--2=0, откуда находим х, =8, х, = 1/2. 
Поскольку х, = 1/2 не входит в ОДЗ, уравнение имеет только одно ре- 
шение: х=2. 
Хорошо известны следующие свойства логарифмов чисел: 
1ов.(АВ)=юв.А-Нов., В (А `>0, В >>0, а >>0, а=1}, (6) 


Е, © = 0,4 —ю.В  (А>0, В>>0, а>0, а*1), (1) 
10. АР=р1ов.А (А >>0, р — любое действительное число), (8) 
Тода А? = 10.А — (А>0, 430.. (9) 
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г: 


Как следует применять эти свойства логарифмов при решгнии лога- 
рифмических уравнений, когда выражения А и В содержат неизвестное? 

Чтобы ответить на этот вопрос, заметим, что ОДЗ левой н правой частей 
этих формул разные: например, правая часть формулы (6) имеет смысл толь- 
ко при А `>0иВ ›> 0, а левая часть этой формулы определена как при 
А >0иВ ›>0, так и при А< 0, В< 0. 

Аналогично и для остальных формул ОДЗ левой части может оказаться 
шире ОДЗ правой части (при этом в формуле (9) надо рассматривать допус- 
тимые значения входящей в основание величины а. Сказанное означает, что 
если мы будем использовать формулы (6)—(9) «справа налево», то в резуль- 
тате будем получать уравнение, являющееся следствием исходного (его ОДЗ 
может оказаться шире). При этом мы гарантированы в том, что не потеряем 
корней. Но в этом случае мы можем приобрести посторонние корни. По- 
этому все полученные корни надо проверить {если посторонние корни могли 
появиться только в результате использования формул (6)—(9), то достаточ- 
но проверить, входят ли полученные корни в ОДЗ исходного уравнения). 

Прнмер 6. Решить уравнение 


108; (х— 108, (5х +3) = — 2. (0) 
76. 5 


Решение. Находим ОДЗ: 


х—1:> 0, я о 
5х-+3> 0: х>——=. 


Следовательно, ОДЗ таково: х`>>1. 
Применяя формулу (6) к левой части уравнения, получим 


Е —2, (11) 


откуда находим (х—1) (5х--3)=36, или 5х*—2х—39=0. Корни квадратного 
уравнения: х, = 3, х, = — 13/5. 

Поскольку посторонние корни могли появиться только из-за использо- 
вания формулы (6), достаточно проверить, входят ли полученные решения 
в ОДЗ уравнения (10). Сделав это, убеждаемся в том, что уравнение имеет 
единственное решение х=3. Заметим, что значение х= — 13/5, не являясь 
решением уния 90, будет решением уравнения (11), ОДЗ которого 
шире: х>1 ‚х<-— 3/5. 

Как же быть, если при решения логарифмического уравнения мы стал- 
киваемся с необходимостью использовать формулы (6)—(9) «слева направо»? 
Ведь если эти формулы использовать в том виде, в каком мы их выписали, 
мы придем к уравнению, ОДЗ которого может оказаться уже ОДЗ исходного 
уравнения! Но тогда мы можем потерять часть корней! 

Чтобы этого не случилось, надо использовать более общие формулы: 


10Е.(АВ)=10в А] 105.8! (АВ >0,а _>0, а= 1), (6’) 
108. 5 = ю8, |4] —10в.|8| (АВ_>0, а >0, аэ= 1, (7’) 
105 „А?Р = 2р 10в,|А]| (А -50, р — целое число), (8) 
ов «А= х 10 А (А>0, 45=0— целое число). (9’) 


Левые и правые части формул (6’)} и (7’) так же, как и формул (6) и (7), 
имеют разные ограничения на А и В: левые части имеют смысл при Аи В 
одинакового знака, а правые части — при любых ненулевых А и В. 

Поэтому использование формул (6’) и (7') «слева направо» приведет к 
уравнению, ОДЗ которого может оказаться шире. Но это уже менее страшно, 
чем сужение ОДЗ, ибо теперь мы не можем потерять корней, а можем лишь 
приобрести посторонние. Как мы уже отмечали, в этом случае становится 
необходимой проверка получаемых решений (иногда достаточно проверить, 
входят ли они в ОДЗ исходного уравнения). 

Пример 7. Решить уравнение 


Е (НИ («+ 9)? == 2189. (12) 
Чтобы предотвратить часто встречающиеся ошибки, приведем сначала 
неправильное решение. 


С помощью формул {8} находят, что 2 (х + И + 2х + 9) = 2169, или 


ЕС 9) = 19. (13) 
Применяя формулу (6). получают далее 
и [С++ 9]|=19, (14) 


откуда находят (х + 1) (х + 9} -= 9, или х? + 10х = О и далее х.=0, х,= —10. Провер- 
ка показывает, что оба корня удовлетворяют уравнению (12). 
Дадим теперь правильное решение уравнения (12). 
Решение. Находим ОДЗ уравнения (12): хэе—9, х = —1. Исполь- 
зуя формулу (7’), получим 2 16] х+- | |-216 к 9| =2 159, откуда находим, 
что 16 |(х-- 1) (х--9)|= 169 и далее |х?+- 10х--9] =9. 
Последнее равенство выполняется в любом из следующих случаев: 
а) х?-|- 10х--9 — 9, х?--10х = 0, х. = 0, х. =-—10; _ 
6) х?+10х--9==—9, х?+- 10х+-18=0, ж=— 5,7, ж= 5 7. 
Таким образом, уравнение {12) имеет четыре корня. 


Ошибка в приведенном выше неправильном решении, как вы уже, очевидно, дога- 
дались, заключалась в том, что применялась формула 8), а ие (8’}. Это привело к урав- 
нению (13) с более узкой ОДЗ: х> --]. Правда, на следующем шаге это частично компен- 
сировалосъ: ОДЗ уравнения (14) шире ОДЗ уравнения (13) — сюда входят как х> —1, 
так и х< —9. Последнее дало возможность не потерять корень х.-=—10, но корни 


ха = 517 оказались потерянными. 


Пример 8. Решить уравнение? 
18 [(х— 2) («+ З|-- 16 КЗ) х—2)] = 1. (15) 
Решение. Найдем ОДЗ: (х—2)(х+{3)>>0, или хх —3З их `>2. 
Для решения используем формулы (6’) и (7°’): 
пе ео еЕЗЕНя еЕЗ-е 1. 
Приведя подобные члены, получим 18 |х + 3] =: 1/2, откуда находим: 
+31 == + 10, х+3=3110, ж=—3+110, ж=— 3—9. 
Проверка показывает, чтох -= —3 — р 10 будет единственным решением 
уравнения (15). 
Прн использоваини формул (6) и (7) мы вмели бы 
1 (х — 2) + +3 +в +3 — вы -2)=1, 
| = р 
Ш (х-+3) = 5, х+3=У 10, х= -З-+НУЮ. 
При таком решении мы сначала сузилн ОДЗ, что привело к потере кория х==—3— 
—; № а затем после уничтожения подобвых членов расширили ОДЗ, что привело нас 
к ностороинему корню х=-—3-|- у 10. 
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Еще одним источником появления посторонних корней язляется приме- 
нение основного логарифмического тождества 
а -=Ь (6>0, а >0, а (16) 
8 том случае, когда а и 6 содержат неизвестное. 
Прнмер 9. Решить уравнение Хок НИ 52. 
Решение. Используя тождество = (16), получим х?--|==2, откуда 


х, = —1, х.-=Ё. Но значения х== +1 не могут быть основанием логарифмов, 


то есть не входят в ОДЗ. Поэтому уравнение ие имеет решений. 
Если в уравнение входят логарифмы при разных основаниях, надо при- 
менять формулу перехода от одного основання логарифмов к другому: 


юх„ А 


1овьА - Е (А >0, а> 0, 6 >0, а1, 6 = 0 (17) 





н ее частный случай 
Юр а - в (а>0, 6> 0, аз 1, 6-Е |. (18) 
Пример 10. Решить уравнение 
юв.-> + ю83х =: 1. 
Решение. Находим ОДЗ: х > 0, хэЕ =. Используя формулу (17), 
перейдем в первом слагаемом к основанию 3; тогда получим 


53 - 


| — Юнах 
1ойз (3х) 


З ы 
-- 1х = ‹ 3Х — 
+ Юз х=1|, ияи т = + [083х = 1. 


Обозначим 108зх.через у, тогда уравнение иримет вид 
1 и 2 Зи 
РУ ==] или 3 у—2у-0, 
откуда находим у, =0, у.=—2, уз. Рассматриваем три возможности: 


а) в, х= 0, х, = 1; 6) 105:х-= —2, х, = 5; в) 10. х= 1, ХЗ. 


Пример 11. Решить уравнение 


20106, } 27 1ОбазххЗ = Зов, № (@>0, = |. 
‚ 


= 


2! 


Решение. Находим ОДЗ: х>0, хе, в х-= Иа. 


а? 5 
Поскольку х>>0, мы можем применить формулу (8), что дает 


10 108. .х -- 21 ЮБазхх = 6 08 „Хх. 
+ 


5! 


Теперь удобнее всего по формуле (18) перейтн к одному н тому же основанию х. 
Но когда х будет стоять в основании логарифмов, ОДЗ уравнения станет уже, 
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так как х после этого не может быть равным единнце. Поэтому, прежде чем 
перейти к основанию х, проверим, не является ли х=1 корнем уравнения. 
Легко видеть, что х.=1! — корень. Перейдем теперь к основанню х: 


0. РИ Е 
1ойх (ах) и 1овх (ах) 


в 1ов ы 
Хх — 
У 





Обозначим 105,а через у. Тогда получим 


10 21 6 
Ра РЕ" 
Ее. 
После простых преобразований приходим к квадратному уравнению 
13у?—Зу—10 =0, корни которого и, = 1, у. = — . В первом случае полу- 
10 13 
10 Е —т° 
чаем 105,а = 1, х. = а, а во втором (юб.а== — 18. х =а, х.=а . 


Ответ: х == |, х=а, ха №. 


При решенни логарифмических уравнений иногда удобно пользоваться 
следующей формулой: 


АювоВ = Вова (А 5>0, В->0, а>0, а- |. (19) 


Доказательство формулы (19) очень простое: поскольку обе части этой 
формулы положительны, найдем логарифмы по основанию а от АВ 
и ВЮ ^. Нетрудно убедиться, что эти логарифмы равны одному и тому же 


выражению 1о5.А1ор,В; из равенства логарифмов выводим справедливость 
формулы (19). 


Пример 12. Решить уравнение З®ах -|- Зв 3 =2 (а>0, ак 1). 


Решение. ОДЗ: х>>0. В силу (19) х:°ва3 =3106ах. 
Поэтому уравнение можно записать в виде З'8ах -|-3 .3'%6ах =-2, 


| 
откуда находим, что 4.3'* —2, то есть 3105” = _. Далее имеем 


10вах = —Ю832, х=- а. 


Упражнения 


Решить уравнения: 





7. Ю83(3* —1) 1083(3*+1—3) = 6. 7 ИЕ ЗыИ т —х= И 2. 
2 ОТ" -- |6. 8. ор = 14 юблвкх? + 40 100 х = 0. 
е 
з. тов -—Тювьх — Зо | у 
9. юрх!О + 210в1сх 10 + 310=е0х 10 == 0. 
4. 15106? вы 9 я НР — |. 10. 3519852 + о10взх — 64. 
5. Шви - Я -3. Неа ++ ЮР-ЕЗЫИ. 
1 ‚ 2190.5 (4 —х) х-- 9. 
6. Ех 10,349 — |. 12. 9-Е =0. 
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Задачи по геометрии 


Ю. В. Сидоров 


На приемных экзаменах в инсти- 
тутах много места уделяется задачам 
по геометрии. Условия большинства 
задач формулируются достаточно 
просто: в некоторой геометрической 
фигуре задается несколько элементов 
или соотношений между элементами и 
требуется найти неизвестный элемент 
или неизвестное соотношение между 
элементами. 

Такие «стандартные» условия за- 
дач понятны каждому абитуриенту. 
Однако геометрические задачи и при- 
емы нх решений настолько разнооб- 
разны, что невозможно придумать 
какую-нибудь удобную классифика- 
цию, по которой можно было бы узна- 
вать рецепт решения каждой конкрет- 
ной задачи. Именно поэтому в учеб- 
никах и учебных пособиях почти нет 
описаний методов решения задач. Что- 
бы научиться решать геометрические 
задачи, нужно твердо знать и хорошо 
понимать основные теоремы геомет- 
рии и, главное, постоянно трениро- 
ваться, регулярно решать разнооб- 
разные задачи. 

В последние годы большинство 
школьников решают геометрические 
задачи только «алгебраическим спо- 
собом» который состоит в следующем. 
Неизвестные элементы — геометриче- 
ской фигуры обозначаются через х, 
у, 2,.... И выписываются несколько 
соотношений между известными и не- 
известными элементами. Затем реша- 
ется полученная система алгебранче- 
ских и тригонометрических уравнений 
и находятся те элементы или соот- 
ношения между элементами, которые 
требуется найти по условиям задачи, 
52 


Такой формальный подход к ре- 
шению геометрических задач часто 
является одним из самых простых ни 
позволяет быстро получить ответ. Ес- 
тественно, возникает желание решать 
таким способом все задачи. Однако 
абитуриент, который привык, не за- 
думываясь, «переделывать» любую гео- 
метрическую задачу в — алгебраиче- 
скую, встречает непреодолимые труд- 
ности на приемных экзаменах, если 
оказывается, что его способ решения 
не приводит к желаемому резуль- 
тату. 

Почти каждая задача может быть 
решена различными способами. Вы- 
соко оцениваются те работы абиту- 
риентов, в которых найден наиболее 
короткий и изящный путь решения 
задач. Только большая и постоянная 
тренировка позволяет научиться на- 
ходить самый рациональный способ 
решения. Удачный выбор неизвест- 
ных, удобный рисунок, дополнитель- 
ные геометрические построения и ак- 
куратное оформление решения помо- 
гают правильно понять задачу и най- 
ти самый простой способ ее решения. 
Рассмотрим конкретные примеры. 

На письменном экзамене по мате- 
матике в МФТИ была предложена сле- 
дующая задача. 


1. Биссектрисы АМ и ВМ тре- 
угольника АВС пересекаются в тон- 


ке О. Известно, что АО - УЗ МО, 
МО — ("3 — | В0. Найти углы тре- 
угольника АВС. 


Многие абитуриенты пытались ре- 
шить эту задачу следующим образом. 


Пусть АВ==а, ЭВАС=х, ЗАВС=у 
(рис. 1). Найдем длину отрезка АМ 
из треугольника АВМ (по свойству 
биссектрисы внутреннего угла тре- 
угольника и по теореме синусов): 


АМ = АВТО = а(УЗ—1- 


ти 
а зп р 


ее 5. 
т я — 2) 
Аналогично из треугольника АВМ 
находим: 





п > 
аз 5 
2 
ВМ = еь - Ах С“ . 
уз яп = 4- у] 
Таким образом, получена система 
уравнений 
: Хх 5 _: х 
$1 (> у] иЗят 5, 
3 и А 
[и3З— И) (х Е > | = 5 -5-. 
Большинство абитуриентов, ко- 


торые решали задачу таким способом, 
не сумели найти решение этой доволь- 
но сложной системы. Но плохо не то, 
что они не решили полученную систе- 
му, а то, что они не пытались найти 
другой способ решения данной зада- 
чи. Эту задачу проще решить сле- 
дующим способом (тоже алгебраиче- 
ским). 

Пусть АВ=х, ВС=у, АС=г. Из 
треугольников АВМ и АВМ по свой- 





ству биссектрисы внутреннего угла 
треугольника получаем 


й р 
о Аи 
Отсюда ВМ 7 х (3 1} 


Из треугольника АВС имеем: 
АМ АВ ВМ АВ 


см = вс’ см “АС, 
то есть 
х(УЗ— 1 х 
(По #’ 
х х 


Из этой системы уравнений нахо- 
дим: и—хУ 3, г=2х. Отсюда следует, 
что х?--у2-=2? и по теореме, обратной 
теореме Пифагора, -ХАВС = -. 


Следовательхо, 


=} ВАС =. агсе т 9 а з 


МЗ 
5 АСВ = =. 


Рассмотрим еще одну задачу. 


2. На гипотенузе ВС прямоуголь- 
ного треугольника АВС расположена 
точка М, а на стороне АС — точ- 
ка № такая, что ММ|АВ. Известно, 
что АВ-=АМ=1 см, СМ -= УЗ см. 
Найти длину отрезка ММ. 

Естественно попытаться решить 
эту задачу следующим образом. Обо- 
значим ММ через х (рис. 2). Тогда 
СМ=УЗ—х? и из подобия треуголь- 
ников получаем уравнение 

Уз—»х 
И — 
которое легко преобразуется к виду 
— 2—2 6бх—3-=0. 


Найти решение этого уравнения труд- 
но, и поэтому надо попытаться найти 
другой способ решения задачи. На- 
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А С 


Рис. 2. 


пример, задачу 2 можно решить сле- 
дующим образом. 

Обозначим /М№ через х, СМ че- 
рез у. Тогда легко получить следую- 
щую систему уравнений: 


Жи = 3, 


уча 


у х' 


Из второго уравнения этой системы 


находим: 
ухе ху, Хр У Эху = Хуй. 


Вычитая из этого уравнения пер- 
вое уравнение системы, получаем: 


(у) --2лу—3=0, ху= — 1-2. 


Учитывая, что х >0, у >>0, полу- 
чаем систему 


Ху = 1, 
у-х=1, 
из которой находим ответ: 


=-(и5— 1) (©). 


Из рассмотренных примеров вид- 
но, как удачный выбор неизвестных 


Ь. 6 


М р 


Рис. 3. 
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величин помогает упростить решение 
геометрической задачи  алгебраиче- 
ским способом. Приведем примеры 
задач, для решения которых полезно 
сделать дополнительные  геометри- 
ческие построения. 

3. В трапеции АВСО боковая сто- 
рома АВ — перпендикулярна основа- 
ниям, диагонали взаимно перпенди- 


‘илярны и И ‚её. Найти отноше 
куляр ВС . 


В 

Решение. Через точку В про- 
ведем прямую, параллельную днаго- 
нали АС, до пересечения с прямой АБ 
в точке ЛИ (рис. 3). Тогда по теореме 
о свойстве перпендикуляра, олущен- 
ного из вершины прямого угла тре- 
угольника ВМБ, имеем 


ВО = у ВМ-АВ, 
ВМ -иБМ-АМ. 


Учитывая, что АС-ВМ, АМ-ВС, 
находим 


вр _ ВБ. 
АС ВМ_ 


ние 


У2М-АБ АБ у 
Ум. АМ Г ВС | 


4. На сторонах АС и ВС треуголь- 
ника АВС расположены соответствен- 
но точки М и М так, что 

А№ ВМ _ 


си= п, ем. т. 


Прямые АМ и ВМ пересекаются в 
точке О. 
Найти отношения 


АО во 


м0“ м’. 
Решение. Проведем МК|ВМ 


(рис. 4). Из подобия треугольников 
ВСМ и СКМ находим СК: 


СМ СМ 


см ВМ 
"СМ. 
Следовательно, | 
Км -См-СК=См(1— гя)= 
= СМутп. 





Рис. 4. 


Из подобия треугольников АОМ 
н АМК находим искомые отношения: 


АО АМ АХ Г|т п 


Ре НИИ т =. ей 
МО —` КМПТСМ т т (+7), 
и аналогично 
во т 
мов @ +”). 
\ аж! ния 


1. Ребро правильного тетраздра АВСР 
равио а. Найтн радвус сферы, проходящей 
через вершины А, В, центр грани АСО и 
сореднну ребра ВС. 

2. На основании АС равнобсдреиного 
треугольника АВС расположена точка О 
ак, что АД-=а, Ср=фь. Окружностн, вии- 
санные в треугольники АВО и ВСО, касают- 
ся нрямой ВО в точках М н № соответственю. 
Найти длину ММ. 

3. В. окружность вннсаи треугольник 
АВС. Расстояния от точек А и С до прямой, 
касающейся окружности в точке В, равны а 
и с соответственно. Найти высоту треуголь- 
инка АВС, проведенную из вершины В. 

4. В острохгольном треугольнике две 


ее 
высоты равны соответственно 3 см и 2/2 ем, 
а точка их пересечения делит третью высоту 
в отношении 5:1, считая от вершины тре. 
угольника. Майти плошадь треугольника. 

5. В основании прямой треугольной 
иризмы лежит прямоугольный треугольинк, 
катеты которого равны ан 5. Некоторая плос- 
кость пересекает все боковые ребра призмы 
так, что в сечении получаегся правильный 
треугольннк. Определить сторону этого гре- 
угольника. 

6. В правильной  четырехугольной пи- 
рамиде 5АВСР высота равна диагонали 
основания АВСР. Через вершину А парал- 
лельно прямой ВО проведена плоскость, 
касающаяся вписанного п пирамиду шара. 
Найти отношение площади сечения к пло- 
щадн основания пирамиды. 


кет балее 
о объяс- 
сние. Этим 
Но мало 

е объяс- 
› найти 
‚да Вни- 
димо, 96 
цы-ивкви - 
более чем 
624 году 
опа Анто- 
книгу, в 
мил про- 
ги. Епископ 
на костре 
© ПОТОМУ, 
киига 

е же пре- 


тое ауто- 
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Письменный экзамен 
по математике на химическом 


факультете МГУ в 1970 году 


Н. Н. Колесников, В. М. Тихомиров 


В 1970 году на химическом факультете МГУ по математике 
проводился только письменный экзамен. 

Каждый вариант письменной работы содержал пять задач, 
охватывающих все основные разделы школьного курса мате- 
матики — алгебру, геометрию и тригонометрию- 

Разобрав четыре задачи одного из вариантов, мы увидим, 
что для их решения не требуется никаких знаний, выходящих 
за рамки программы по математике для поступающих в вузы. 

В связи с этим хотелось бы еще раз подчеркнуть, что у по- 
ступающих зачастую слабы навыки здравых логических рас- 
суждений и что ими уделяется явно недостаточное внимание 
геометрическим задачам и теоремам. 

Наряду с этими двумя принципиальными недочетами, на 
которые хотелось бы обратить внимание и учителей, большой 
вред поступающим наносит небрежность и несобранность при 
выполнении и оформлении письменной работы, неумение дово- 
дить решения задач и примеров до конца. Задача, в которой 
только намечена идея решения, но не доведенная с необходи- 
мыми промежуточными рассуждениями до ответа, не может 
считаться решенной до конца. Небрежность приводит также к 
разнообразным ошибкам и опискам, искажающим ход реше- 
ния и результаты; иногда неправильно понимаются условия 
задачи, но задача с измененными условиями экзаменационной 


комиссией не рассматривается, даже если она оказывается бо- 
лее трудной. 


Вариант 


1. Из пункта А в пункт 8 выехал авто- 
мобиль и одновременио из пункта В в пуикт А 
выехал велосипедист. После встречи они 
продолжали свой путь. Автомобиль, доехав 
до пупкта В, тотчас повернул назад и логпал 
велоеннедиста через два часа после момента 
первой встречи. Сколько временя после пер- 
вой встречи ехал велосипедист до пункта А, 
если известно, что к моменту второй встречи 
он проехал 3/. всего пути от В до 4? (Скорости 
автомобиля и велосипедиста постоянны. } 

2. Решить уравнение 


ди — 2х1 ро 9.073 — 2х. 


3. Найтн все значения х, лежащие в 
промежутке —|<х<4 и уловлетворяющие 
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неравенству 
Юйо.зь МИ хЮй ›,,0,75. 


4. Хорла АВ стягивает дугу окружно- 
сти, равную 120°. Точка С лежит на этой 
дуге, а точка О лежит на хорде АВ. При 
этом Ар=?, Вб=1, СВ -=У2. Найти пло- 
щадь треугольника АВС. 

5. Дана прямая трехугольная призма 
АВСА,В,С, (АА,, ВВ,, СС, — боковые реб- 
ра}. у которой АС=6. а АА1-=8. Через вер- 
шину А проведена плоскость, пересекающая 
ребра ВВ, и СС, соответственно в точках М 
и М. Найти, в каком отношении делит эта 
плоскость объем призмы, если известно, что 
ВМ=: МВ., а АМ— биссектриса угла САС,. 


Разбор задач 


1. В этой задаче мы укажем лишь 
основные моменты решения. 

Пусть $ — расстояние между пун- 
ктами А и В, и, — скорость автомо- 
биля, и, — скорость велосипедиста, 
} — время (в часах) от начала дви- 
жения до первой встречи. Для четы- 
рех введенных величин (5, %,, 0,, #) 
можно составить три уравнения: 


(ии, =5, 


р 
5 


>) 


9 =и, (1 - 2), 


г $=и. (1:2). 
Найти значения всех неизвестных 
невозможно, но это и не требует- 
в 5 Е 
ся, нужно найти величину -— Е, 
в 
являющуюся комбинацией неизвест- 
ных. Деля третье уравнение на вто- 


рое, мы получаем, что 0, = оз 


9 
Подставив это соотношение в первое 


$ 
уравнение и исключая -—— из него и 
тя 


5 
второго уравнения, мы находим [ = —- 


2 
часа. Из второго уравнения получит- 
5 45 
ся, что —— = -4- часа, а искомое время 
в 


5 35 
——{ равно -/- часа, то есть 8 ча- 
Ш 


сам 45 минутам. 


Заметим, что эта задача (как и пообще 
все первые задачи в вариаитах, дававшихся 
на химическом факультете) является по сути 
своей арифметической и донускаст решение, 
основанное на самых простых рассуждениях. 

За одио и то же время {до второй встречи) 
велосипедист проехал 2/5, а автомобилист — 
[5 всего пути. Значит, отношеине их скоро- 
стей равно 2:7. Тогда к моменту первой 
встречи велосипедист проедет */5, а антомо- 
билист 7/ь всего пути. Но, затратив еще 
два часа, велоснпеднст проезжает 2/5 всего 
путн. Следовательло, за час он просажает 


2 2\ ._4 
5 —э5]|: 2= 4Е части всего пути. Значит, 


[в пути, которые еще предстояло проехать 
велосипедисту после первой встречи, он 


4 ‚ 
преодолеет за 7 45° 4 часа. 


Представляется несколько  уди- 
вительным, что безукоризнениое ре- 
шение этой задачи, достаточно про- 
стой, дали лишь 139 из 394 решавших 
ее абитуриентов — чуть болыше тре- 
ти, а почти половина — 182 из 394 — 
ие высказала никаких разумных со- 
ображений по поводу этой задачи. 

2. Эта задача оказалась наиболее 
доступной для поступавших, поэтому 
приведем лишь ответ: х = | или х= — С 

3. Разбор третьей задачи мы нач- 
нем с определения ОДЗ с учетом до- 
полнительного условия: — |< х< 4. 
Мы видим, что ОДЗ состоит из тех х 
для которых $т х>>0, то есть 


кл хх д 2л (В 0. +1, +2,...), 


что с учетом дополнительного нера- 
венства дает условие 


мел. 
К 
Используя равенства 0,75 и 
10 з Е 
бо =>, перепинтем нсходное 
16 


неравенство так: 


р | 
1053 5х = >, 
4 


откуда следует, что 


ь 3 
зтх = И. 
Итак, мы должны найти те х 
из интервала 0 < х<. л, для которых 
а з 
мах < ИЗ. В итоге мы получаем 
ответ: 


0<х<-, ах я. 

Третья задача обнаружила недо- 
статочное понимание миогими аби- 
туриентамн тригонометряческих функ- 
ций. Многие затруднялись в реше- 
нии неравенства утх >>0. Только чет- 
вертая часть всех решавитих смог- 
ла правильно выписать решение не- 


: 3 
равенства эт И прн дополни- 


я 





Рис. 1. Значения Хх, 


отмеченные красным цветом 


иерзвенств (слева на тригонометрическом круге, справа — на оси Ох). 


тельиом условии 0 х<л, которое 
прое всего получить из рисунка 1. 

4. Эта задача оказалась самой труд- 
ной в варнанте. Приведем одно из 
нескольких возможных алгебраиче- 
ских решений задачи. 

На рисунке 2 мы обозначили через 
К середину отрезка АВ, через Е —ос- 
нование высоты, опущенной из С 
на АВ; длину СЁ мы обозначилн че- 
рез х, длину ЕК через в. Имеем 


Зла 


5х. АВ = (АБ ОВ) = 2х, 





‚ являются репюиием исходной системы 
Осталось найти х. Опустим  перпен- 
дикуляр из точки С на продол- 


жение отрезка ОК и его основание 
обознацим через РЁ. По построению 


СЕКЕ — прямоугольник, — следова- 
тельно, СЕ=ЕК-=у, АК- 2-3. 





3 
откуда РК = 2— 5. >. Из прямо- 


УГОЛЬНОГО 
лучаем 


треугольника СЕР по- 
нервое уравнение 


ни абон 


Второе уравнение получим из 
треугольника СОР. Для этого най- 


дем Ю=СО_и КО-И ОВ*—КВ? 
= и Ю®р— (3 3) ‚а из треугольника 
ЛОВ получим 2Юзт 60°`—АВ—=3. От- 
сюда А-рз. КО- $ Теперь из 
треугольника СОЕ она 
= Ю? или (# + Те у? 3. 


Исключая из полученной системы 
у, находим высоту и площадь 


ср УЗ 5-8. РЕ ЗМ, 

р 2 та и, < 
Используя рисунок 2, понробуй- 
те найти геометрическое решение 


этсй задачи. 


в. Пусть ЭСАС.-—Ж 4рме. 3). 


ь 4 
Согласно условиям 124- ей По- 
скольку АМ — биссектриса угла 
‚САС,, по известным тригонометри- 
ческим формулам легко найти, что 
{. "ААС ©) 
1 б 2 
9% —=, 605 
5’ У 


Обозначнм > АСВ в треугольнике 
САВ через В. Теперь легко записать 
объем данной призмы следующим об- 
разом: 


у — ас.св чпВ-ААД, 





2АСВУИ В. 


Плоскость. проходящая через точки 
д, Мн Х, отсекает от призмы пира- 
мидх АВСММ, у которой боковая 
грань АСВ перпендикулярна осио- 
ванию, так как призма АВСА. В.С, 
прямая {но условию). Основание 
ВСММ представляет собой трапе- 
цию, поскольку стороны СМ и ВМ 
параллельны. Из равейств 


ВМ -. ВВ 


- 


4, СМ АСдва-3 


-- ВС (ВС пер 


пендикулярна СА и ВМ и явля- 
ется высотой трапеции). Объем пнра- 
миды АВСММ, поэтому равен 


у = - Злехм АС зтВ — 7СВзтВ. 


Объем другой части, отсекаемой пло- 
скостью от призмы, есть разность объе- 
мов призмы и пирамиды: У, -"-—И,. 
Отсюда 


У: Ми (УИ 


В этой задаче не понадобилось па- 
ходить численные значения объемов 
интересующих нас частей призмы, 
поскольку требовалось лишь их от- 
ношение. Для получения ответа до- 
статочно было их выразить через одии 
н те же, хотя н неизвестные нам, вс- 
личины ВС и В. Однако именно это 
обстоятельство не было понято частью 
поступаклщих, которые упорно пыта- 


находим : Зрехм 





В 
Рис. 3. АС 6, АД, -8, ВМ--МВ,. 


лись найти числениые значения нуж- 
ных объемов ин, конечно, не добились 
успеха (сравните с ситуацией в пер- 
вой задаче, где тоже достаточно было 
для получения ответа найти отноше- 
ине неизвестных}. 

Попробуйте решить сами следую- 
щнй варнант. 

\. Два трактора велахьвают поле, ри 
деленное ка Дас равные части, Обз трактора 
начали одиовременио, и каждый вспахивает 
СВОЮ ГоОловиих. Черол $ часов После. того 
момсита. когда сии совместно всщахали по 
ловнуи\ всего поля. ныяенилось. что первому 
трактору осталось вспахать а часть своего 
участка, а второму — */,, своего участкя. 
Сколько времени попадобится второму трам- 
тору., итобы одному вспахать все поле? 

2. Рыиить уравнение 


37 4-4: | 9 289 ля р 


3. Найти все чначения х. лежащие ни 

промежутке 1<х<5 и удовлетворяющие 
‚ д, 
неравенству Фив УИ Х по Ш з |. 

4. В треутольнике АВС угол С равеи 
60, а раднуе круга. чинеанвого вокру: 
этого треугольники, равен 2} 3. На стопоие 
АВ взята точка О так, что АВ 308. и при 


этом СО--2]р 2. Найти площадь треуголь 
ника АВС 
5. Дани трехугольпая призма 


АВСА В.С, (АА,, ВВ, и СС, — боковые 
ребра). ско ть нересекаст ребра А 1,. 
В.С, в ВС соответственно в лачких АТ, м р 
Найти. в каком отноиеинк делит эта ми 
свесть объем призы, сели ичестно, го 
Г Ее В 
ВР | .5 
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Письменный экзамен 
по физике в МФТИ в 1970 году 


В. Е. Белонучкин, С. М. Козел 


Письменный вступительный экзамен по физике проводится 
далеко не во всех вузах. Однако задачи, предлагавшмеся на 
письменной работе, интересны м тем, кто собирается сдавать 
только устный экзамен. Здесь мы разберем задачи одного мз 
вармантов письменной работы по физике на вступительном 
экзамене в Московском физико-техническом институте. 


Билет № 6 


1. Частииа массы т. движущаяся со скоростыю и, излетиет на покоящуюся части- 


Я . 
ну млесы 2. и после упругого ударя отскакиваст нод углом = 30° к ваправлевию 
.} ы ы и - 
кина нервонечельного двнжеции. С какой скоростью начнет двигаться вторая частица? 
2. В стальюм баллоне содержится 0,2 2 водорода н 3.2 г кислорода при темпера- 
пре 27?С Водород соединяется © кислородом, и после того. как реакция закончилась, 
занление ипугри баллона увеличвлось ин три раза. Какова будет при этом температура 


пиутри баллона? 


3. Нрикоединсние к польыметру некоторого добавочного сопротивления увеличива- 
у: послельние иамеримое напряжение в л раз. Другое добавочное сопротивление увели- 
тиваст пределы измерения в г разл. Во сколько раз увеличится предельное измеримое 
вильтмегром папряжение, если включить последовательно с вольтметром эти два сойро- 
гилления. соеднвевные между собой параллельно? 

4. Астронамищеская камера для фотографирования Солица имест объектив с фо- 
кхешыам расстоянием Ё= Ю м Перед объективом расположена круглая диафрагма 
шаметра { 5 гм. Примепяечая фотоиленка имеет чувствительность № = № люкс. сек. 


Каким далжиюо быль при этих условиях 


премя экспозиции т? Известно, что прямые 


соленные  лучн создают на перисидикулярной к ни“ ` площадке  освешениость 
Е 4 НВ нок. Условой днамегр Солица х принять равным 0.91 рад 


Рассмотрим решения этих задач. 

1. При упругом ударе сохраняют- 
ся количество движения и кннети- 
ческая энергия соударяющихся тел. 
Однако нельзя 
сохранения количества движения в 
скалярном внде: 


И 
х 

Такая запись верна, если обе ча- 
стицы после удара движутся по той 
же прямой, по которой двигалась до 
удара налетающая частица, то есть 
при центральном ударе. В нашем слу- 
чае, как видно из условия задачи; удар 
был нецентральным. Следовательно, 
80 


ту и; -- то, 


записывать закон- 


надо „учитывать, что колнчество дви- 
жения — величина векторная н скла- 
дывается по правилам сложения век- 
торов (рис. 1). 

Воспользовавшись теоремой ко- 
синусов, можно записать закон со- 


хранения количества движения 
в виде 


т 2 
(3) = 


= (ти)? +. (та. — 8{то,) (т УЗ. 


где через и, обозначена скорость ча- 
„ т 
СТИЦЫ С массой —, а через 9, — ско- 


рость частицы с массой пт. Кроме того, 


используем закон Ссохранення энер- 
ГНИИ: 


2 ти? пи 
тит 2 | 


та 





Исключая из этих уравнений о., 
найдем 


Векторный характер количества 
движения можно учесть и иначе. 
Введем взаимно перпендикулярные 
осн координат х и у. 

Для проекций количества движе- 
ния на такие оси выполняются ска- 
лярные соотношения 


‚ т Р р 0 
ту т 5 бы М, 


‚т 
ТО + — 


о ах == И. 


Закон сохранения энергии примет 
ВИД 

э Е. з а 

ти? зи |1 7х т Шх у 


Ио 

Решив эту снстему и учтя очевид- 
ное соотношение и, = | ОЕ бы, 
получим тот же ответ. 

2. Многне поступавшие считали, 
что слова «реакцня закончилась» оз- 
начают, что в баллоне образовалось 
3,4 г воды. Однако из условия зада- 
чн следует, что в баллоне имеется 
избыток кислорода, так как для обра- 
зования { г-моля воды необходимы 
1 г-моль водорода и только 1/. г-моля 
кислорода. Пусть т, и т, — массы 


У 





водорода и кислорода, и; им, — их 

молекулярные веса. До реакции в 
т > 

баллоне было -^ молей водорода и 


1 


т. . 
-^ молей кислорода. 


| После реак- 
2 


т “ 
ции в сосуде образовалось т молей 
|. 


воды (весь водород прореагнровал, 
число молей воды равно числу молей 
водорода). При этом на образование 


ы Г мт 5 
воды ушло т. молей кислорода, н, 
! 


следовательно, в баллоне осталось 


ма 1 Иа молей кислорода 

Но ет | Г 
Применяя теперь закон газового 

состояния и закон Дальтона к газам 


до и после реакции, можно заинсать: 


Р, у. (+ то =) АТ 


И, К» 


Р.У = В Е — 7) вт, 


На | В: ‚ 
Совмовательно, 
1 м, 
р _Ть (| 2 \_ 
Р Т, т те й 


Принимая во внимание, что --— 


получаем 
Т.=Т,-4= 1200° К. 

. 3. Большинство неверных реше- 
ний этой задачи связано с отсутстви- 
ем у решавших четкого представлення 
о роли добавочного сопротивления. 
Рассмотрим этот вопрос подробнее. 

Обозначим сопротивление вольт- 
метра г, максимальное напряжение 
на вольтметре (/ и ток, текущий через 
вольтметр прн этом напряжении, / 
(рис. 2}. При использованни добавоч- 
ного сопротивления Ю, измеряемое 
напряжение Ш, распределяется меж- 
дугн Ю, пропорционально их велн- 
чинам. Напряжение на вольтметре (, 
конечно, по-прежнему не должно пре- 
вышать С, а измеряемое напряжение 
{., может быть и болыше (,. Ток 
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Рис. 2. 


через вольтметр и К, при этом не бу- 
дет превьышать №. 

Исходя из этих соображений, для 
трех случаев, описанных В задаче, 
имеем: 

0 (Е, =а Ц, 
1 (В--д=тИ», 
рев - [= РИ - 

Здесь А, и Ю, — добавочные со- 
противления, а А — искомая величи- 
на. Учитывая, что Аг—=Ц, эти урав- 
нения можно преобразовать к виду: 


` 


Ю.--г== иг, 
Ю.--г=тг, 
В: Ва “<. 
Гр д. РЕ №. 


Из первых двух уравнений выра- 
зим Юуи Ю.. Подставляя их в третье, 
получим 

тп —} 
#= Ге = р 


4. Диаметр изображения Солнца 
на фотопленке равен Р-=@Ё. Осве- 
щенность изображения можно найти, 


прнняв во внимание, что вся световая 
энергия, проникающая через объек- 
тив, распределяется по площади изо- 
бражения (потерями света мы пре- 
небрегаем): 


Е нзоврЭ == Еа?, 
или 
4? 
ор? 


Езобр =Е 





= НК люкс. 


Время экспозиции найдем из ус- 
ловия: Ензоврт =. 
Отсюда 
а 
= р = №73 сек 
нзобр 





Предлагаем вам решить самосто- 
ятельно следующий варнант. 


!. Водометный катер забирает забортную 
воду и выбрасывает ее назад со скоростью И 
относительно катера. При этом он движется 
со скоростью т. К катеру на длиниом тросе 
прицепили буксируемое судно, сила сопро- 
тивления которого при одинаковой скорости 
движения равна сопротивлению катера. Оп- 
ределнть скорость буксира, если известно, 
что силы сопротивления катера и буксируе- 
мого судна изменяются пропорционально их 
скоростям. 

2. Баллон с гелием при давлении гелия 
в 65 ат при температуре — 3" С весит 21 кг, 
а при давлении в 20 ат при той же темпера- 
туре весит 20 хг. Сколько гелня содержал 
баллон при начальном давлении 150 ат 
и температуре 27” С? 


3. Какое тепло выделится в цепи (см. ^ 


рис. 3) при переключенин ключа К из по- 
ложения 1 в положение 22 

4. На спутнике, летящем по круговой 
орбите на высоте Н= 100 км, расположен 
фотоаппарат, объектив которого имеет фо- 
кусное расстояние Р=>1Ю см. Фотографи- 
руется поверхность Земли под спутником. 
Разрешающая способность пленки (то есть 
минимальный размер видимых деталей изо- 
бражения, определяемый зеринстой струк- 
турой фотоэмульсии} 4107? мм. Каков ми- 
иимальиый размер фотографнруемых пред- 
метов? Какую следует выбнрать выдержку 
(время экспозиции т), чтобы орбитальное двн- 
жение спутинка не влияло иа качество 
изображения? 





ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 


— 





К статье 
«Логарифмические 
уравнения» 
т. х, = 1083 28—3, х. = 1юв. 10. 


2. Нет решений. 


=> 


3. ж = 9. Х:=5. 


Указание. Прологарифмировать обе 
части по основанню 3. 
1 | 
4. Хх = 3 , Хз = 15 . 
5. х-= 37. Указание. Воспользуй- 
тесь формулой (6). 
6. х—3. 


7. Нет решений. 
8. Хх: —4, хз==-7Е, Хз. 


Ух азание. Выделите корень х,=1 н 
перейдите к основанию х. 
—_5+и 
$. х, == 10 $ 
Указание. Перейдите к основанию 10. 


10. х— 625. Указание. Примените 
формулу (19). 


—-5— 113 
с | 





‚ Ха 10 


И. х, == —Н, Хх. =, 
ж= —5+ИМ, м= —5- УМН. 
Указачне И-пользуйте формулу (8’). 
12. х-: —10. Указанне. Восполь- 


зуйтесь формулами (6’) и (7). 


К статье 
„)Задачн по геометрии» 





т 

- РМ 

2. [9—8 
5 

3. Мас. 

4. 6 сл?. 


2 ие РАБЫ ||| 
5- В (а 62-- рай ы— #5}. 
6. 1:3. 
К статье «Письмениый 
экзамен во математике 


на химическом факультете 
МГУ в 1970 году» 


1. 50 часов. 
2. х= —4 или х=1. 


д зЗ 
3. < х=, 4 <х< я. 


4. 3У2. 5, 7; 29. 








К статье «Письменный 
экзамен по физнке в МФТИ 
в 1970 году» 


Уи 
= И — и 


Р Г 
2. т Вр р. 'л, = кг. 


1. У, 


3. При переключении ключа произойдет 
перераспределение зарядов в системе конден- 
саторов. Работа батареи определяется произ- 
ведением протекшего через нее заряда на 
э.д.с. Эта работа, вообще говоря, может 
быть затрачена частичио на увеличение 
энергни конденсаторов, частично на выделе- 
ние тепла в цепн. В нашей схеме емкость не 
меняется (в обоих случаях к двум одинаковым 
конденсаторам, соединенным параллельно, 
присоединен последовательно один кондеиса- 
тор такой же емкости). Напряжение на си- 
стеме конденсаторов тоже неизменно и равно 
Е. Следовательно, энергня системы не изме- 
няется, и вся произведенная работа пере- 
ходит в тепло. 

Для подсчета этой работы необходимо 
определить заряд, протекший через батарею. 
Проще всего это сделать, проследив за 
зарядом ва левом конденсаторе. До 
переключения на этом конденсаторе нахо- 
днлась половина заряда системы, то есть 


3 СЁ (емкость системы равна 8 С) | 
После переключения заряд удвоится. 


Значит, через батарею протечет заряд 3. СЕ 


} 
и батарея произведет работу 3 СЕ*. Эта 


работа перейдет в тепло, которое выделится 
в цепи (в соединительных проводах, коитак- 
тах и на внутреннем сопротивлении батарен). 
4. Будем условио полагать, что миин- 
мальиый размер фотографируемых предме- 
тов может быть найден из условия: размер 
изображения таких предметов равен разре- 
шающей способности пленки, то есть 


Н 
5 == 4 = 10 м. 


Из аналогичных соображений можно 
определить допустимое время экспозиции: 
за это время спутник должен пролететь рас- 
стояние, не превышающее размера фото- 

{ 
графируемого предмета: Ту = ее 
° 

Здесь через ис обозначена первая косми- 
ческая скорость, приближенно равная 
8 км/сек. Подставляя числовые значения, 
получаем: ту-—1,25- 10-3 сек. 


$3 





т 


«Заспобили дж: 
рух 3 
(см. «Квант» № 5, стр. 39) 


Первый путь — через сквер — имеет 
длину (см. рисунок) 


} Умет к х 


АС-КА-АММК. (1) 
Второй путь— в обход сквера — име- 

ет длину 
АР-ЬС: {2} 


В обозначениях Вася это’ выглядит так: 

а (2— 2-1 п®, (1) 

ера. {2°) 

По смыслу задачи Р= --5- ‚ откуда лег- 
ко вывести неравенство 

а 2—2 1 лВ < а. {3) 


В самом дело, преобразуя неравенство 
(3), получаем соотношение 


"8 <@—Уда 
21/5 


ны а 


я—2 


млн 





НА 
а < 


а 1 
И так как =>, В 


2—2 2—4 0.566 1 
ШВ 32-5 115> 2. 
Следовательно; и подавно 


а 





{Значнт, Петя действительно просто шел 
быстрее. } 

Одмако без зычисяений здесь обойтись 
трудно, так Как теорема о длине объемлю- 
щей и. объемлемой применима только для вы- 
пуклых фигур. В нашем же случае линия 
АММКС ие является выпуклой. 
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УГОЛОК КОЛЛЕКЦИОНЕРА 


МАРКИ, ПОСВЯЩЕННЫЕ ГАЛИЛЕЮ 
УЕМЕМ АКАВ ВЕРУВИС 


РИ В 1964 году человечество отмеча- 


ло 400-петме со дня рождения зна- 
менитого итальянского астронома, 
физика и механика Галилео Галылея 
[1564—1642], Ему посвящен ряд поч- 
товых марок; особенно много их вы- 
пущено к юбилею ученого. 

Галилей ввел описанме данных экс- 
перимента на языке математики. Ему 
принадлежит доказательство закона 
падения тел, открытие замечательного 
свойства маятника (пермод колебания 
прн малых амплитудах не зависит от 
амплитуды]. Усльшаа, что’ в Голландии 
изобретена зритепьная труба, он сам 
<конструировал и ызготовил телескоп, 
который давал 32-кратное увеличенме. 
В свой телескоп Галилей наблюдал 
Луну, планеты м звезды. Он увидел, 
что Млечный путь состомт мз отдель- 
Е С О А 
вокруг планеты Юпитер вращаются 
четыре спутника. 

Галилей страстно отстаивал смсте- 
О ОА ЗА 
подтверждалась его наблюдениями. 
В 1632 году он издал свое знаменитое 
сочинение о строении Вселенной «Ди- 
аяог о двух системах мира — птоле- 
меевой м коперниковой». 

Ученме Галилея, так же, как и уче- 
ние Коперника, противоречило учению 
церкви. Больной Галилей был вызван 
на суд инквизиции. Под угрозой пыток 
он вынужден был отречься от своих 
«заблуждений н ересей» м предать их 
О С 
луспепой старик до самой своей смер- 
ти ивходимся под домашним арестом. 
Однако, несмотря на отречение, Гали- 
пей не потерял веры в настоящую 
науну. 

На фотографии вы видите некото. 
рые марки, посвященные великому 
ученому. 





цена 39 коп. 
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ИГРА ЭЗСКОТТА 


Эта задача была предложена в августе 1938 года америкаиским математиком 
Эдвардом Бриндом Эскоттом. Задача заключается в перемещении блоков по одному 
в прямоугольнике до тех пор, пока блокн [и 2 не поменяются местами с блоками 7 и 10 
так, как показано на рисуике. Вращать блоки не разрешается, даже если для этого есть 
место. Самое короткое из известных решений содержит 66 ходов. Напишите нам, если 
сумеете решить задачу короче. 
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«Я сравнил силу, требующуюся для удержания Луны на ее орбите, с 
силой тяжести на поверхности Земли и нашел, что они почти отвечают друг 
другу. Все это было в два чумных года... Я был в расцвете моих сил и думал 
о математике и философии больше, чем когда-либо». 


1665 и 1666 годы принесли Англин 
большое несчастье — страну посетила 
чума. Спасаясь от гибели, жители 
покидали болышие города. Из Лон- 
дона в родную деревню Вульсторп 
возвратнлся молодой философ и ма- 
тематик Исаак Ньютон. 

В то время его интересовал во- 
прос: почему Луна вращается вокруг 
Земли? Какая сила держит ее на 
орбите? Ведь если такой силы нет, 
Луна должна улететь (рнс. 1). 

Мы можем представить ход рас- 
суждений Ньютона примерно так. 

Яблоко всегда падает вниз. По- 
чему? Земля притягивает его. Если 
материя притягивает другую мате- 
рию, то должна существовать снла, 
пропорцнональная количеству мате- 
рии. Если это так, то сила притяже- 
ння Земли должна быть огромна. 


{| Квант №? 


Исаак Ньютон 


Значит, Луну, как и яблоко, при- 
тягнвает Земля. 

Тогда и родился закон всемирного 
тяготения. 

Проделаем расчет, аналогичный 
расчетам Ньютона. 

Луна двнжется по орбите, близкой 
к окружности. Время Гл, за которое 
она совершает один оборот вокруг 
Земли, равно 27,3 суток. Расстояние 
Земля — Луна примерно в 60 раз 
больше земного раднуса Юз. Еслн 
тело движется по окружности со 
скоростью и, оно испытывает центро- 


02 
стремительное ускорение >. Раднус 


лунной орбиты Юл равен 384 400 км, 
скорость двнження Луны по орбите 


К 
и=2л = = 3650 км/ч; тогда центро- 
Л 


стремительное ускорение а, испы- 
1 





Рис. }. 


тываемое Луной, окажется равным 
2 =0,0027 м/сек?. А ведь яблоко 

л 
притягивается Землей с гораздо боль- 
шей силой. Земное ускоренне силы тя- 
жести равно 9,81 м/сек?. 

Почему же Земля притягивает Лу- 
ну в тысячи раз слабее, чем яблоко? 
Роберт Гук с помощью изобретенных 
им пружинных весов пытался изме- 
рить изменение силы тяжести. Но на 
вершине горы груз растягивал пру- 
жнну точно так же, как и на берегу 
моря. И все же Ньютон предположил, 
что земное тяготение ослабляется рас- 
стоянием. Высота гор невелика по 
сравнению с размерами Земли и тем 
более с расстоянием от Земли до 
Луны. 

После исследования законов дви- 
жения планет, установленных Иоган- 
ном Кеплером *), Ньютону удалось 
найти простое правнло убывания си- 
лы тяготения с расстоянием. Это 
правило гласит: если центры двух 
шаров, масса которых равномерно 
распределена по их объемам, нахо- 
дятся на расстоянни г, то сила прни- 
тяжения Р между шарами направле- 
на по линни, соединяющей центры 
шаров, пропорциональна произведе- 


*) См. «Квант» № 1, 1971, стр. 20. 
2 


нию их масс т, т. и обратио 
пропорциональна квадрату расстоя- 
НИЯ Г: 


пит 
Е 


у в этой формуле — постоянная ве- 
личина, ее можно определить только 
опытным путем. 

Вернемся опять к притяжению 
Луны. Луна находится на расстоянии 
60 земных радиусов, а яблоко удале- 
но только на один земной раднус 
от центра Земли. Поэтому сила, а зна- 
чит, и ускорение на лунной орбите 
в 60? раз меньше, чем у поверхности 
Земли: 





а 
У бору, 

Мз 
8 ты ? 5? ы 


Разделим первое из этих выражений 
на второе: 


565 ‚ Или а= 0,0027 м/сек *) д 


‚9 
== 
Полученная величина удивительно 
точно совпадает с ранее вычисленным 
значением центростремительного ус- 
корения Луны. 

Так Ньютону удалось проверить 
закон всемирного тяготения. Правда, 
в его вычисленнях не было такого 
хорошего согласия: работая в Вуль- 
сторпе, Ньютон не располагал точ- 
ным значением земного раднуса. Толь- 
ко через несколько лет эта величина 
была измерена с достаточной точ- 
ностью. 

Несмотря на полученное совпаде- 
ние величин ускорений, Ньютон небыл 
удовлетворен проверкой. Нужно было 
еще решить задачу о притяжении 
яблока, лежащего на Земле. Можно лн 
считать, что земной шар притягивает 
яблоко так, как если бы вся масса 
Земли была сосредоточена в центре? 


*) Постоянная тяготения ф сокращается — 
ее вовсе не нужно знать, чтобы убедиться 
в правильности закона тяготения, открытого 
Ньютоном. 


Близкие к яблоку части притягивают 
его сильнее, чем далекие (рис. 2). 
Результирующую силу можно вы- 
числить только с помощью интеграль- 
ного исчисления, но в то время оно 
еще не было открыто. Изучение дви- 
жения Луны было отложено на 
несколько лет. Ньютон занялся опти- 
кой: шлифовал линзы, построил 
замечательный отражательный теле- 
скоп, © увлечением изучал оптические 
спектры... Но мысли о тяготении 
не покидали его. Потребовались годы 
на создание интегрального исчисле- 
ния, и на его основе Ньютон доказал 
замечательную теорему: оболочка сфе- 
рической формы с равномерно рас- 
пределенной по ней массой притяги- 
вает тело, находящееся вне ее, как 
если бы вся масса оболочки находн- 
лась в центре сферы (рис. 3, а). 
Землю можно представить как набор 
сферических оболочек (рис. 3, 6). Дей- 
ствие каждой оболочки не зависит 
от других, а сила тяготения не по- 
глощается веществом Земли. Если 
принять эти два положения, из кото- 
рых второе — одно из самых удиви- 
тельных свойств гравитации, то есте- 
ственно заключенне, что яблоко при- 
тягивается Землей именно так, как 
предполагал Ньютон. 

Итак, падение яблока на Землю 
и движение Луны по своей орбите 
вызвано одной причиной — земным 
притяжением. А какие силы управ- 
ляют движением планет? Планеты 
движутся вокруг Солица, значнт, си- 
ла тяготения должна исходить от 
Солнца. Дальнейшее обобщение — 
любые два тела притягиваются по 
такому же закону. 

В начале ХУП века Иоганн Кеп- 
лер открыл законы движения планет. 
Первый закон Кеплера утверждал, 
что планеты движутся по эллипсам, 
в фокусе которых находится Солнце. 
Смысл второго закона Кеплера в том, 
что планеты движутся по своим ор- 
битам быстрее, когда приближаются 
к Солнцу, а удаляясь, начинают 
двигаться медленнее: линия, соедння- 
ющая планету и Солнце, «выметает» 
в равные времена равные площадн. 


ты 





Рис. 2. 


Квадраты времен обращений пла- 
нет пропорциональны кубам их сред- 
них расстояний от Солнца — вот со- 
держание третьего закона. 

Кеплер вывел эти законы, основы- 
ваясь на многолетних записях астро- 
номических наблюдений. Ньютон, 
опираясь на свон законы движения 
и закои тяготения, смог теоретиче- 
ски получить законы Кеплера. 

Однажды в лондонской кофейне 
встретились члены английского Ко- 
ролевского общества — знаменитый 
архитектор Кристофер Рен, Роберт 
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Гук и Эдмонд Галлей. Галлей рас- 
сказал, что ему удалось получить 
третий закон Кеплера, объединив за- 
кон тяготення и законы движения 
Ньютона, но только для случая круго- 
вых орбит. Движение по круговой 
орбите может происходить, если на 
планету действует внешняя сила, на- 
правленная к центру окружности и 
равная Ми?/В. Эту силу создает при- 
тяжение между планетой и Солнцем. 
Поэтому $ ео =м. Если вспом- 
нить, что скорость движения планеты 
2лЮ 


по орбите и=-2-—, то, подставив это 


выражение в предыдущую формулу, 
получим закон Кеплера: 
ара 2 

р ‚ Ил и: = сопзё. 

Когда Галлей кончил свой рас- 
сказ, Рен предложил приз тому, кто 
докажет, что закон убывания тяго- 
тения обратно пропорционально квад- 
рату расстояння справедлив и для 
движения по эллиптическим орбитам. 

Галлей обратился к Ньютону. 
Ньютон ответил, что это им уже 
сделано, и в ноябре 1684 года руко- 
пись с расчетами была в руках Гал- 
лея. На подготовку рукописи н ее 
печатание ушло несколько лет. На- 
конец в сентябре 1687 года книга 
Ньютона увидела свет, Она называ- 
лась «Математические начала нату- 
ральной философии». Законы, приме- 
ненные к изучению планет солнечной 
системы, позволилн получить важные 
предсказания. Так, Ньютон «взвесил» 
Солнце, выразив его массу в еднинцах 
земных масс: 
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где Юз и Юл — радиусы орбит Земли 
и Луны соответственно. 

Получился очень интересный ре- 
зультат. Луна — спутник Земли, 
а Земля — спутник Солнца. Масса 
спутника каждый раз сокращается. 
В первом уравнении, когда закон 
всемирного тяготения применен к 
Солнцу и Земле, сокращается масса 
Земли, а во втором — масса Луны. 
Так Ньютон выразнл массы Земли н 
Солнца через легко доступные астро- 
номическим измерениям величины — 
радиусы орбит и периоды обращення. 
Неизвестной ему оставалась величн- 
на. Но если взять отношение солнеч- 
ной и земной масс, то постоянная у 
сокращается и получается формула 
Мс _ АЗТЯ : 

Мз ВЗТЗ 
расстояние Земля — Солнце `]3_ 
| расстояние Луна — Земля | о 
| месяц 12 
х| 1 год ] | 

Так Ньютону удалось выразить 
отношенне масс Солнца и Земли через 
известные астрономам величины. 

Чтобы вычислить массу Солнца 
в более привычных единицах, скажем 
килограммах, нужно было оценить 
массу Земли. Ньютон знал только 
ее объем. Средняя плотность вещества 
Земли в его время не была известна. 
Не вызывало сомнения только то, что 
плотность матернков больше плотно- 
стн воды. Но во сколько раз средняя 
плотность Земли превосходит плот- 
ность воды океана? Ньютон пришел 
к выводу, что средняя плотность 
Земли заключена между 5 г/см? и 
6 г/смз. Только через девяносто лет 
сэр Генри Кавендиш «взвесил» Землю, 
измерив с помощью изящных крутнль- 
ных весов величину у. Плотность 
Землн оказалась равной 5,5 г/см?. 

А как определить массу Луны? 
Ведь она сокращается во всех фор- 
мулах. Все же Ньютон нашел способ 
оценить и эту величину. 

Тысячелетиями загадкой для лю- 
дей оставалась причина приливов в 
морях н океанах. Римляне связывали 





приливы с положением на небе Луны, 
«Была полная Луна, и поднялся 
большой прилив»,— читаем мы в за- 
писях Юлия Цезаря. Однако на во- 
прос: почему происходят приливы? — 
не было никакого ответа. Ньютон 
нашел правильное объяснение. 

Рассмотрнм движение трех тел 
одинаковой массы, свободно лежащих 
одно на другом (рис. 4). Пусть в ка- 
кой-то момент времени на тела начнут 
действовать три снлы ЁР,>Р,>Р.. 
Тогда пластинка 3 начнет отставать, 
а пластинка 1 будет опережать «сер- 
дечник» 2. Если пластинки соединить 
пружннками с центральным телом, то 
растяжение пружин уравновесит силы 
Р:—Рь, Ез—Ез. 

Землю с ее гидросферой можно 
представить как «падающие» на Луну 
три тела: твердую сердцевину и два 
слоя воды — один, обращенный к Лу- 
не, и другой, находящийся на проти- 
воположной от Луны стороне. На эти 
условные «тела» со стороны Луны 
действуют разные силы. Рассмотрим 
действие лунного притяжения на едк- 
ницу земной массы в точке А (рис. 5}. 
Эта сила равна 


[постоянная тяготения х масса Луны] 
[расстояние от А до центра Луны]? — 
М 
Ю3 с0$? © -- (г— В ый 9) 


М; 
= ( 1+2-® мпа). 


В точке К зпа=1 и сила притяже- 
М; К 
ния Ак (1 +2), ав точке [. 


М. \ 
зтое=—Г и Ё = 7 (1 —2 АЕ 
Таким образом, Луна притягивает 
разные части Земли с разной силой. 

Земная «твердь» и водяная оболоч- 
ка связаны «пружинами» тяготения. 
На единицу земной массы в центре 








М 

о ` л 
Земли действует сила Е, =у ==. 
Она-то ны определяет движение 


твердой части Земли. Находящаяся 
в точке [, океанская вода «отстает» 
при «падении» Земли на Луну — 
здесь на единицу массы действует си- 
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Рис. 34. 


ла Р-Р. = ил К, меньшая Ё;. 


В точке К сила больше, чем а 
и в ее окрестности океанская вода 
стремится опередить твердую серд- 
цевину. Этому препятствуют «пружи- 
ны» земного тяготения. Лунное прн- 
тяжение слегка «растягивает» эти пру- 


жины приливной силой РЁ = 2 


На противоположных сторонах Земли 
возникают приливные «горбы». Они 
стремятся сохранить по отношению 
к Луне одно и то же положение. 
Если бы Луна была неподвижна от- 
носительно Земли, а Земля. не враща- 
лась вокруг своей оси, то водяная 
оболочка сохраняла бы форму, вытя- 
нутую по направлению к Луне. Вслед- 
ствие вращения Земли приливная 





Рис. 5. 
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волна движется относительно мате- 
риков со скоростью 1800 км/ч и не- 
сколько отстает от движения Луны. 

Притяжение Солнца во много раз 
сильнее лунного, но неоднородность 
солнечного притяжения невелика. По- 
этому и солнечная приливная сила 


Ес = 2 К меньше лунной. Масса 
СЗ 
Солнца в 27 миллионов раз больще 
массы Луны, зато расстояние Солн- 
це — Земля гсз в 389 раз больше г — 
расстояния Земля — Луна. Так что 
27-108 Мл рей 5Е 

Ес = 27-597) В = 0,45Рл, то есть 
«солнечные» приливы слабее лун- 
ных. Конечно, мы не различаем 
этих прнливов. Два раза в месяц 
Луна и Солнце находятся на одной 
прямой с Землей, солнечная и лунная 
приливные силы складываются — на- 
блюдается большой прилив. Еслн же 
Земля, Солнце н Луна расположены 
так, что направление Земля — Солнце 
оставляет угол 90° с направлением 
Земля — Луна, то приливные силы 
Солнца и Луны ослабляют друг друга 
н наблюдается малый прилив. У за- 
терянных в океане сстровов, где прн- 
ливные явления не искажаются влия- 
нием берегов, большие приливы под- 
нимаются на 1,30 м, а малые — всего 
на 0,65 м. Если произвести расчеты, 
то можно по величинам большого 
н малого приливов оценить отношенне 
солнечной ин лунной масс. 

Так необычный «спутник» Луны — 
океанский прилив помог Ньютону 
рассчитать массу Луны. Расчет этот 
был весьма неточным. Задача ослож- 
нялась трением водяных масс о дно 
океана н другими трудноучитывае- 
мымн обстоятельствами. Точное зна- 
чение массы было найдено уже после 
запуска спутников Луны. Измерен- 
ные периоды обращення н характе- 
рнстики траектории «лунников» далн 
возможность с большой точнос”ью 
определить массу, вычисленную Нью- 
тоном лишь приблизительно. По дви- 
жению искусственных спутников Лу- 
ны ученые определнлн, что лунная 
масса распределена неравномерно по 
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ее объему — законы Кеплера выпол- 
няются для спутников Луны прн- 
ближенно. 

До Ньютона астрономы считали, 
что кометы пролетают только один 
раз через солнечную систему. Однако 
Ньютон показал, что кометы могут 
двигаться ло замкнутым эллиптиче- 
скнм орбитам. Особенность их орбит— 
сильная вытянутость. Поэтому коме- 
ты уходят на большие расстояния от 
Солнца и период сбращения их весьма 
велик. Эдмонд Галлей сумел рассчи- 
тать время возвращення одной из 
самых знаменитых комет, записи о по- 
явленни которой сохраннлись с древ- 
нейших времен. Расчеты подтверди- 
лись — комета возвращалась в пред- 
сказанные Галлеем сроки. Ее можно 
наблюдать каждые 76 лет. В 1986 году 
эта комета вновь будет видна с Земли. 
Только один астроном Иоганн Галле, 
проживший почти сто лет, дважды на- 
блюдал комету Галлея. Возвращение 
комет — еще одно подтверждение за- 
кона всемирного тяготения. 

Решения многих других замеча- 
тельных проблем, в которых приме- 
нялся закон всемирного тяготения, 
содержались в «Математических на- 
чалах»: это и расчет прецессии земной 
осн, и доказательство того, что любой 
камень, брошенный на Земле, движет- 
ся по эллипсу, один из фокусов ко- 
торого — центр Земли, и, наконец, 
исследование влияния взаимного тя- 
готения планет на их движение. Влня- 
ние планет невелико по сравнению 
с солнечным тяготеннем, однако такая 
планета, как Юпитер, изменяет ха- 
рактер орбиты соседнего Сатурна, 
или, как говорят астрономы, возму- 
щает его движение. 

Уже третье столетие законы Нью- 
тона используются при расчетах стан- 
ков и артиллерийских орудий, траек- 
торий спутников Землн и ракет. Ма- 
тематические формулы, написанные 
более двух веков назад, закладывают- 
ся в счетно-решающие машины самой 
новейшей конструкции, неопровержн- 
мо подтверждающие своими расчетами 
справедливость этих законов. 





А. Д. Бендукидзе 


АРХИМЕД 


КВАДРАТУРА 
ПАРАБОЛЫ 


Еще в глубокой древности ученые занимались вычислением площадеи 
Общего метода тогда еще не существовало. (Такой метод даег нам интеграль- 
ное исчисление.) Поэтому при вычислении площади фигуры использо- 
вались ее специфические свойства. В статье рассказывается, как Архимед, 
используя свойства параболы, вычислил площадь параболическога сегмента. 


Кому не известно имя Архимеда? 
Этот великий мыслитель оставил не- 
изгладимый след в истории челове- 
чества. Исследователи его творчест- 
ва с восхищением говорят о нем как 
о великом инженере, об астрономе- 
наблюдателе, не имеющем себе рав- 
ных, о геннальном математике, о че- 
ловеке, знающем все тайны приро- 
ды... 
Математические работы Архнмеда 
подкупают читателя ясностью мысли, 
изяществом, доведенной до совершен- 
ства техникой вычислений. Извест- 
ный греческий историк Плутарх 
пишет: 

«Во всей геометрии нельзя найти 
более трудных и глубокомысленных 
задач, которые были бы решены так 
просто и ясно, как те, которыми 
занимался Архимед». 


2* 


Не является исключением и одна 
из первых математических работ Ар- 
химеда — «Квадратура — параболы». 

Эта работа посвящена вычисле- 
‘нию площади параболического сег- 
мента, то есть фигуры, ограниченной 
параболой и прямой, и представляет, 
в сущности, доказательство следую- 
щей теоремы: 

Площадь параболического сегмен- 
та равна четырем третьим площади 
треугольника, имеющего с сегментом 
общее основание и высоту. 

Работа естественным образом де- 
лится На две части. В первой части 
Архимед показывает, как эта теоре- 
ма была им обнаружена при помощи 
механики, а именно при помощи им же 
установленного «закона рычага», во 
второй же части дает ее геометриче- 
ское доказательство. 
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Рис. 1. 


Мы познакомим читателя с содер- 
жанием второй частн работы. 

1. Сформулируем одно  замеча- 
тельное свойство параболы *), на кото- 
ром основано все дальнейшее изло- 
жение. 

Если прямая АВ касается парабо- 
лы в точке Ри хорды А.В., А.В., 
А.В., ... параллельны этой каса- 
тельной, то середины хорд — точки 
Сь, Сь, С. ... лежат на одной пря- 
мой; эта прямая параллельна оси 
параболы н проходит через точку Р 
(рис. 1). 

Кроме того, 

2. 4 во 


Е МЗ, МИ, и 
РС, РС» РС» 


Попробуйте доказать эти свойст- 
ва параболы сами. 

2. Рассмотрим теперь параболи- 
ческий сегмент, ограниченный дугой 
параболы АРВ и хордой АВ (рис. 2). 

Точку параболы Р, касательная 
в которой параллельна хорде АВ, 
назовем вершиной сегмента, а саму 
хорлу АВ — основанием сегмента. 
С — середина основания. Согласно 
свойству (1) прямая РС параллельна 
оси лараболы. 


*) Напомним, что параболой называется 
геометрическое место точек на плоскости, 
равноудаленных от некоторой точки и не 
проходящей через нее прямой. В соответ- 
схвующим образом подобранной системе ко- 
ординат она задзется уравнением иах®, 
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Впишем в сегмент треугольник 
АРВ и опишем около сегмента парал- 
лелограмм АВММ№М (АМ]ВМ!РО). 

Так как площадь треугольника 
АРВ равна половине площади па- 
раллелограмма АВММ, она больше 
половины площадн сегмента, и поэто- 
му сумма площадей двух оставшихся 
по краям сегментов меньше половины 
площади всего сегмента. Если в эти 
оставшиеся сегменты тем же способом 
вписать треугольникн, то сумма их 
площадей будет больше половины сум- 
мы площадей самих сегментов, и по- 
этому сумма площадей оставщихся 
после второго вписывания четырех 
сегментов будет меньше одной чет- 
вертн площади данного сегмента. Если 
далее в эти четыре сегмента тем же 
способом вписать треугольники, то 
вне этих треугольников останутся 
восемь маленьких сегментов, сумма 
площадей которых будет меньше од- 
ной восьмой площади данного сег- 
мента, и т.д. 

Таким образом, продолжая этот 
процесс, в сегмент можно будет впи- 
сать такой многоугольник, что сумма 
площадей сегментов, оставшихся вне 
этого многоугольника, будет сколь 
угодно малой. 

3. Разделим отрезок АС пополам 
и через точку деления О проведем 


прямую ДЕ, параллельную РС 
(рис. 3). Докажем, что 
Рс=-3 ЕР. (2) 


В самом деле, если провести ЕЁ || АС, 
то согласно равенствам (1} можем 


ОИ: ЕЕ? 
написать, что 5 = р. 
А С В 





м р м 
Рис. 2. 


Рис. 3. 


Поскольку АС 2ЕЕ, РС=АРРЕ. 

Таким образом, ЕС=ЕР =3РР; от- 
сюда уже получается требуемое ра- 
венство. 

4. После того как в сегмент был 
вписан треугольник АРВ, по краям 
осталось два сегмента. Впишем в 
эти сегменты тем же способом тре- 
угольники АЁР и РКВ (рис. 4). 

Докажем, что площадь треуголь- 
ника АРВ в восемь раз больше пло- 
щади каждого из этих треугольни- 
ков. Для доказательства заметим, что 
еслн через вершину ЕЁ сегмента ДЕР 
провестн прямую ЕД, параллельную 
оси параболы, она по свойству 1 раз- 
делит хорду АР, а следовательно, 
и отрезок АС пополам. Таким обра- 
зом, АДр=рС. Далее, так как РС= 
-=2[0), из’ равенства (2) следует, что 
32-2 ЕО. Отсюда в свою очередь 
получаем, что 


ШО=2ЕТ.. (3) 


Рассмотрим теперь треугольники 
АБ и АЁГЕ. Их основания ОЁ. и ЕЁ. 
лежат на одной прямой, а вершн- 
на А — общая. Поэтому с учетом ра- 
венства (3) имеем $. лрр=2дре- 


А О С С В 





Рис. 4. 


Подобным же образом, так как 
основания ОЁ и Г.Е треугольников 
ОТР и ЕЕР лежат на одной прямой, 
а Р — их общая вершина, нмеем 
барЕр*=25 3рЕР: 

Из последних 
ЗаАЬРЕЗ АЕР И 

АРВ 45. Арр» ПОЛУчим  оконча- 
тельно $. дрв==89. АВР. 

Аналогично доказывается и вто- 
рое равенство: Злдрв ==8$ .ркв. 

Если площадь треугольника АРВ 
обозначить через $1, а сумму площа- 
дей треугольников АЕР и РКВ — 
через $., то согласно доказанному 
$1 = 4$. На рисунке 5 эти площади 
окрашены соответственио оранжевым 
и синим. 


АВУХ равенств 
учитывая, что 





Рис. 5. 


5. Продолжим процесс вписыва- 
ния треугольников. Площадь первого 
треугольника обозначим через $, 
сумму площадей треугольников, впи- 
санных на втором шаге, — через $», 
сумму площадей четырех треуголь- 
ников, вписанных на третьем шаге, — 
через $3 ит. д. 

Получим бесконечную числовую 
последовательность 


бы (4) 


в которой каждый член, начиная 
со второго, в четыре раза меньше 
предылущего *), то есть 


1 1 
$2 = 1 5 $3 =-4 5», НН. 


1 : 
$и+1 = 4 $, х > (5) 


*) Таким образом, эта последовательность 
образует геометрическую прогрессию. Вы 
легко можете вычислить ее сумму. Однако 
для греческих математиков эта задача пред- 
ставляла определенные трудности. 


Э 


Докажем одно замечательное свой- 
ство этой последовательности, а имен- 
но докажем, что для любого п спра- 
ведливо следующее равенство: 


$1 Е $2 ° . - 51-1 -- $8 -- 


4 4 
С —8- $; = 81. (6) 


В самом деле, так как 4 ($, — 
+2 +... + 5-1 $1) = 4$, + (4$. + 
-- 4$. +... +45,_. - 4$,), из соот- 
ношений (5) следует, что 4 ($: - 5». 
+... - 51-й 3 4$, =4$:-т (5,-|- $, -- 
+... + 5-1), то есть 3($% + 5+ 
+... + %-а - 4$, = 4$.. 

Равенство (6) получается отсюда 
делением на 3. 

6. Теперь уже можно доказать, 
что площадь параболического сег- 


мента э = - $1. 


Архимед доказывает это равен- 
ство так называемым «методом исчер- 
пывания». Этот метод, принадлежа- 
щий одному из крупнейших грече- 
ских математиков — Евдоксу (У век 
до н. э.), заменял во времена Архиме- 
да метод предельного перехода. 


4 
Предположим, что 5>> —-& или 


4 
5%“ я. 


Докажем, что это невозможно. 
Предположим сначала, что 


$>3-=. (7) 


Мы уже отмечали, что, продолжая 
процесс вписывания, можно добиться 
того, чтобы сумма площадей остав- 
шихся сегментов была сколь угодно 
малой. Это значит, что, подбирая 
соответствующим образом п, раз- 
ность 5 — ($ + $ = ие 
-+ $.) можно сделать меньше любого 
наперед заданного положительного 
числа. Подберем п так, чтобы выпол- 
нялось неравенство $— ($, + $, + ...-- 


4 
+ $1-в+ 5) < 5—5 я. Гогда $: 


Ю 


4 
|. 5-1 +5 1. а 


- 


-- $2 р 


это, согласно равенству (6), невоз- 
можно *). Таким образом, неравен- 
ство (7) неверно. 

Предположим теперь, что 


$<5 я. (8) 


Так как члены последовательности 
(4) стремятся к нулю, л можно вы- 
брать так, чтобы выполнялось следую- 
щее неравенство: 
4 4 
—3 5 <—я—5. 
Из этого неравенства с учетом 
равенства (6} получим 


- т $-1 т $5, 


что, конечно же, невозможно. 
Итак, н неравенство (8) певерно. 


4 
Тем самым доказано, что $ = 5. 


7. Сделаем в заключение следую- 
щее замечание. 

Как известно, древние греки нод 
квадратурой фигуры понимали по- 
строение квадрата, равновелнкого 
этой фнгуре. Задача о квадратуре 
в «греческом смысле» не всегда имеет 
решение. Доказано, например, что 
для круга она неразрешима. То есть 
нельзя построить (при помощи цир- 
куля и линейки) квадрат, равновели- 
кий данному кругу. 

Полученный Архимедом результат 
примечателен и в том смысле, что 
показывает возможность положитель- 
ного решения задачи о квадратуре 
параболического сегмента: зная сс- 
нование и высоту сегмепта, всегда 
можно построить квадрат, равнове- 
ликий этому сегменту. 


ь 4 
*) Мы предположили, что © >, 


4 
слеловательно, $ — и 5, — положительное 


число. 


ПАРАДОКСЫ 
РЕАКТИВНОГО 
ДВИЖЕНИЯ 


Мощность ракетного двигателя 


При работе реактивного двига- 
теля химическая энергия топлива пре- 
образуется в кинетическую энергию 
с определенным коэффициентом по- 
лезного действия: часть этой химине- 
ской энергии расходуется на различ- 
ные тепловые потери (нагрев стенок 
камеры двигателя, тепло, уносимое 
истекающими газами, и др.). Отноше- 
ние полученной кинетической энер- 
гии к химической энергии сгоревшего 
топлива называется внутренним (илн 
эффективным) коэффициентом полез- 
ного действия „5х. Обычно он бывает 
порядка 0,3-0,5. 

Пока умышленно не уточнялось — 
кинетическая энергия чего? 

Рассмотрим систему координат, 
связанную с ракетой. За очень ма- 
ленькое время АЕ из сопла ракеты 
будет выброшена масса газа Ам. 
Если АЕ достаточно мало, то скорость 
ракеты практически не меняется и 
систему координат, связанную с ней, 
можно считать инерциальной. В этой 
системе координат ракета неподвиж- 
на, а значит, химическая энергия 
топлива переходит в кинетическую 
энергию газов. . 

Пусть и — относительная скорость 
истечения газов из сопла ракеты; 
тогда кинетическая энергия мас- 
сы газа \т, вылетающего ‘из сопла 
ракеты, 


Ати? 
Бат = 5 - 





Так как мощность равна работе, совер- 
шаемой в единицу времени, то выра- 
жение для мощности мы получим, 
если вместо величины отбрасываемой 
массы газов подставим в наше выра- 
жение секундный расход массы и. 

Таким образом, мощность двига- 

теля ракеты | 
и 
Р ДВ == . 

Это же выражение можно было бы 
получить и другим путем, рассмат- 
ривая движение ракеты и газов в 
подвижной системе координат. При 
этом полученная за время работы 
ракетного двигателя кинетическая 
энергия Е расходуется на изменение 
кинетической энергии выбрасываемых 
газов АЕ; „„а и изменение кинетической 
энергии ракеты: 


АЕ=АЕ „а АЕ ракеты. 


Найдем отдельно каждый из чле- 
нов этой суммы. 

}. Пусть скорость ракеты до вы- 
броса топлива Ат равна и. Тогда 


Ат (и — и)? Ати? 








ДЕ газа ое — 9 
Ати? 
где 5 — кинетическая энергия, 


которой обладала отбрасываемая мас- 
са газов до ее истечения (когда она 
находилась в ракете и двигалась 
вместе с ней со скоростью 9), 


Ат (и — 2 
( < ) — кинетическая энергия, 








которой обладает отбрасываемая масса 
газов после ее истечения из сопла 
ракеты с относительной скоростью и 
(так как в неподвижной системе коор- 
динат ее скорость будет и— и). 

2. Теперь займемся вторым чле- 
ном — АЕракеты. Так как за время 
АЁ из сопла выбрасывается масса газа 
Ат, унося количество движения Ати, 
то на эту массу газа в соответствин 
со И законом Ньютона действует сила 

Е Ати 


=— г = И 


По Ш закону Ньютона такая же 
по величине сила, но направленная 
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в противоположную сторону, дейст- 
вует на ракету — это и есть сила 
тяги двигателя. Если за время А{ 
ракета пролетела расстояние А$, то 
сила тяги двигателя совершила ра- 
боту, изменяя кинетическую энергию 
ракеты на величину 


АЕ ракеты = [2 . АЗ = ниАЗ. 
Значит, 


Ат (и — о) Ат и 
2 В 





АЕ = ниА$ + 


Соответственно для мощности, раз- 
делив АЁ на АЁ, мы получим 


в (и— 9) р а 

= И новы ДР НИ ыы 
РИ 2 = 
то есть то же самое выражение, что 
и раньше, когда рассматривалась си- 
стема координат, связанная с ракетой. 
Итак, мощность ракетного двига- 


пи? й 
теля Р;в=“5- и при стационарной 


работе двигателя остается постоянной. 
Запомним это. 


Полезная механическая 
мощность двигателя 


(мощность, развиваемая силой тяги) 


Основная задача двигателя —уве- 
личивать кинетическую энергию ра- 
кеты. Мы видели, что сила тяги 
равна ЁР,=ри, а изменение кинетиче- 
ской энергии ракеты за время АЁ рав- 
но АРу.неты = Ви `А$. Поэтому полез- 
ная мощность тяги двигателя равна 


_ _ Аракеты 4$ _ 
Ут =НИд; = ро. 


При стационарной работе дви- 
гателя, то есть при постоянном се- 
кундном расходе массы и постоянной 
скорости истечения газов, полезная 
мощность двигателя растет пропор- 
цнонально скорости ракеты. 

На первый взгляд этот вывод 
кажется парадоксальным. В самом 
деле, поскольку формула, которую 
мы получили, справедлива при любой 
скорости ракеты, то она будет спра- 


ведлива и при такой скорости ракеты, 
при которой величина получающейся 
полезной мощности станет больше 
мощности, развиваемой ракетным дви- 
гателем за счет энергии топлива! 

Из сравнения выражений для мощ- 
ности двигателя и для полезной мощ- 


в 
ности видно, что при 9 —= —5 полезная 


мощность становится равной мощно- 
сти ракетного двигателя. Следова- 
тельно, при дальнейшем увеличении 
скорости ракеты она будет больше 
мощности двигателя. Такова та коли- 
чественная граница, где появляется 
указанный парадокс. 

Для того чтобы разобраться в этом 
нпарадоксе, нам придется рассмотреть, 
что такое внешний (полетный) коэф- 
фициент полезного действия. Одно- 
временно при этом мы выясним, по- 
чему ракетный двигатель целесооб- 
разно характеризовать не мощностью, 
как это принято для других двигате- 
лей, а развиваемой им силой тяги. 


Внешний коэффициент полезного 
действия ракетного двигателя 


Внутренний коэффициент полез- 
ного действия не может полностью 
характеризовать эффективность ра- 
кетного двигателя, так как в общем 
случае, как мы видели выше, энергия 
топлива распределяется между раке- 
той и выбрасываемыми газами. По- 
этому в теорни вводится еще так на- 
зываемый внешний (или полетный) 
к.п.д., причем в литературе можно 
встретить два отличающиеся друг от 
друга определения и соответствующие 
выражения для внешнего к.п.д. Каж- 
дое из этих определений к.п.д. с раз- 
личных точек зрения характеризует 
механику полета ракеты. Рассмотрим 
эти определения, указывая одновре- 
менно на их логическое обоснование. 


Первое определение внешнего к. п. д. 


Полет с работающим двигателем 
является полетом. тела переменной 
массы. Поэтому, помимо мощности 
ракетного двигателя, энергетические 


соотношения должны учитывать еще 
и обмен энергией между ракетой н 
покидающими ее газами, то есть всю 
мощность, которой мы располагаем. 
Изменение энергии ракеты может про- 
исходить как за счет химической 
энергии топлива (работы силы тяги}, 
так и за счет энергии, которой обла- 
дала выбрасываемая масса газов до 
ее истечения из ракеты. Она тоже 
может быть передана ракете. 

Итак, внешний (полетный) к.п.д. 
можно определить как отношение ра- 
боты силы тяги к сумме механической 
энергии, появляющейся за счет сго- 
рания топлива, и энергии, которой 
обладала масса газов до ее истечения 
из ракеты. Это отношение можно 
заменить отношением соответствую- 
щих мощностей (результат не изме- 
нится). Значит, 


о 


| ци и 


Ира дя 2 — я 
а Га 


# 
Обозначив отношение т = Ю, ПО- 


лучим окончательно 
‚ __2Ю 
\ — 1 р" 
Исследуем теперь эту формулу. 
Значение (’ максимально, когда 


минимально, то есть когда минималь- 
1 ? 1 

А. = 
==? у . © (среднее арифме- 


тическое двух чисел а и В больше 
среднего геометрического или равно 


ему, если а=6). Значит, > + Ю ми- 


но выражение 


| 
Г 
1 
нимально при > — В (илн, что то же, 


при > + А = 2). Это означает, что 


максимум \’ достигается при Ю=|1и 
при этом 1’ =1. 

Физически это совершенно ясно: 
при и=и истекающая масса газа 
обладает кинетической энергией, рав- 
ной нулю, то есть полностью отдает 





Рис. [. 


кинетическую энергию, которую она 
имела раньше, ракете. 

График у’ имеет вид, показанный 
на рисунке 1. 

Уменьшение полетного к.п.д. при 
0>и объясняется тем, что опять по- 
является и начинает возрастать энер- 
гия, уносимая струей газа. 


Второе определение ввешиего кой д 


При втором определении внешнего 
к.п.д. к нему подходят следующим 
образом. 

Единственным источником прира- 
щения кинетической энергии системы 
«ракета -- отбрасываемые газы» яв- 
ляется работа ракетного двигателя, 
то есть энергия, полученная за счет 
перехода химической энергии топли- 
ва в механическую энергию топлива 
и ракеты. А под полезной работой 
нужно понимать ту работу, которая 
идет на приращение кинетической 
энергии самой ракеты. 

При этом внешний к.п.д. опреде- 
ляется как отношение полезной рабо- 
ты к полной механической энергии, 
получаемой в ракетном двигателе за 
счет химической энергии топлива. 

Определим величину полезной ра- 
боты в принятом здесь понимании. 

Сила тяги производит над ракетой 
работу, которая увеличивает кинети- 
ческую энергию ракеты. Но, с другой 
стороны, масса газа, покидающая 
ракету, уменьшает кинетическую 
энергию ракеты на ту величину, ко- 
торой эта масса газа обладала (имея, 
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так сказать, свой вклад в общую 
энергию ракеты) до ее истечения. 
Таким образом, полезная мощность 
а 
равна ние — >. 
Следовательно, по второму опре- 
делению 


2 
и А м ри 2 
т 2Ю— В. 
7 
Нарисусм график зависимости 


1’=2Ю—Ю*=^А (2—Ю) от ВЮ. Это па- 
рабола, пересекающая ось А в точках 
Ю=0и Ю=2, с максимумом при Ю=1 
(рис. 2). То есть максимум \’”’ до- 
стигается тогда же, когда и максимум 
\’‚,— при Ю=1 (при этом на прира- 
щение кинетической энергии движу- 
щейся вперед ракеты расходуется вся 
механическая энергия ракетного дви- 
гателя, ибо отбрасываемая масса газа 
обладает нулевой скоростью и не 
уносит с собой никакой энергии). 
Из графика видно, что при Ю>>2 
(9>2и) п”’<0. 

Вот тут, при рассмотрении второ- 
го определения к.п.д. ракетного дви- 
гателя, и раскрывается еще одна 
важная особенность физики ракет- 
ного движения: к.п.д. ракетного дви- 
гателя, рассматриваемый с точки зре- 
ния изменения кинетической энергии 





движущейся ракеты после достиже- 
ния значения скорости полета ра- 
кеты и=2и, становится отрицатель- 
ным! Еще один парадокс... 

В чем же разгадка приведенных 
парадоксов? 

1. Первый «парадокс», то есть тот 
факт, что мощность, развиваемая си- 
лой тяги, непрерывно растет с уве- 
личением скорости ракеты и при 


ц 
о> —5- становится болыше мощности 


ракетного двигателя, объясняется, 
как видно из первого определения 
внешнего к.п.д., наличием обменной 
части, мощностью которой мы рас- 
полагаем. Она тоже возрастает с 
увеличением скорости ракеты. Таким 
образом, при увеличении скорости 
ракеты покидающие ракету газы ста- 
новятся, так сказать, все более «бога- 
тыми» и отдают ракете все большую 
величину (абсолютную, а не относи- 

2 
тельную) той энергии ">, 
они располагали до истечения из 
ракеты. Вылетающие из сопла ракеты 
газы отдают ракете ту часть энергии, 
которая была запасена раньше. Это 
и приводит к тому, что мощность, 
развиваемая силой тяги, непрерывно 


которой 


и 
растет и при “>> становится да- 


же больше мощности, получаемой за 
счет химической энергии топлива. 


2. Второй «парадокс» объясняет- 
ся тоже довольно просто. Когда ско- 
рость ракеты становится больше двой- 
ной скорости истечения газов (5>2и), 
энергия, уносимая газом, возрастает 
настолько, что истекающая струя газа 
уносит не только всю энергию, созда- 
ваемую в данный момент ракетным 
двигателем, но и часть энергии, ко- 
торой обладала система «ракета — 
газ» до этого момента (накопленную 
за предыдущую «историю» полета). 
Или, если подойти несколько иначе 
к пояснению физического смысла это- 
го «парадокса»: уменьшение кинети- 
ческой энергии ракеты за счет умень- 
шения ее массы (за счет «похудания») 
больше, чем увеличение кинетической 
энергии за счет увеличения скорости 


ракеты. Итак, двигатель работает, 
а кинетическая энергия ракеты умень- 
шается! 

Но в том-то и дело, что назначение 
ракетного двигателя — придать необ- 
ходимую скорость полезному грузу, 
а не сообщить ракете какую-то макси- 
мальную кинетическую энергию. Вот 
почему ракетный двигатель и целе- 
сообразно характеризовать развивае- 
мой им силой тяги, которая как раз 


.н показывает, как быстро можно 


сообщить необходимую скорость по- 
лезному грузу. Кроме того, величина 
силы тяги показывает, можно ли 
вообще осуществить запуск ракеты: 
сила тяги должна превышать исход- 
ный вес ракеты. Конечно, это не 
исключает возможности энергетиче- 
ского подхода к проблеме реактивного 
движения при единственно правиль- 
ном с точки зрения назначения ракет- 
ного двигателя первом определении 
внешнего к.п.д. 

Следует подчеркнуть, что движе- 
ние ракеты при отрицательном зна- 
чении внешнего к.п.д. (по второму 
определению) не являстся только тео- 
ретически возможным случаем, а име- 
ет место в практике космических 
полетов. Действительно, максималь- 
ная достигнутая сейчас скорость ис- 
течения газов, согласно имеющимся 
данным, 


итах=4000 м/сек. 


Отсюда видно, что уже по достиже- 
нии 1-й космической скорости ракета 
начнет двигаться с уменьшением кн- 
нетической энергии: 


0, —8000 м/сек=итах. 


Увеличение скорости истечения га- 
зов из ракеты отодвигает границу 
того изменения массы ракеты (ее 
«похудания»), при котором начинает 
уменьшаться кинетическая энергия 
летящей вперед части ракеты. Для 
фотонной ракеты, например, такая 
граница вообще недостижима. 

Итак, ракетный двигатель целе- 
сообразно характеризовать его силой 
тяги. Это резко отличается от при- 
вычной ситуации, скажем, для авто- 
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мобильного или самолетного двига- 
теля, служащих для обеспечения дви- 
жения в среде, обладающей сопротив- 
лением. 

В последнем случае именно 
мощность двигателя является его важ- 
нейшей характеристикой, так как чем 
мощнее двигатель, тем большую ско- 
рость движения данного тела он мо- 
жет поддерживать, преодолевая со- 
ответственно увеличивающееся сопро- 
тивление среды, то есть компенсируя 
потери энергии на преодоление со- 
противления среды. 





ФОРУМ АСТРОНОМОВ 
И ГЕОДЕЗИСТОВ 


Шесть ноябрьских дней (23—28. Х1. 1970) 
в актовом зале Казанского государствен- 
иого университета им. В.И. Ульянова (Ле- 
нина) проходнл очередной \У съезд Всесоюз- 
ного = астрономо-геодезического общества 
({ВАГО) при АН СССР. 

ВАГО является добровольной ваучио-0б- 
щественной организацией, занимающейся 
работами в области астрономии, геодезии 
и картографии. Оно было создано в 1932 году. 
В состав Общества входят 55 отделений, 
объединяющих 5640 действительных членов, 
197 членов-коллективов (предприятий, уч- 
реждений и др.) и 1040 членов юношеской 
секции. 

В работе У съезда ВАГО участвовало 
более 600 человек со всех концов страны. 
На съезде были рассмотрены оргакизацион- 
ные вопросы (отчет Центрального совета, 
выборы руководящих органов Общества н 
принятие решений). На пленарных заседа- 
ннях и секциях были заслушаны научные 
доклады и сообщения виднейших ученых 
страны н астрономов-любителей. 

На юношеской секции съезда в сообще- 
ниях С. С. Войкова, В.В. Мартыненко, 
Б. Г. Пшепичнера, В. В. Чистякова, 
С. С. Новикова н др. было подробно расска- 
зао о работе, проведеииой членами этой 
секцин. Согласно Уставу ВАГО члены юно- 
шеской секцин имеют право: 

«а) участвовать с совещательным  голо- 
сом в съездах, конференциях, сессиях, со- 
вещаниях н собраниях Общества; 
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В процессе полета ракеты с рабо- 
тающим двигателем относительная ки- 
нетическая энергия (кинетическая 
энергия на единицу массы) остающей- 
ся части ракеты непрерывно увели- 
чивается вместе со скоростью (эф- 
фективность этого процесса характе- 
ризует полетный к.п.д. в первом 
определении), хотя кинетическая 
энергия ракеты с новым (оставшимся) 
запасом топлива при скорости и> 2и 
меньше кинетической энергии ракеты 
с топливом до того, как выбрасывае- 
мая масса газа покидает ракету. 


ии | 
ГАЯ 


6) пользоваться обсерваторнями, лабо- 
раториями, библиотекой, архивами и кол- 
лекциями Общества; 

в) носить значок члена Общества.»*) 

За период между 1\У и У съездами ВАГО 
члены юношеской секции, которые работали 
при ЗЁ отделении Общества, принимали 
самое активное участне в ваучио-любитель- 
ских работах по изученню перемениых 
звезд, наблюдению Солнца, серебристых об- 
лаков, метеоров, искусственных спутников 
Земли, планет, в атмосферном зондировании, 
обследовании кратероподобных структур, в 
исследованиях астроклимата — совокупности 
атмосферных явлений, ограничивающих 
эффективность крупных телескопов. В юно- 
шеских секциях Московского, Новосибир- 
ского и Крымского отделений Общества 
и в Угличеком филнале Ярославского от- 
деления былн сконструированы и изготов- 
лены электрофотометры, фотографические 
камеры, электрополяриметры. В Крымской 
и Азербайджанской секциях юные астроно- 
мы весьма успешно занимаются любитель- 
ским телескопостроением, изготовляют зер- 
кала для любителей-астрономов других 
городов. 

Болыцое виимацие уделяется организа- 
ции различных астрономическнх экскурсий 
школьников. Регулярно проводятся метеор- 
ные экспедиции. организуемые в Крыму 


*) Прием в члены юношеских секций 
производится отделениями общества или их 
филналами на основании письменного за- 
явления вступающего и рекомендации одного 
действительного члена ВАГО или учебного 
заведення, предприятия или комсомольской 
организацин- 


{Окончание см. ча стр. 2) 





еаиы ка разл ланья лиш 


МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК 










7 ] В <, 
Ри 


В 1969 и 1970 годах под Смолен- 
ском работала летняя физико-мате- 
матическая школа. В ней занимались 
200 ребят, перешедших в 9—10 клас- 
сы. Школа была организована Сове- 
том молодых ученых МГУ и Смолен- 
ским обкомом ВЛКСМ. Занятия вели 
студенты и аспиранты физфака и 
мехмата. Основной итог — ребята 
перестали бояться — незнакомых 
задач. 

Приведем расширенную запись од- 
ного из занятий по математике. Заме- 
тим, что почти все преподававшие 
математику — питомцы и сотрудники 
Вечерней математической школы при 
МГУ (о ней рассказывалось в «Кван- 
те» № 3 за 1970 год), поэтому статья 
хорошо показывает стиль работы 
ВМШ и других кружков при МГУ. 

Несколько задач приведены без 
решений. Указания к ним будут на- 
печатаны в следующем номере жур- 
нала. 


3 Квант №т 


—-——-— 


Г 


А. И. Орлов 


«Клетки» и «зайцы» 


При решении задач «на доказатель- 
ство» часто бывает полезен так назы- 
ваемый «принцип Дирихле» *). В са- 
мой простой и несерьезной форме он 
выглядит так: «нельзя посадить семе- 
рых зайцев в три клетки так, чтобы 
в каждой клетке находилось не боль- 
ше двух зайцев». Сейчас мы решим 
несколько задач, выбирая каждый 
раз подходящих «зайцев» и строя 
соответствующие «клетки». 

1. В классе 30 человек. В диктанте 
Саша Иванов сделал 13 ошибок, а ос- 
тальные — меньше. Докажите, что по 
крайней мере три ученика сделали 
ошибок поровну (может быть, по 
0 ошибок). 

Здесь «зайцы» — ученики, «клет- 
ки» — число сделанных — ошибок. 


*) Петер Густав Лежен Дирихле {1805— 
1859)— нзвестный немецкий математик. 
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Рис. 1. 


В клетку 0 «посадимя всех, кто не сде- 
лал ни одной ошибки, в клетку 1 — 
тех, у кого одна ошибка, в клетку 2 — 
две, ... и так до клетки 13, куда 
попал один Саша Иванов. 

Теперь применим принцип Дирих- 
ле (обратите внимание, это очень 
важное место). 

Докажем утверждение задачи от 
противного. Предположим, никакие 
три ученика не сделали по одинаково- 
му числу ошибок, то есть в каждую 
из клеток 0, 1, ... , 12 попало меныше 
трех школьников. Тогда в каждой 
из них два человека или меньше, 
а всего в этих 13 клетках не больше 
26 человек. Добавив Сашу’ Иванова, 


все равно не наберем 30 ребят. Про- 
тиворечие. 

Можно ли утверждать, что ровно 
трое сделали поровну ошибок? Нет, 
конечно. Возможно, все ребята, кро- 
ме Саши, написали диктант без еди- 
ной ошибки, то есть все сделали по 
0 ошибок. Можно ли считать, что 
по крайней мере четверо попали в 
одну «клетку»? Нет, нельзя. Класс, 
в котором по 3 человека сделали 
0, 1, 2 ошибки, по 2 человека — 
3, 4,..., 12 ошибок и один — 13, 
удовлетворяет условию задачи. 

2. Пусть в классе 41 человек, 
а че 30. Докажите, что найдутся 
четверо, сделавшие одинаковое число 
ошибок. (Остальные условия — как В 
залаче 1.) 

3. В Москве около 7,1 миллиона 
жителей, на голове у каждого не 
больше 100 000 волос. Докажите, что 
в Москве есть по крайней мере 70 че- 
ловек с одинаковым числом волос 
на голове. 


Знакомства 


Будем считать, что знакомство — 
«симметричное» отношение между 
людьми: если Комаров знаком с 
Жуковым, то и Жуков знаком с Ко- 
маровым. 

4. Выберем любым способом 5 че- 
ловек. Докажите, что по крайней 
мере двое из них имеют одинаковое 
число знакомых среди выбранных. 





Построим 5 «клеток» 0, 1, 2, 3, 4. 
Пусть номер «клетки» равняется чис- 
лу знакомых у «содержащихся» в ней 
людей. Возможны два случая: есть 
человек, ни с кем из остальных не 
знакомый, или же такого человека 
нет. В первом случае в «клетке» 
4 никого нет (иначе сидящие в 4 и 
в О были бы знакомы между собой) 
и 5 человек размещены по 4 «клеткам». 
Во втором случае они тоже так 

ассажены (так как «клетка» 0 пуста). 
© принципу Дирихле по крайней 
мере двое находятся в одной клетке, 

5. Докажите то же, что в преды- 
дущей задаче, если выбрано не 5, 
а 100 человек, п человек. 

6. В первенстве по футболу участ- 
вуют 10 команд. Каждые две из них 
должны сыграть между собой один 
матч. Докажите, что в любой момент 
состязаний имеются две команды, сы- 
гравшие одинаковое число матчей. 


Лелимость 


7. Докажите, что из любых 12 на- 
туральных чисел можно выбрать два, 
разность которых делится на 11. 

Прн делении на 11| получается 
один из |1] остатков: 0, 1, 2, ..., 10. 
У нас же дано 12 чисел, и по принци- 
пу Дирихле остатки от деления на 11 
у каких-то двух из них совпадают. 
Разность этих двух делится на 11. 

8. В строку выписано 5 натураль- 
ных чисел: 


а:, @., аз, @ц, @ь. 


Докажите, что либо одно из них 
делится на 5, либо сумма нескольких 
рядом стоящих чисел делится на 5. 

Рассмотрим 5 чисел: 


а, 

а, +а., 

а: -- а. —- Язь 

а! + а + @з НР а, 

а та. -|- аз -- аз фа. 


Если одно из них делится на 5, 
то все в порядке. В противном случае 
при делении на 5 они дают в остатке 
какие-то из 4 чисел: 1, 2, 3, 4. 
По принципу Дирихле остатки по 


$ 


крайней мере двух из выписанных 
5 чисел совпадают. Разность их де- 
лится на 5. Но разность эта — одно 
из чисел, данных в задаче, или сумма 
нескольких из них, стоящих рядом. 

9. В строку выписано п чисел. 
Докажите, что либо одно из них 
делится на л, либо сумма нескольких 
рядом стоящих делится на п. 

10. Докажите, что из любых 52 на- 
туральных чисел можно выбрать два 
числа так, что либо их сумма, либо 
их разность делится на 100. Верно ли 
это утверждение для 51 числа? 


Геометрия 


И. В квадрат со стороной 1 м 
бросили 5! точку. Докажите, что 
какие-то три из них можно накрыть 
кругом радиуса “/; м. 

Разобьем квадрат на 25 равных 
квадратиков (со стороной 1/5 м). До- 
кажем, что в каком-то из них нахо- 
дятся по крайней мере три из данных 
точек. Применим принцип Дирихле: 
если бы в каждом квадратике (внут- 
ри или на сторонах) было не больше 
двух точек, то всего их было бы не 
больше 2х25=50. 

Опишем окружность вокруг квад- 
ратика, в котором лежат три (или 
больше) из данных точек. Подсчи- 
тайте сами ее радиус. Он меньше 
ее м. 

12. В квадрате со стороной дли- 
ны | взяты произвольно 101 точка 
(не обязательно внутри квадрата), 
причем никакие три из них не лежат 
на одной прямой. Докажите, что 
существует треугольник с вершинами 
в этих точках, площадь которого 
не больше */; оо. 

13. В куб со стороной 1 помещена 
200] муха. Доказать, что хотя бы 
трех из них можно поймать сферой 
радиуса 1/,1 *). 

А теперь — несколько задач, для 
решения которых принцип Дирихле 
придется переделать на геометриче- 
ский лад. 


*) Эта задача предложена нашим чита- 
телем И. А. Кушниром. 
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Рис. 3. 


14. Несколько дуг окружности ио- 
крашены в черный цвет. Сумма длин 
окрашенных дуг меныше половины 
длины окружности. Докажите, что 
существует диаметр, оба конца кото- 
рого не окрашены. 

Покраснм в синий цвет дуги, сим- 
метричные черным относительно цент- 
ра окружности. Иоскольку сумма 
длин синих дуг равна сумме длин 
черных, то общая длина окрашенных 
дуг меньше длины окружности. Зна- 
чит (принцип Дирихле!), найдется 
меокрашенная точка. Диаметр, про- 
ходящий через нее, и будет искомым. 

«Рассмотрим отрезок АВ. Пусть 
на нем лежат несколько черных от- 
резков общей длиной 1,5АВ. Тогда 
какая-то точка АВ принадлежит по 
крайней мере двум черным отрезкам». 
Такое рассуждение помогает в сле- 
дующей задаче. 


15. В квадрате АВСО со стороной 
] см расположены несколько окруж- 
ностей, сумма радиусов которых рав- 
на 0,6 см. (Окружности могут пере- 
секаться или совпадать.) Доказать, 
что найдется прямая, параллельная 
АВ, имеющая общие точки по крайней 
мере с двумя окружностями. 


Рано илн поздно повторится 


16. Дан ряд 
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ..., 


в котором каждое число, начиная 
с третьего, равно сумме двух преды- 
дущих. Найдется ли среди 100 000 001 
первых ‘членов этого ряда число, 
оканчивающесся четырьмя нулями? 

Рассмотрим ряд остатков от деле- 
ния данных чисел на 10 000. Остаток, 
стоящий на л-м месте, обозначим 
символом а,„. а.=1, а.=|, @=8, 
@1=55 и так далее. Различных ос- 
татков существует 10 000, различных 
пар остатков — 10 0002=100 000 000. 
Рассмотрим пары 4,45; аа; азаз...: 
@100 000 0019100 000 002. По принципу 
Дирихле из этих 100 000 001 пары 
остатков по крайней мере две совпа- 
дают: "ат, @кча=ать:, Где А 
и м меньше 100 000 002, А меньше т. 
По остатку суммы и одного из слагае- 
мых однозначно определяется оста- 
ток второго слагаемого (проверьте), 
ПОЭТОМУ @к_=а._1, ак_з==ат-о итак 
далее вплоть до а. =1=@т_ьз2, @1== 
=1=@ж-_к+1. Теперь ясно (почему?), 
что аи =0. 

17. Докажите, что для любого иа- 
турального пл в ряду из условия 





Рис. 4. 
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предыдущей задачи найдется число, 
оканчивающееся на п нулей. 

18. Докажите, что существует сте- 
пень числа 29, оканчивающаяся циф- 
рами 00001. 

19. Пусть число А не делится 
на? и5. Докажите, что для любого п 
существует степень числа А, при де- 
лении на 10” дающая | в остатке. 

20. Докажите, что существует 
кратное 1970 число, в десятичной 
записи которого участвуют только 
нули и единицы. 


Таблица 


В таблице лхп клеток расставлс- 
ны целые числа от | до п*. Нас будет 
интересовать следующее утвержде- 
ние: 

«При любой расстановке найдут- 
ся две клетки, имеющие общую сто- 
рону, такие, что разность между 
числами, стоящими в этих клетках, 
болыше 5». 

21. Докажите это утверждение 

а) для п=Ю; 

6) для всех п, больших 10; 

в) для лп-9. 

22. Опровергните его для п-=5. 

Автору неизвестно, верно ли рас- 
сматриваемое утверждение для п-= 
=6, 7 


(Окончанле. Начало см. ма стр. 16.} 


для юных астрономов, приезжающих из раз- 
ных мест СССР. Многие члены юношеской 
секции были активными участниками наблю- 
дения солнечного затмения 1968 года. 

В последние годы заметно расширилась 
сеть молодежных астрономических ‘обществ 
и различных клубов и кружков, объеднняю- 
щих около 3000 школьников. Помощь этим 
организациям осуществляется из пяти ре- 
гиональных методических центров, нахо- 
дящихся в отделах астрономии Московского 
и Бакинского дворцов пионеров, в обсерва- 
тории Алма-Атинского дворца пионеров, 
Крымской областной, юношеской обсервато- 
рни (Симферополь) н детской обсерваторин 
клуба юных техников Сибирского отделения 
АН СССР, которые направляют работу 
юных астрономов на развитие наблюдений 
с использованием современных методов ни 


4 Квант № т 


Задачи 


23. В доме 123 жильца, им вместе 
3813 лет. Можно ли выбрать 100 из 
них, которым вместе не меньше 
3100 лет? 

24. На плоскости даны 7 прямых, 
никакие две из которых не парал- 
лельны. Докажите, что найдутся две 
из них, угол между когорыми меньше 
26°. Верно ли аналогичное утверж- 
дение, ссли 26” заменить на 25”? 

25. Докажие, что у любого де- 
рева можно оборвать 8/15 его листьев, 
оставив при этом не менее 7/,. тени, 
которую давало дерево (тенью от 
ствола и веток пренебречь; число 
листьев можно считать делящимся 
на 15). 

26. Двадцати одному мальчику да- 
ли 200 орехов. Докажите, что, как бы 
они их ни разделили, найдутся два 
мальчика, которым досталось поров- 
ну орехов (может быть, по 0 оре- 
хов). 

27. Даны 7 отрезков. Длина каж- 
дого больше 10см и меньше 1м. 
Докажите, что из каких-то трех мож- 
но составить треугольник. 

28. Из ряда 1,2, ..., 200 каким- 
то способом выбрано 101 число. До- 
кажите, что одно из выбранных чисел 
делится на другое. 


техинческих средств, на конструнрование 
н изготовление различных астрономических 
приборов и организацию народных обсер- 
ваторий и астрономических лабораторнй. 

Большое внимание к работе юных астро- 
номов со стороны Министерств просвеще- 
ния СССР н РСФСР, ЦК ВЛКСМ. Централь- 
ной станции юных техников, ВДНХ и Прав- 
ления Всесоюзного общества «Знание» дало 
возможность шире развивать работу юноше- 
ских секций ВАГО. Все это позволило про- 
вести в’ 1969 году в Баку Первую Всесоюз- 
ную конференцию юных любителей астроно- 
мии, которая способствовала обмену и рас- 
пространению лучшего опыта работы юно- 
шеских секций ВАГО. 


Вице-президент ВАГО 
профессор Л. С. Хренов 
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ЗАДАЧНИК панта 


ЗАДАЧИ 


М91. Двое играют В «крестики» 
н «нолики» на бесконечном листе 
клетчатой бумаги. Начинающий ста- 
вит крестик в любую клетку. Каждым 
следующим своим ходом он доджеи 
ставить крестик в любую свободную 
клетку, соседнюю с одной из клеток, 
где уже стоит крестик; соседней с 
данной клеткой считается любая, име- 
ющая с ней общую сторону или об- 
щую вершину. Второй играющий каж- 
дым своим ходом может ставить сразу 
три нолика в любые три свободные 
клетки (не обязательно рядом друх 
с другом}. Докажите, что, как бы 
ни играл первый, второй может его 
«запереть»: добиться того, чтобы пер- 
вому больше некуда было поставить 
крестик. 

Исследуйте аналогичные игры, в 
которых второму разрешается за один 
ход ставить не три, а только два 
или только один колик. Каков здесь 
будет результат при правильной игре 
партнеров: удастся ли ноликам «за- 


` 





Рныс. 1. Здесь изображена одна из позиций, 
которые могут возникнуть после третьего 
хода (черным цветом выделены крестик 
и нолики, поставленные на первом хо- 
ду, красным — на втором, голубым — на 
третьем). 
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переть» крестики (и какое наибольшее 
число ходов могут «продержаться» 
крестики) или игра может продол- 
жаться до бесконечности? 
Попробуйте изучить другие ва- 
рианты этой игры; когда соседними 
с данной считаются только клетки, 
имеющие с ней общую сторону; ког- 
да плоскость разбита не на квадраты, 
а на правильные шестнугольники; 
когда первому разрешается ставить 
сразу р крестиков, а второму — 4 но- 


ликов. 
А. П. Савин 


М92. Петя собнрается все 90 дней 
каникул провести в дереве и гри этом 
строго придерживаться такого рас- 
порядка: каждый второй день (то есть 
через день) ходить купаться ма озеро, 
каждый третий — ездить в магазин 
за продуктами и каждый пятый день 
резать задачи по математике. (В пер- 
вый день Петя проделывал и то, 
и другое, и третье и очень устал.) 
Сколько будет у Пели «приятных» 
дней, когда нужно будет купаться, 
но не нужно ездить в магазин 
и решать задачи? Сколько зскуч- 
ных», когда совсем не будет ника- 
ких дел? 

№93. Каждое из чисел х,, ...,Хн 
равно плюс или минус единице. Из- 
вестно, что 


жаль ... = тт Хха= у. 


Докажите, что 2 делится на четыре. 
А. М. Леонтович 


М94. Докажите, что не существует 
мвогогранника, у которого к каждой 
вершине и к каждой грани примыкает 
не менее чем по четыре ребра. 


Л. Г. Лиманов 





Рис. 2. 


М95. На доске была начерчена 
трапеция, в ней была проведена сред- 
няя линия ЕЁ и опущен перпеидику- 
ляр ОК из точки О пересечения дна- 
гоналей на большее основание. Затем 
трапецию стерли. Как восстановить 
чертеж по сохранившимся. отрезкам 
ЕЕ и ОК (рис. 2)? 





Рис. 3. 


$103. Из пушки делают две серии 
выстрелов, наклонив ствол под угла- 
ми 30? и 40? к горизонту. В каком 
случае попадания снарядов будут бо- 
лее кучными, если разброс вызван 
неточным прицеливанием, а ие раз- 
бросом начальных скоростей снаря- 
дов? Сопротивление воздуха считать 

пренебрежимо малым. я 
Г. 7. Коткин 


$104. В закрытом сосуде имеется 
несколько капель жидкости разной 


Г 


величины. Что произойдет с ними 
через продолжительное время? 


Ф105. Груз массы т прикреплен 
к стержню длины Г. Другой конец 
стержня шарнирно прикреплен к вер- 
тикальной оси (рис. 3). Нарисуйте 
примерный график зависимости угла 
«, образуемого стержнем с верти- 
калью, от угловой скорости ® вра- 


щения оси. 
И. Ш. Слободецкий 


Ф10б. Два электрона находятся 
на расстоянии Ё друг от друга, причем 
в этот момент скорость одного из них 
равна нулю, а скорость другого рав- 
на и и направлена под углом 45° 
к линии, соединяющей электроны, 





Рис. 4. 


Каким будет угол между скоростями 
электронов, когда они вновь окажутся 
на расстоянии / друг от друга? 

В. П. Казанцев 


$107. В схеме, изображенной на 
рисунке 4, вольтметр измеряет паде- 
ние напряжения на сопротивлении 
Ю =- 300 ком. Каким должно быть со- 
противление вольтметра для того, что- 
бы его показания отличались не более 
чем на 2% от действительного значе- 
ния (Ин? 
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РЕШЕНИЯ 


В этом номере мы публикуем решення задач М3З9—М49. 
МЗ9 


. Докажите, что целые  неотрицательные числа х, у удовлетворяют уравнению 
х*—тдху +у?-—1 (где т — данное целое число, большее единицы) тогда н только тогда. 


когда хи у — соседние члены последовательности Фо--0, $, 1, фо=т, фут, Фа 
= —9т, фу =пй—3т +1, ..., в которой фи -Фк: для всех Воы|. 
Например, все решення уравнення 
х — Зху + и 1 (1) 
в целых числах (х. у}, О хи, — это пары 
0. п, 0.3), (3.8). (8,21... (2) 
соседних членов последовательностн 0. 1. 3. 8, 21, ‚ опрезеляемой условиями Фо=- 0, 


Фа- 1, фича "34 —Фн-; дая всех А| 


Решим эту задачу для т = 3 (для других т>1 решение совершенно 
аналогично.) Мы должны доказать, что, во-первых, все пары чисел (2) удов- 
летворяют уравнению (1) и, во-вторых, никакие другие пары неотрицатель- 
ных целых чисел этому уравнению не удовлетворяют. (Заметим, что эту 
вторую и более трудную часть решения многие читатели, приславшие пись- 
ма, упустили из виду.) 

В последовательности (2) за каждой парой (х, и) следует пара (ху, и1)}, 
которую можно получить из (х, и} с помощью такого преобразования: 


х1 = 9, у = ЗУ. (3) 
Это преобразование (х, у)—(у, Зу—х) мы обозначим буквой Т. Нетрудно 


проверить, что если пара (х, у) удовлетворяет уравнению (1), то пара 
(., у) = Т(хи) ему тоже удовлетворяет: 


х—Зжиу: + = уЗу (Зу—х) + (Зи—х)? = У —Зху + жа. (4) 


Отсюда сразу видно, что все пары (2) удовлетворяют уравнению (1): ведь 
пара (0, 1) ему удовлетворяет, а все остальные получаются из нее с по- 
мощью конечного числа преобразований Т. 

Докажем теперь, что других решений (х, и) в целых числах, подчинен- 
ных условиям 0<х<у, у уравнения (1) нет. Пусть (хи, и.) — одно из таких 
решений. Найдем такую пару (х, и), из которой эти х, и и, получаются 
по формулам (3),— для этого достаточно выразить х и у через х, и и: 


х = Зх,— Из, у=х,. (5) 


Такой переход от (хи, и) к (х, у) — преобразование, обратное *) к Т — 
мы будем обозначать через Т-*. Из равенств (4) следует, что если пара 
(х1, у,) удовлетворяет уравнению (1), то пара (х, и) == Т (ха, и1) ему также 
удовлетворяет. Покажем, что если, кроме того, 0<х,< ил, то 


0=х<у. (6) 

Представим равенство х’—Зхцу, + и? = 1 следующими двумя способами: 
№ + ул (уг Зх,) = 1, (7) 

Ха (Х1—у1) Гу, (2х1) = 1. (8) 


Из равенства (7) сразу следует (х, и и, положительны!}, что —х = у,— 
—3х.=<0, причем если и,—Зх, == 0, то х, = { иц, = 3. Из равенства (8) 
в свою очередь следует, что у —х = у,—2х,>0 (ведь х.—у,: отрицательно). 
Неравенства (6) доказаны. Заметим, что их можно переписать и так: 


0=х<х,, (9) 


поскольку х, = у. Итак, любое решение (х\, и1), 0<х.<у., после преоб- 
разования Т-! переходит в решение (х, у), для которого 0<х<5у. Если 
при этом х>>0, то мы можем применить Т7! еще один или несколько раз, 
получая новые (меньшие по величине) решения. Действительно, как пока- 
зывает (9), величина целого числа х при каждом преобразовании умень- 
шается. Поэтому через некоторое конечное число шагов мы должны будем 
остановиться, а остановиться мы можем лишь тогда, когда получим решение 
(х, и), у которого х = 0 и, следовательно, у -= 1. Таким образом, мы дока- 
зали, что из каждого решения (х!, и1) за конечное число преобразований 
Т-! получается решение (0, 1). Отсюда следует, что каждое решение полу- 
чится из (0, 1} за конечное число преобразований Т (то есть что никаких 
других, отличных от (2), решений нет). Задача полностью решена. 


Более наглядно это решение можно представить так. Будем изображать пару чисел 
{х, и). как обычно, точкой плоскости. Тогда уравнение х?—Зху--у?=| задает на ллоскости 
кривую, называемую гиперболой. (На обложке нарнсовано целое семейство гнпербол, за- 
даваемых уравнениями х?-—Зху --У?=с с разными значениямк параметра с, а ннтересующая 
нас — желтого цвета.) Решить это уравнение в целых числах — значит указать все точки 
с целочисленнымн координатамн, лежащие на гиперболе. Одну такую точку указать легко: 
это — черная точка с координатами (0, 1). Все остальные (в пределах угла 0=<х<Си), как 
мы доказали, получаются из нее последовательным применеинем преобразования Т’: (х, у) -+ 
— (и, Зу—х). Это преобразование Т плоскости обладает такими свойствами: 

1} Переводит каждую прямую на плоскости снова в прямую (такие преобразовання на- 
зываются линейными). 


*) Понятие обратного преобразования обсуждалось в статье А. Н. Колмогоро- 
ва «Что такое функция?» («Квант» № 1,1970). 


2) Переводит любую целочисленную 
точку снова в целочисленную. 

3} Переводит в себя каждую гиперболу 
х?— Зкиу-Ну? == С320 {и каждый из четы- 
рех лучей с вершиной 0, 0), на которые 
распадается множество х?—Зху у? == 0; 
каждая точка под действием Т «переезжа- 
ет» по своей гиперболе (или лучу) в свое 
новое положенис; точка (0, 0) остается 
на месте. Такое преобразованяе называет- 
ся гиперболическим поворотом © центром 
(0, 0} по аналогии с обычным чкрутовым» 
поворотом. 

Теми же свойствами обладает н об- 
ратное преобразование Т-. Упомянем 
аще одно интересное свойство этих пре- 
образований: 

4) Площаль любой фигуры при пре- 
образованни не меняется. (Белые четы- 
рехугольники, расположенные в верхней 
полуплоскости, переходят друг в друга 
при преобразованиях Ги Г*.) 

Рис. 1. Совершенно аналогично обстоит дело и 

при 723. При 27 == 2 все наши рассужде, 
ния также проходят без изменения, но геометрическая интерпретация несколько меняется. 
Вместо свойства 3) соответствующее преобразование Т:(х, у}-+(и. 2у—х) обладает та- 
ким (3): оно переводит каждую прямую у—х-=с в себя; каждая точка «сдвигается» по сво- 
ей прямой (при с520), а все точки, лежащие на прямой и—х==0, просто остаются неподвиж- 
ными. (Такое преобразование называется сдвигом.) Проверьте это.и начертите соответствую- 
щую картинку сами. 

Любопытно, что в для случая м= 1, то сеть для уравиения х*-—ху--у==1 (оно определя- 
ет на плоскости эллипс *)), можно выписать аналогичное преобразование Т: (х, у) > (и, их), 
которое переводит эго уравнение и вообще каждый эллипс х?—ху+у=ес в себя. Это преоб- 
разованне называется эллилтическим поворотом. Оно так же, как и при п->1, переводит 
все целочисяениые решения уравиения друг в друга, но в данном случае решений конечное 
количество (это не удивительно: ведь эллипс, в отличие от гнпербол и прямых, — фигура 
ограниченная), а именно шесть, и вместо схемы 


Т Т Т 
(0, 1) > (1, 3) = 6,8) > 8,21 -+..., 
которую можно было бы нарисовать для уравнения (1), теперь получастся такая: 


т 
‚0) (0,0-1,1) 
ЕТ 





р 
т: 
В =, —и : 0 

— Е ‚—_ п 
у т т и Л. Г. Лиманов 


м4 


Найдите сумму 
|р-п--2. (1—1) + 3.(1—2) +...+ ("| - 24711. 

Попробуйте решить следующую, более общую задачу: найти сумму 
Зп.к= И -2...Ё] + [п (+1)... +01 + [233... (#+01. 1—1 (й—2)... п] + 
+ 34... (6-52) |. (1—2) (и—1)... 1+... + в Ц -.. Ш 
х (ЕП #...21 + Ия) (1-#+2)..п]. [1 (4—1)... 

Задача состояла из двух заданий, причем первое было намного легче 
второго, допускало несколько различных решений. Приведем одно из них, 


достаточно интересное и лоучитёельное, следуя рассуждениям И. Алексевва из 
г. Новомосковска Тульской обл. и А. Аляева из Пачелмы Пензенской обл. 


*) См. статью И. М. Бронштейна «Эллипс» («Квант» №9, 1970). 


Прежде проверим, что 


1.2+2.3+3-4+... читки" ОеЕЯ. (1). 
Действительно, 1.2== 12 ; 
2.3.4 1-2.3 
ИЕ, 
3.4.5 2.3.4 
а 


п (пт = те+уиьа — ИАА 


Отсюда и следует справедливость равенства (1). 
Распишем теперь заданную сумму в виде треугольной таблицы 


— > ыы 5 4 4 4 
юю6ююююю 
© 2 > > 

ры ьрь вы р 
ла 


Находить значение этой суммы можно не только отысканием суммы 
столбцов и дальнейшим их сложением. Можно, напротив, отыскивать сум- 
мы по строкам таблицы. Поскольку 


Е(Е-- 

14-2434... += 9, 

мы придем к сумме, записанной в левой части равенства (1). Поэтому 
получим 


п (п—Ю-2-+... Е... РО. ве ченэ. 


Более общую сумму, приведенную в условни задачи, можно отыс- 
кать с помощью комбинаторных соображений. 


Напомним формулу для С* — числа сочетаний из л элементов по # *): 
СЕ — пп 1) 7—2). .. ЕО пп 1}... ПЕ! 
ПЕ Ва и 
Очевидно равенство 
[1.2...#]- п (1—1)... (п—А-+- ПТ [2.3... (+11. Кири —2)... 
... №] +... КИРА" Ы— -2)...п} [8 (2—1... 1} - 
=(#!)* (СА. СЕ С "С -+ Сас о... СС 
Каждое слагаемое вида С аа (где т = 0, 1, 2,..., п__А), представ- 


ляет число сочетаний (или выборок) по 2 элементов из п А, но не всех 
возможных, а таких, образуя которые сперва выбирают А элементов из чис- 


*) См. статью Н. Я. Виленкина «Комбинаторика» в «Кванте» №1 1971. 
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Рис. 2. Среди т-ЕЕ--1 элементов выбнраем 
сначала один (такой, что слева от него и 
справа от мего находится не менее чем по 
Е элементов), проводнм по нему черту, 
а затем слева от черты и справа от черты вы- 


ла определенных # -т элементов, 
а затем еще А элементов из остав- 
шихся п—л7. Сказанное можно на- 
глядно пояснить так. Разместим 
«в строчку» данные л--Ё элементов 
и проведем вертикальную черту, от- 
деляющую А-- т элементов слева от 
п—т элементов справа. Выберем 


каким-то образом #Ё элементов 
слева от черты и А элементов спра- 
ва от черты, а затем образуем 
соединение каждой из таких «левых» выборок с каждой из таких «пра- 


бираем по А элементов. На нашем рисунке 
т=9, Е=3, т ЕЕ-1=13. 


вых» выборок. Всего таких соединений будет, очевидно, СОА д. 
Теперь нетрудно доказать, что 
СЕ С СЕ бе С УС. СЁ СЕ 
СЬ С ВСЕ С Сы Сэ... РЕ СЕ а. (2) 


Для этого достаточно установить взаимно однозначное соответствие между 
выборками из п--#--1 элементов по 2А--1 и выборками из п--А элементов 
такого вида: «Ё элементов слева от черты; черта; А элементов справа от чер- 
ты», общее количество которых равно сумме, стоящей в левой части равен- 
ства (2). Итак, искомая сумма равна 
Г. (В 2 
КЗ. СЗЕЕЕ — ТЕНИ ( ^^. 
= (24 + Пи Ю!- 
В частности, для первого задания М40 имеем Е = | и поэтому сумма 
в 2)@-- п 
составит С3 ‚ ‚ = а же о, 

Если приведенный путь рассуждений покажется вам трудным и тем более 
если он покажется вам интересным, рекомендуем загляпуть в книгу 
Н. Я. Виленкина «Комбинаторика» (М., «Наука», 1969). Там, в 
частности, на стр. 57 доказана формула (24), аналогичная формуле (2). 


В. Н. Березин 
МА1 


Данаокружность, ее днаметр АВ н точка С на этом нА т’ Постронть на окружности 
две точкя А и Я, симметричные относительно диаметра АВ, 
перпсидикуляриа к прямой ХА 


для которых прямая УС 


Пусть К — точка пересечения от- 
резков ХУиА В; по условию ХУ | АВ 
и ХК = КУ. Для любой точки Х на 
окружности 3 АХВ = 90°. Поэто- 
му требование УС | АХ эквивалент- 
но каждому из следующих усло- 
Вий: } 

УСЦВХ, УСВ = ЭСВХ, 

АСУК = АКВХ, СК =.КВ. 


Таким образом, восставив в’ середине 
отрезка СВ перпендикуляр к прямой 
АВ, мы получим в пересечении его с 
окружностью две искомые точки (лю- 
бую из них можно принять за Х, тог- 
да другая будет играть роль У’). 





М4? 


Цифры некоторого семнадцатизначного числа Запнсываются в обратном порядке, Полу 
ченное число склазынается с первоначальным. Доказать, что хотя бы одна на цифр их суммы 
улет четной 
Докажем индукцией по и, что это утверждение справедливо для любого 
(4п--1)-значного числа. При п==0 оно очевидно. Предположим, что для не- 
которого п оно неверно, тоесть существует такое число ‚Сага... бцп 1 лань 
что в сумме 





9 0, 03 ``. бала @т @лч 
@зпау @п @т- > - > @; а а, 
< + 


все цифры нечетны. Тогда сумма цифр а,-- али нечетна и в местах, обо- 
значенных стрелочками, не происходит переноса единицы в следующий 
разряд. Поэтому в сумме (4п—3)-значных чисел 


@з --- Чап- 
-= 


‚ Чап-а --- @3 


гакже все цифры нечетны, следовательно, наше утверждение неверно и для 
(1—1). Доказательство закончено (подумайте, почему обычный «шаг индук- 
ЦИИ» — «если верно для м, то верно и для (п-- 1)» — можно заменить шагом 
в обратную сторону: «если неверно для п, то неверно и для (п—1)»!). 


Заметим, что доказанное утверждение нельзя усилить: для чисел, у которых число цифр 
четно или имеет вид (4л +3), утасрждение задачи может не выполняться: 


| 112 222+22 221 | = 33 333 333, 72 727 262 626+ 62 626 272 727=135 353 535 353. 
М4 


Каждая сторона правильного треугольннка разбига на п равных частей. Через точки 
леления пропедены прямые, парзллельные сторонам. В результате треугольник разбился 
му 1 маленьких пре ыы ИЧКОВ. Назовем «цепочкой» носледовательность треугольничков. 
в которой ни одни не появляется дважды н каждый последующий имеет общую сторону 
с предызущим Ак наибольшее возможиое число греугольничков в цепочке? 

Ответ: п?—п--|. Для доказательства, что часто бывает на олимпиа- 
дах, достаточно сделать один неожиданный шаг: раскрасить треугольнички 
в шахматном порядке, как это сделано на рисунке. Остальное совсем просто. 
Во всем треугольнике красных 
треугольничков на п больше, чем 
желтых (в каждом горизонтальном 
ряду красных на один больше), а 
в цепочке цвета должны чередо- 
ваться, Поэтому красных может 
быть только на один больше, чем 
желтых. 

Одна из цепочек максимально 
возможной длины показана на рк- 
сунке. (Из сказанного выше ясно, 
что для того, чтобы цепочка имела 
длину п? — н--|, необходимо и 
достаточно, чтобы опа начина- 
лась и кончалась в красных треу- 
гольничках и проходила через 
все без исключения желтые.) 
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№М44 


Доказать, что для каждого натурального числа К существует бесконечно много нату- 
ральных чисел Т, не содержащих в десятичной записи нулей и таких, что Ти КТ имеют 
одинаковые суммы цифр. 


Пусть в числе К (в десятичной записи) Ё цифр. Тогда в роли Т можно 
взять любое число 999...99, записываемое л девятками, где п; тогда и 
сумма цифр Т, и сумма цифр КТ равны Эп (в числе КТ = К (10"—1) цифры, 
отстоящие друг от друга на л разрядов, дают в сумме 9; например, 


743 552.99 999 999 = 743 552 - (108—1) = 
74 355 200 000 000—743552 =74355 199256448; 


почти очевидное доказательство для общего случая оставляем читателю). 


№45 


Доказать, что из любых 200 целых чисел можно выбрать 100, сумма которых делится 
на 100. 


Попробуйте обобщить эту задачу: докажите, что из любых 2п—1] целых чисел можно 
выбрать л, сумма которых делится на л, где п>>2. 


Лемма. Если утверждение задачи верно для п = а и для п == В, то 
оно верно и для п == аб. 

Заметим, что свойство «сумма п целых чисел хь,..., х„ делится на п» мож- 

р х-...- мл 
но формулировать и так: «среднее арифметическое —"— целое 
число». 

Итак, пусть даны произвольные 2а6—1 целых чисел. Поскольку утверж- 
дение верно при п = Би 2а6—1>>26—1, из данных 2а6—1] чисел можно 
выбрать 65, сумма которых делится на 6. Затем из оставшихся (если их не 
меньше 26—1) выберем еще $5 чисел, обладающих этим свойством, и так 
далее. 

Поскольку 


2а6-—1 = (2—1 Ь-+ (5—1), 


то эту операцию можно ловторить 2а—1 раз и получить 2а—1 наборов ио 6 
чисел, в каждом из которых среднее арифметическое 6 чисел — целое. 
Поскольку утверждение верно для п = а, из этих 2а —1 средних арифме- 
тических можно выбрать а, сумма которых делится на а. Ясно, что тогда 
аб чисел, составляющих соответствующие а наборов по 6 чисел, обладают 
нужным свойством: их сумма делится на аф. Лемма доказана (эту лемму, 
так же как и задачу, придумал Ю. И. Ионин). 

Итак, для того чтобы доказать утверждение задачи для произведения 
п =а:а....а,, достаточно доказать его для отдельных сомножителей п —=а1, 
п=а.,.., п = ак (и несколько раз применить лемму). Поэтому достаточно 
научиться доказывать это утверждение для простых сомножителей числа п. 
Например, чтобы решить задачу для п = 100, достаточно доказать два ут- 
верждения: «из любых 3 целых чисел можно выбрать 2, сумма которых де- 
лится на 2» и «из любых 9 целых чисел можно выбрать 5, сумма которых 
делится на 5». Первое очевидно, а второе можно доказать не очень длинным 
перебором. Предоставляем читателю возможность убедиться в этом, а также 
попробовать придумать доказательство, которое годилось бы сразу для лю- 
бого простого п. Одно такое доказательство мы изложим в следующем номере 
журнала. 


м4б 


Сколько в выпуклом многоугольнике 
может быль сторон, равных наибольшей 
днагонали? 


Ответ: две, одна или ни 
одной. 


Примеры для каждого из этих 
случаев построить нетрудно. Мно- 
гоугольника, у которого три или 
больше сторон равны наибольшей 
диагонали, не существует, посколь- 
ку две стороны, равные нанболь- 5: аи бр 
шей диагонали, обязательно долж- ож г у 
ны иметь общую вершину (рис. 5}, АВ--СО<АЕ--ЕВ--СЕ-ЕР=АС-+ ВР. 
а три стороны, каждые две из кото- 


рых имеют общую вершину, могут быть только у треугольника, а у него 
нет диагоналей. 





М47 


Из цифр | и 2 составили пять п-зиачных чисел так, что у каждых двух чисел совпали 
цифры ровно в пт разрядах, ноии в одном разряде пе совпали все пять чисел. Доказать, что 
в 


Выпишем числа одно под другим. В каждом разряде («столбце») 5 цифр. 
Из них можно составить 10 (неупорядоченных) пар. По всем п столбцам 
таких пар будет 10 л. Выясним, сколько среди них таких, которые состоят 
из одинаковых цифр, то есть пар (1, и, 2, Р кажаом столбие таких 
пар либо 4, либо 6. Поэтому об- 
щее количество таких пар не 
меньше 4п и не больше бл. С дру- 
гой стороны, количество таких пар 
равно 10т, поскольку при сравне- 
нни двух любых чисел по всем л 
разрядам, по условию, получается 
ревно 71 таких пар, а всевозмож- 
ных пар из 5 чисел — 10. 

Итак, 4л< От би, что и тре- 
бовалось доказать (см. рис. 6). 


М48 


В остроугольном треугольнике АВС 
биссеектрнса АБ, мелиана ВМ и высота 
СН пересекаются В одной точке. Дока- 
зать, что угол ВАС больше 45°. 





Нетрудно доказать, что для дан- 
ного 9 ВАС =а« 5 существует 


Рис. 6. Здесь предсгавлены примеры слу- 
ровно один (с точностью до подо-  Чаев, когда в неравенствах, указанных в 


условии задачи, достигается равенство. Одян 
бия) треугольник АВС, в КОТОРОМ — из цветов (например, белый) соответствует 


высота СН, биссектриса АД ин ме- цифре 1, другой (красчый)— цифре 2. 





диана ВМ пересекаются в одной 
точке. Действительно, отложив на 
одной сторопе угла = А = (про- 
извольный) отрезок АС, опустив 
на другую сторону угла перпенди- 
куляр СН и обозначив его точку 
пересечения с биссектрисой угла 
А через О, мы найдем точку В 
пересечения второй стороны угла 
н прямой ОМ (где М — середина 
‘отрезка АС) и тем самым постро- 
им нужный треугольник АВС, — 
очевидно, что при задапных - А 
и АС он определяется единствен- 
ным образом. Заметим, что при 
этом угол В острый (поскольку 
точка ИН — основание высоты — 
лежит на стороне АВ). 

Докажем, что если ХА 5, то -; АСВ > 5. Отложим на прямой АВ 
отрезок НВ, = АН. Тогда биссектриса В.Р угла В, фени нато тре- 

1 


:: АР 
угольника АВС пройдет через точку О. Поскольку ЕС = ВС > ЬТОточка М 
1 


лежит между А иР, поэтому В, лежит между АиВи ВСА> 3В.СА> 5 . 

В этой задаче можно получить и более точный результат: найти точную 
оценку снизу для угла @ при условии, что >= АСВ =<=. Для этого 
выразим 7 как фуикцию от а. Проведем НЕ || ВМ (Е — точка на АС). 
Тогда (рис. 7) 


ЕМ НО. АН НВ ЕМ ©05 @& НВ с057 © 


я 05? © 
у = (99 — 5 пса. 


и 
Отсюда ясно, что функция ^} = ©} па отрезке 0 < а<:-—- монотонио убы- 
вает (чем больше ©, тем больше эт а и тем меньше соза, а поэтому меньше 
и вся дробь, стоящая под знаком арктангенса). Найдем теперь ©, для кото- 


; 5 
рого 7(@©)=--. Это уравнение сводится к такому: 0<3а<-, 


ры 5-1 
зи” о (1—5с055%) = с05* @, откуда соз © = т, 
= _ я ав ы 
© > 9% = агсс0$ ПЕ (© = ==. поскольку И. <: И ; как мож- 
но убедиться по таблицам, величина угла, соотвествующего су, в градусах 
составляет примерно 51°50’). 


х 
Итак, если <->, то 





м9 


Нз карточках нанисаны чисда от 1! | до 99 999 включительно. Затем эти картачки 


‘положены в одну цепочку в произвольном порядке. Доказать.что полученное 444 445- 


значиое чисао не может быть степеные двойки. й 


Легко доказать, что это число делится на 11 111, пользуясь тем, что 
числа 10°А и А при любом целом А дают одинаковые остатки при делении 
на 11 111, а сумма 11 111-411 112-+....-+-99 998-599 999 делится на 11 11]. 
Но если число делится на 11 111, то оно, конечно, не может быть степенью 
двойки. (Это сразу следует, например, из теоремы о единственности разло- 
жения на простые множители.) 


Наиболее удачные решения задач нам прислали Э. Туркевич из г. Черновцы (он наше л 
точную оценку угла &@ в задаче М48, рышил задачи М6 и М49) и Р. Ахмегииин из 
г. Ош (№42, М44, М4? 


Н. Б. Васильев 
В этом номере мы публикуем решения задан Ф45, Ф59Э— Фб5 


Вернемся еще раз к задаче Ф45. У нее есть довольно простое и красивое 
решение. 


Ф45 


Сферический конденсатор. заполненный диэлектриком и заряженный до некоторой раз- 
ности потенциалов. разряжается через свой диэлектрик. Каким будет магнитное поле токов 
разряда в пространстве межлу сферами? 


Так как в любой точке диэлектрика все направления в плоскости, нер- 


пендикулярной к радиусу, равноправны, то вектор В индукции магиитного 
поля не может иметь составляющей, лежащей в этой плоскости. Поэтому 


вектор В может быть направлен только вдоль радиуса. Но все точки изоля- 


тора равноправны. Это означает, что векторы В и силовые линии магнит- 
ного поля или сходятся, или выходят из центра сферы. Чо ведь силовые 
линии магнитного поля должны быть замкнутыми. Значит, это невозможно, 


и В — 0. Магнитное поле токов разряда конденсатора равно нулю. 


$59 


Какое из ребер проволочного куба следуст удалить, чтобы сопротивление между точкази 
Ан8В (рис. 8) изменилось как можно снльнее? Сопротивлення всех ребер куба одинаковы. 


Пронумеруем все ребра куба него вершины. Ток, идущий по реб- 
ру 1, разветвляется в вершине / на лва потока, ндущие затем по ребрам 7 и 8. 
Аналогично, ток, идущий по ребру 2, 
разветвляется на два равных потока 
в вершине 2 итак далее. Через реб- 
ро 4 идет ток, шедший по ребрам 7 
и 12... Ребру 4 эквивалентны реб- 
раб и 6. Это означает, что через 
ребра Г, 2, 3, 4, 5 иб идет ток 
вдвое больший, чем через. ребра 
7, 8, 9, 10, ИТ и 12. Ясно, что 
сопротивление схемы изменится 
больше всего, если из схемы уда- 
лить проводник, но которому идет 
наибольший ток. Из проволочного 
куба пужно удалить одно из ре- 
бер Г, 2, 3, 4, 5 или 6. 

Убедитесь в этом, подсчитав 
сопрогивления соответствующих 
цепей. 
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ом 1 Несколько советов. Сопротивление ку- 
6 ба между вершинами А и 8 подсчитать 
нетрудно. Для этого нужно лишь заме- 
чить, что в силу симметрин вершины /. 2 
\ 172.3 4.5.6 ы и $ имеют одинаковый потенциал. Поэто- 
Рис. 9. а му сопротивление цепи не изменнтся, 

если их соединить вместе. Конечно, и вер- 
шаны 9, 8 и бб имеют тоже одинаковый потенциал и их тоже можно соединить. После 
этого вы получите цепочку (рис. 9}. сопротивление которой подсчитать совсем легко. Еслн 
принять сопротивление одного ребра равным | ом. то сопротивление пепочки будет равно 
5/4 ом. Нетрудно найти сопротнвление цепи в том случае, когда удалено одно из ребер 
1.2.3.4.5или 6. Здесь тоже можио найти эквипотенциальные точки, соеднинв которые вы 
получите схему из последовательно н параллельно соединенных сопротивлений. Но прежде 
чем находить сопротивление цепи после удаления одного из ребер 7. 8. 9. №. И или 12. 
зиимательно прочитайте статью А. Р. Знльбермана «Преобразование электрических цепей» 
в «Кванте» № 3 за 1971 год. Вам нонадобнтся мегод, о котором рассказывастся в этой 
стать?. 


Фб0 


В плоском зеркале видно изображение свечи. Что произойдет с ним; если между лереи- 
лом и свечой поставить паосконаражлельную стеклянную пластинку? 


Нарисовав ход нескольких лучей, нетрудно убедиться в том, что после 
того, как между свечой н зеркалом поставили плоскопараллельную стекляи- 
ную пластинку, изображение свечи приблизится к зеркалу (рис. 10). Синие 
лннин показывают ход лучей без пластинки, красные — с пластинкой. 


Фб! 


Кубик. скользящий без трения по гладкому горизонтальному полу, ударястся одной 
из своих беховых гозней в вертикальную стенку. Козуфициейит трения кубика о стенку 
равен 2. Пол аким углом к стенке отскочит кубик, еслн до столкиовения с нсй он-Двигался 
по напёзвелецию, составляющему со стенкой угол‘ а? 


На кубик при ударе о стенку действуют две силы: сила А нормальной 
реакции стенки и сила трения Ах (рис. 1). Разаожим скорости кубика до 
и после столкновения со стенкой на составляющие, параллельные этим си- 
лам. Скорости 9: = изта и и, периендикулярны к.стенке, а скорости 
= ис05 а И и. параллельны ей. В направлении, нерпендикулярном к стен- 
ке, между кубиком и стенкой, как обычно, происходит абсолютно упругий 
удар, в результате которого составляющая скорости кубика, перпендикуляр- 
ная к стенке, меняется на противоположную: и; = — и, == от. Это озиача- 





Рас. №. Рис. 1. 


ет, что составляющая имлульса кубика, перпендикулярная к стенке, меняет- 
ся на 2тозта (и,—и:| = 295та, т — масса кубика). 

Если время соударения кубика со стенкой обозначить т, а средняя вели- 
чина силы реакции стенки равна М№ср, то, согласно второму закону Ньютона, 
изменение составляющей импульса кубика, периендикулярной к стенке, 
равно импульсу силы №ср, то есть. 


Эти та = Мерт. 


Если бы на кубик не действовала сила трения, то составляющая импуль- 
са кубика, параллельная стенке, не изменилась бы и кубик отскочил бы 
от стенки под тем же углом а, под которым двигался к ней до удара. Однако 
благодаря действию силы трения в нашем случае меняется и составляющая 
и. скорости кубика. Предположим вначале, что средняя сила трения 
Етр.ср= М№ср №, действующая на кубик, такова, что за время взаимодействия 
кубика со стенкой составляющая скорости кубика, параллельная стенке, 
не успевает уменьшиться до нуля. В этом случае, согласно второму закону 
Ньютона, 


ти—ту,  —Рурерт, Или тио -- то 9 — МерЁт. 
Но Мс = 2томпа, поэтому 


ти. = тусоза—2Ети ша, 
или 


И. — & (с05&—2А$та). 
Теперь найдем угол, под которым отскочит кубик: 


о Е. ВИО. НН 
и 0 (с05 м — 28 5П О) | — 2 ва * 


Такой ответ получили В. Гончаренко из Майкопа Краснодарского края, М. Гильбург 
из Борислава Львовской области, Н. Смирнов из Горького, Б. Заксас из Усолья-Сибир- 
ского Иркутской области, Н. Григик из Давид-Городка Брестской области, А. Сенявин 
из Москвы, А. Анищенко из Сарапула УАССР и Кудек из Ржева. 


Однако это не полное решение задачи. Это заметили читатели А. Власов 
из Валдая, Б. Шпарберг из Могилева на Днепре, А. Жуков из Кировска 
Донецкой области и И. Берман из Черновцов. 

Очевидно, наше решение справедливо, если и.>0, то есть 2 а< 1. 


При а +В -> < и В——>. Что это означает? 


Если {ва- о то и.о == 0 (с0$ @& — 2 т а) = и с0$ © — 





1 : 
ша |=0. 
12а ы ] 0 
За время взаимодействия кубика со стенкой составляющая скорости кубика, 
параллельная стенке, обращается в нуль. А как же будет происходить столк- 
В 1 
новение со стенкой, если 46а < 


В этом случае кубик будет проскальзывать относительно стеики не все 
время удара, а до тех пор, пока составляющая его скорости, параллельная 
стенке, не обратится в нуль. Вместе с ней обратится в нуль и сила трения, 
действующая на кубик, и отскочит кубик под‘углом 90° к стенке. 

Итак, 

Е а 1 
р агс{ 8 ЕЕ а | при а, 


л | 
—а. при 16а. 
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Тонкая нерастяжимая веревка состоит из двух частей. Масса едниицы длины одной нз 
частей равна р;. а другой — р.. Веревка охватывает очень легкий обруч радиуса В. масса 
которого пренебрежимо мала по сравнению с массой охватывающей его веревки. концы 
прикреплены к полу (рис. 12). По участку веревки с массой еднницы длины р; обруч катитея 
со скоростью и;. С какой скоростью будет катнться обруч по второму участку веревки? 


При переходе обруча с одного участка веревки на другой меняется по- 
тенциальная эпергия веревки. Действительно, когда обруч движется по 
участку веревки с линейной плотностью р.‚, потенциальная энергия веревоч- 
ного кольца равна п 2Ю = р,2лЮ5Ю = 2пр,Ю*в (центр масс кольца нахо- 
дится в его центре). Когда же обруч движется по участку веревки с линей- 
ной плотностью р., она равна т.дЮ = 2пр.Ю?п. Соответственно меняется 
и кинетическая энергия веревочного кольца. Так как нет потерь, то мы мо- 
жем воспользоваться законом сохранения энергии. 

Однако для этого нам нужно знать кинетическую энергию кольца мас- 
сы т, движущегося без проскальзывания по плоскости со скоростью ч. 
Можно воспользоваться результатом, полученным в статье А. К. Киконна 
Вращательное движение тел» {«Квант» №1, 197: 


то? 197 ти тЮ25? то? то? 
К - а = ти. 








РН ВС 

Но мы получим эту формулу с помощью пехитрого приема. 
Движущееся без проскальзывания кольцо в любой момент времени по- 
ворачивастся вокруг мгновенного центра вращения — точки касания 


. # 
с плоскостью (рис. 13). Угловая скорость вращения кольца ® = 529 Это 


означает, что скорость точки А кольца: перпендикулярна к отрезку ОЛ 
и равна ОЛ-®. Из АОАР ОА = 2Юсоза. Поэтому г) = 2Ююсоза = 
== у с05<. Аналогично, скорость точки В, диаметрально противоположной 
«точке Д, равна = 22605 (90`—«а) = 2очта. Кинетическая энергия 
маленьких участков с массами Ат 
вблизн точек Ан В 

Атеол Ато 


Ри = 


| 2 
= -5- Ат (497 с0* 2 -|. 40 ут? о.) 
— ЗАвШЯ. 


Кдув не зависит ота. Это означает, 
что в точности такой же энергией 
обладает и любая другая пара ди- 
аметрально противоположных то- 
чек кольца. Поэтому кинетическая 
энергия всего кольца равпна 79°. 
Запищем теперь закон сохранения 
энергни: 


пы? -- па = ть т тьбБ; 
отсюда 
СИ т 
р ИУ щчаю (ль 1) 


т. 


=У + вк( |). 


2. 











Рис. 14. Рис. 15. 


Посмотрим теперь, что мы получили. Еслир,>0., то Его 1>0 и по 


корнем стоит положительное число при любой величине | даже при 9. =0. 
Ответ при и, = 0 имеет такой смысл: если обруч стоит так, как показано 
на рисунке 14, и по случайным причинам начнет двигаться вправо с беско- 
нечно малой скоростью, то, когда с него смотается красная веревка и намо- 


тается синяя, он будет иметь скорость и, = / сю (+1 ) 


Если —- 1, то при "< =в (5: — ж подкоренное выражение ста- 
1 


новится НИ Это означает, что при такой скорости обруч не 
сможет перейти на веревку с линейной плотностью р... Он намотает часть 
более тяжелой веревки (рис. 15), остановится и начнет двигаться в обратном 
направлении. 


Правильное решение прислали В. Якир из Кишинева, А. Власов из Валдая Новгород- 
ской области, И. Берман из г. Черновцы УССР, Б. Шпарберг из Могилева БССР, 
А. Анищенко из Сарапула УАССР, Е. Губарев из Москвы, 


Фбз 


Человск, чтобы ие поскользнуться на обледенелой горке. сбегает с нее. Почему это це- 
лессобразно? 


На человека на горке действу ют две силы: сила тяжести р = те и сила 


Рр, равная сумме силы трения Ро исилы М — нормальной реакции горки 
(рис. 16, а). 

Так как момент силы тяжести относительно центра масс человека равен 
нулю, то человек будет сохранять равновесне и не «переворачиваться» 


только в том случае, если сила Рр проходит через его центр масс. 
Если трение подошв обуви о горку велико и человек стоит на горке, 


то сумма сил, действующих на человека, равна нулю. То есть сила Ё, направ- 
лена вертикально и равна силе тяжести. 
Иное дело, если трение мало. Разберем вначале предельный случай: 


ие 


Р:р = 0. Тогда человек не будет падать, если он перпендикулярен к горке 
(рис. 16, 6). Только в этом случае сила М№ реакции горки проходит через 


центр масс человека. Но равнодействующая Ю сил М и тр при этом бу- 
дет равна нулю. Она направлена параллельно наклонной плоскости и равна 
тв эта. Поэтому человек должен спускаться с ускорением а = в Чпа. 

Если тренце мало, но не равно нудю, то ускорение человека должно 
быть меныше. Записав П закон Ньютона, мы найдем что оно равно 


ы А 
Ша. 
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Рис. 16. 


Итак, человек может сохранять равновесие, если он бежит с ускорением 





ы Е > > ы 
а=ечпа — —"Р составляя с горкой некоторый угол, определяемый вели- 
т › 


чиной силы трения. По существу, при этом человек так же, как, впрочем, 
и при обычной ходьбе, падает на вынесенную вперед ногу (рис. 16, в). Рае- 
новесие сохраняется как бы «в среднем» за время, много большее времени 
одного чнага. к 

Фб4 


С деревянным шаром н высоким сосудом с водой проводятся четыре опыта: в первом опы- 
те они взнешиваются, когда шарик плавает в сосуде (рис. 17, а), во втором опыте при взве- 
шивания шарик привязан к дну сосуда (рис. 17, 6), в третьем опыте он удерживается в со- 
суде с помощью тонкого стержня (рис. [7, 8) нм, наконец, в четвертом опыте шарик всплыва- 
ет во время взвешивания (рис. 17, г). В каком из опытов масса гирн, уравиовешивающей со- 
суд с шариком, болыше? 





Рис. |7 
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В первом и во втором опытах ответ очевиден: масса гири должка быть 
равна массе сосуда с водой и шариком. Во втором опыте уровень воды боль- 
ше, чем в первом, и, значит, больше сила давления воды на дно сосуда, 
но зато на дно действует со стороны шарика через нить сила, направленная 
вверх. 

В третьем опыте к силе тяжести, действующей на сосуд, воду и шарик, 
прибавляется еще и сила, действующая на систему со стороны стерж- 
ня. Значит, масса гири должна быть больше, чем в первом и втором 
опытах. 

Если погруженный в воду шарик начинает всплывать, то его скорость 
увеличивается до тех пор, пока сила сопротивления (она зависит от ско- 
рости) не стакет равна разности архимедовой выталкивающей силы и силы 
тяжести. После этого шарик будет двигаться равномерно. Рассмотрим вна- 
чале последний случай. Так как шарик движется равномерно, то действую- 
щие на него силы уравновешены, то есть сила Ё, действующая ка шарик 
со стороны воды, направлена вверх и равна по величине силе тяжести тя. 
Согласно Г закону Ньютона это означает, что на воду со стороны шарика 
действует сила — Ё, равная тя. Таким образом, на чашку весов будет 
действовать сила, по величине равная сумме сил тяжести, действующих 
на шарик, сосуд и воду. То есть масса гири должна быть такой же, как 
в первом и втором опытах. 

Рассмотрим теперь случай, когда шарик всплывает ускоренно. При этом 
в тот момент, когда шарик только начинает всплывать и на него не действует 
сила сопротивления (пропорциональная при малых скоростях скорости ша- 
рика), сосуд с шариком весит столько же, сколько и в третьем опыте. Дейст- 
вительно, согласно Ш закону Ньютона на воду со сторокы шарика в этом 
случае, как в третьем, так и в четвертом опытах, действует только сила Ё., 
равная выталкивающей архимедовой силе, действующей на шарик со сто- 
роны воды. Она равна рЕУ, где У — объем шарика и р — плотность воды. 
Это означает, что в обоих случаях сила давления на чашку весов равна сум- 
ме сил тяжести, действующих на воду, сосуд, и силы Ёь. 

Когда же ускорение шарика в четвертом опыте уменьшается благодаря 
сопротивлению воды, уменьшается и сила, действующая на воду со стороны 
шарика: в этом случае сила равна по величине разности архимедовой силы 
и силы сопротивления. 


Мы получили много писем с ЫЫ этой задачи, но до конца разобрались в ней толь- 
ко два читателя: Н. Федин из Омска и Н. Смирнов из Горького. 


Ф65 


Пластины плоского конденсатора заряжены до потенциалов +ф и --ф относительно зем- 
ли. Емкость конденсатора, образованного пластинами, равнз С, а емкость конленсаторов, 
которые образует каждая из пластин с землей, Су. Во сколько раз изменится напряженность 
электрического поля между пластинами, если одну нз них заземлить? 


Нарисуем эквивалентную схему цепи (рис. 18). Так как разность потен- 
циалов между пластинами конденсатора емкости С равна 2$, то заряд каж- 
дой из пластин равен 


9 = С.2ф = 2Сф. 


На иластинах же конденсаторов емкостью С, в этом случае находятся 
1 
заряды 9, = С:$ф. Это означает, что заряд пластины // равен 


@ = 9+4. = 2С-+ С,)$. 
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Рис. 18. —` Рис. 19. 


После того как пластина / будет заземлена, цепь станет такой, как по- 
казано на рисунке 19. При этом потенциалы пластин тоже изменятся .Обозна- 
чим потенциал пластины // через ф1. На пластннах конденсатора емхости 
С будет заряд 9’ = СФ, а л на пластинах конденсатора С, — 
заряд 9, = С1ф:. Суммарный же заряд пластины // должен быть ра- 
вем @. Поэтому 

(2С + С) = С.Ф, + СФ. 
Отсюда 
Фо. 


А ь 
Так как напряженность поля в конденсаторе равна-е (Аф — разность 
потенциалов пластин и 4— расстояние между ними}, то 
Е % 2+0) 


— = 


В Ф®  2С-+С, 
Такое решение прислали А. Жуков из Кировска Донецкой области и Н. Федин из Омска. 


И. Ш. Слободецкий 


орк итиивь, 











ТРИ ЗАДАЧИ 


1. Сколько различных пар натуральных чисел можно составить из цифр 1, 2, 3, 

7, 8, 9, беря каждую из них лишь один раз (например, 136 и 245 978, 9742 и 1386 
. А. р Какая из этих пар имеет наибольшее произведение? 

2. Восстановите пример на деленне: 


хх ххх ххх | ххх 
Же а 





х7ххх 
ххх 
ххх 





ххх х 
ххх 


х ххх 
х ххх 
3. Дан полукруг радиуса Ю. Найти круг наименьшего радиуса, в который можно 


поместить без наложений друг на друга части, получаемые разбиением полукруга на сек- 
торы (размер и число секторов могут быть произвольными). 
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ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 





О задачах 


по фотометрии 


Большие затруднения у поступаю- 
щих в институты вызывают обычно 
задачи по фотометрии. 


В значительной степени это свя- 
зано с неумением правильно приме- 
нять закон обратных квадратов. 


Чтобы ясно представить смысл 
того или иного закона, надо понять, 
из каких соображений и в каких 
предположениях он получен, когда 
он справедлив и когда нет, как его 
надо уточнить, если нельзя применить 
сразу. 

Что же такое 
квадратов? 


Вспомним его содержание: осве- 
щенность обратно пропорциональна 
квадрату расстояния от источника 
света. 


А что такое освещенность?Как 
известно, это отношение — светово- 
го потока к площади, на которую он 
падает; если свет исходит из точки О 
(рис. 1) и равномерно распростра- 
няется во все стороны, то, например, 
до площадки Р, и площадки Р., 
которые видны из точки О в одинако- 
вых телесных углах, дойдут одинако- 
вые световые потоки. А площади 
пропорциональны квадратам расстоя- 
ний от точки О. Следует отметить, 
что это рассуждение справедливо 
для точечного источника, который 
равномерно Излучает свет по разным 
направлениям, то есть в любые два 
одинаковых телесных угла излучают- 
ся одинаковые световые потоки. 


закон обратных 


В. Е. Белонучкин 


Если источник света обладает та- 
кими свойствами, то закон обратных 
квадратов — это просто конкретное 
выражение закона сохранения энер- 
гии: в силу прямолинейности рас- 
пространення света одна и та же 
энергия (один и тот же световой 
поток) попадает на площадку, заго- 
раживающую данный телесный угол, 
независимо от того, на каком рас- 
стоянии от источника находится эта 
площадка. 

Поэтому исчерпывающей характе- 
ристикой точечного источника света 
является сила света—световой поток, 
излучаемый источником в единичный 
телесный угол. Если © помощью 
какого-либо оптического элемента 
(линзы, зеркала) получено изображе- 
ние, то оно, естественно, также яв- 
лястся источником света. Что можно 
сказать о его силе света? 

К сожалению, многие склонны 
считать очевидным, что сила света 
изображения всегда равна силе света 
источника. Так ли это? Далеко не 
всегда. При этом мы не имеем в виду 
поглощение и рассеяние света линза- 


Рис. 1. 





Рис. 2. 


ми и зеркалами; эти потерн учитывать 
мы не будем. Есть другие причины 
различий в силе света источников 
и их изображений. 

Во-первых, изображение практи- 
чески никогда не излучает одинаково 
во всех направлениях; связано это, 
в частности, с конечными размерами 
линз и зеркал. Плоское зеркало, 
например, це меняет силы света: сила 
света изображения равна силе света 
источника. Однако, нужно учитывать, 
что изображение излучает свет не во 
всех направлениях. Действительно, 
точку А (рис. 2) освещают и лампа, 
и ее нзображение в зеркале, 
а точку В изображение освадать 
не может. Сила света  изобра- 
жения в эТом направленин равна 
НУЛЮ. 

Рассмотрим другой пример. 

Источник О освещает экран 
Р через рассеивающую линзу Л 
(рис. 3). Изображение источника 0’ 
находится ближе к экрану, чем ис- 
точник; если у него сила света та- 
кая же, как у источника, то экран 
освещен ярче, чем было бы без линзы. 
А что даст прямое рассмотрение све- 
ТОВЫХ ПОТОКОВ? 





Рис. 3. `` 
4 


Когда не было линзы, на экран 
попадал весь свет, который шел в 
конусе АОВ. При наличин линзы 
часть этого света проходит мимо 
экрана, и освещенность экрана долж- 
на уменышиться. 

Очевидно, это связано с тем, что 
сила света изображения О’ меньше 
силы света источника О. Действи- 
тельно, ведь силой света называется 
отношение светового потока к телес- 
ному углу, а мы видим, что после 
линзы свет распространяется в боль- 


ний телесный угол. причем 
о (ОлУ. 
о" ТО 


5 Ш 
Следовательно, ол): =’л)а- Если 
освещенность экрана без линзы бы- 


Й > 
ла Е, = ос", то с лиизой 


ЦЕ Ео (0) (06) „р 
В: = ост = полос» < Во. 


Отношение сил света изображения 
и источника всегда равно отношению 
квадратов их расстояний от оптичес- 
кого элемента, создающего изображе- 
ние. Докажем это, например, для 
изображения в вогнутом зеркале. 

Пусть О — источник света, а 0’ — 
его изображение в зеркгле АВ 
(рис. 4). Тогда световой поток, излу- 
чаемый источником в конус АОВ, 
после отражения от зеркала и про- 
хождения точки О” распростраияется 
в конусе А’О’В’, по величине равном 
АО’В. (Под величиной конуса, естест- 





венно, подразумевается  соответст- 
вующий ему телесный угол.) 

Пусть сила света источника О 
равна /. Световой поток ретро: 


ЗА 
няется в конусе АОВ и равен 7; 66 , 
где $ав — площадь поверхности зер- 


кала АВ. От изображения О’ свето- 
вой поток идет в телесный угол, 


раввый Аа; ; значит, сила света изо- 
бражения 
ры (0’С 
ЦОС . 


И для этого случая мы получили 
ожидаемое соотношение. 

Интересно отметить еше один факт. 
Рассмотрим освещенности площадок 
Ри Р, (рис. 4). Для Р все ясно: 
левая ее поверхность освещена источ- 
ником О, и освещенность 


в ОЕ } 


правая поверхность освещена изобра- 
жением 0’, ее освещенность 

й Г 

Е’ = (0’Р)? - 

А что делается на поверхности 
площадки Р.? Через эту площадку 
должен пройти весь свет, отра- 
жающийся на участке зеркала между 
точками В и О. Этот поток осветит 


правую поверхность площадки; ее 
освещенность 





0'С 
и (0'С) 


Ер ‚= ль (ОР 


а 


С другой стороны, 


{ Г 
Евь = осу == (ОС . 





Таким образом, освещенность правой 
стороны площадки Р., обозначенная 


Ер,, равна как будто эта 


1 
`(б’Р 
сторона площадки освещается 
изображением 0’. Это, впрочем, 
и естественно, так как свет 
уже отразился от зеркала. 


Левая сторона площадки Р, ос- 
вещается самим источником О, и ее 


4 % 
освещенность равна р. }- 


Когда же сила света изображения 
равна силе света источника? Тогда 
и только тогда, когда расстояния 
от источника и от изображения до 
оптического элемента (линзы, зерка- 
ла), создающего это изображение, 
равны между собой. В частности, 
сила света изображения, полученного 
в плоском зеркале, всегда равна силе 
света источника. В собирающей лин- 
зе и вогнутом зеркале такое равен- 
ство осуществляется при расположе- 
нии источника на двойном фокусном 
расстоянии, а в рассеивающей линзе 
и выпуклом зеркале получить изо- 
бражение действительного источника 
света той же силы, что и сам источ- 
ник, невозможно. 

Почему сделана оговорка относи- 
тельно действительного источника? 
Давайте проверим, нельзя ли полу- 
чить в рассеивающей линзе изобра- 
жение на том же расстоянии от нее, 
что и источник. Если абсолютную 
величину фокусного расстояния лин- 
зы обозначить Ё, то формула линзы 
в интересующем нас случае будет 


выглядеть так: — р = +, ©т- 


куда 4 = —2Р. Знак минус» перед 
расстоянием от линзы до изображения 
означает мнимость изображения. Оче- 
видно, мнимым должен быть источ- 
ник. Проще говоря, на линзу должен 
падать сходящийся пучок света. При- 
мер такой ситуации показан на ри- 
сунке 5, где Л, и Л, — соответст- 
венно собирающая и рассеивающая 
линзы с одинаковыми по величине 
фокусными расстояниями, а О — ис- 
точник света. Если убрать /Т., то мы 
получим изображение 0’ стой 
же силой света, что и источник. 


*) Отметим, что при решении задачи мы 
считали разнымн некоторые расстояния, на- 
пример ОА, ОВ, ОС и ОБ, которые, конечно. 
не точно павны друг другу. Разница между 
ними может считаться малой, если по срав- 
нению с ними малы расстояния АС, СВ 
н тд. 
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З/2Р 


Рис. 5. 


Предоставляем читателю убедиться, 
что такая же сила света будет и 
у изображения 0”. < 

Следует обратить внимание на то, 
что вопрос о силе света окончатель- 
ного изображення решался после- 
довательно, в два этапа. Конкретно, 
ни (095 ни“ 3 (09 

(7,052 ИИ ое "И лоуене опре- 
деляют отношения сил света источни- 
ков Он О", хотя часто можно встре- 
тить решения, в которых од- 
Ио из этих отношений принимается 
За отношение сил света изображения 
и источника. 

Вообще всегда несколько линз 
можно заменить однон, полностью 
им эквивалентной. Но такая линза, 
как правило (исключением является 
злучай, когда линзы прижаты друг 


к другу вплотную), не может счи- 
таться тонкой. У нее две не совпадаю- 
щие друг с другом главные плоскости, 
от которых следует отечитывать рас- 
стояния до источника и до изображе- 
ния. У тонкой линзы обе главные 
плоскости совпадают друг с другом 
и с плоскостью самой линзы. 


1. Какова сила света изображения, если 
источник помешен в фокальной плоскости 
собирающей линзы?. 

2. В воде на глубине Л расположен 
точечный источинк света силы /. На одной 
вертикали с инм на высоте Н мад поверх- 
ностью воды находится небольшой экран. 
Найти освещенность экрана. Показатель пре- 
ломления воды п. 

3. На осн собирающей линзы на расстоя- 
нии @ от нее находится точечный источник 
света. По другую сторону линзы ставится 
экран. При расстояниях от линзы до экрана, 
равных ви с, освещенность светлого лятна 
на экране оказывается одинаковой. Опреде- 
лить фокусное расстояине линзы, 

4. В системе оптнческой связи передаю- 
щий луч лазера имест вид конуса с углом 
при вершине А==Ю-* рад (угол расходи- 
мости пучка). В приемном устройстве све- 
товая энергия фокусируется < помошью 
линзы днаметра Р = | м на фотоэлемеит. 
Оказалось, что при. изменснии расстояния 
Г между передатчиком и приемником с 5 до 
10 км сигнал на выходе фотоэлемента умень- 
шился в 2 раза (из-за поглощеняя в атмос- 
фере). Во сколько раз измеимлся сигнал 
при увеличении расстояния © 10 до 20 хл? 





Взгляните на рисунок слевз. на котором 
видны две линин — горизонтальная и вер- 
тикальная. Наверное. вам кажется, что вер- 
тикальная линия по крайней мере на */; длин- 
нее горизонтальной, в то время как онн со- 
вершенно одинаковы. 

А зо? взгляните па два квадрата. Один 
прочерчен вертикальнымн линиямн, другой 
— горнзонтальнымн. Конечно, всякий ска- 
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жет, что взорой квадрат шире и промежутки 
между горизонтальными полосками шире, 
чем между вертикальными. А между тем они 
совершенно одинаковы. Поэтому люди низ- 
кого роста, которые хотят казаться более 
высокими, часто носят платья с вертикаль- 
нымн палосами. 

{Б. Донат. Фнзика в нграх. Изд-во 
детской литературы, М.—Л., 1937.) 


Вступительные экзамены по математике 
в Московском текстильном институте 


в 1970 году 





Вступительные экзамены в МТИ 
проводятся в полном соответствии 
с программой по математике для 
поступающих в вузы. Как и во всех 
технических вузах, математика яв- 
ляется профилирующим — предметом 
при поступлении в МТИ. 

На факультетах энерго-механиче- 
ском и текстильного машиностроения 
абитуриенты сдают два экзамена по 
математике: письменный и устный. 
На механико-технологическом, хими- 
ко-технологическом и инженерно-эко- 
номическом факультетах проводится 
один экзамен по математике — уст- 
ный. На всех факультетах медалисты 
сдают экзамен по математике. 

Разберем один из вариантов, пред- 
лагавшийся на письменном экзамене. 


Варнант 


1. Решить уравнение 


с0$ 2х 
свх— 1 Зах! . 


2. Решить уравнение 
108$ (х — 1)3 + 1088 (х — 1) = 25. 


3. Упростить при О<а= 1: 
— ен (Ув Уз —И*-— 
У5 _. | 


Узячуа |! 
- ([-+уе) |. 


уатрь 


4. В основании пирамиды лежит прямо- 
угольный треугольник с гипо- 
тенузой с н острым углом а, боковые ребра 
пирамиды наклонены к плоскости основания 
под углом 9. Найти объем пирамиды. 


Т. И. Берхина, Э. М. Кан 


Разбор задач варнанта 


1. Находим  ОДЗ уравнения 
Хэ. , хе 4 (4т— 1) (1, т=0, 
51, ...). Теперь преобразуем левую 
часть: (с4е х—1) (4х!) = с0$ 2х, 


сх эх соо 
ЯП с05х — . 


] 5 
с0$ 2х = 7 0$ 2х зп 2х, 


052 | 1 = 912) =0. (*) 


Так как второй сомножитель в 
(*) отличен от нуля (т 2х2), то 
с0$ 2х=0 и 


х=-- (2+1) (2=0, +1. ..). 


Учитывая ОДЗ, исключаем те значе- 
ния х, которые получаются при не- 
четных Ё. 


Ответ: 
х=- (41+ 1) (п=0, +1. ..). 


Решение этого примера не вызва- 
ло особых затруднений, однако мно- 
гие получили лишние корни, так как 
не учитывали ОДЗ. 


2. ОДЗ уравнения таково: х>>1. 
Преобразуем левую часть, используя 
свойства логарифмов: 


16 108$ (х—1) + 9108? (х—П=25. 


Решая полученное биквадратное урав- 
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нение, которое равносильно задан- 
ному, находим 
_ 25 


106? (х— 1] =1 или 0х — |} = — 5. 


Последнее равенство невозможно, 


остается в (х — 1) =-Е 1, откуда 


6 


Типичная ошибка: мно- 
гие абитуриенты забывали возводить 
в соответствующую степень показа- 
тели 2 и 3 при вынесении их за знак 
логарифма. 


3. Сначала находим допустимые 


значения а и 6: а5=—6. Преобразуем 
исходное выражение: 


а МТ 
р ЗН 7 т 


== УЕ УЕ [4+ та—2уа-+и-— 


ы = 


уз = [а-2/2+ |= 
Ба аа а 
При решении этого примера абиту- 
риеиты не всегда обращали внимание 
на условие 0<а<1 и поэтому до- 
пускали ошибку при извлеченни квад- 
ратного корня. 


4. Высота пирамиды (см. рисунок) 
пройдет через центр О круга, описан- 
ного около основания, так как боко- 





вые ребра пирамиды наклонены к 
плоскости основания под равными 
углами. Известно, что в прямоуголь- 
ном треугольнике центр описанного 
круга лежит в середине ЕК 


Объем пирамиды: У = = ия Из 
А АВС находим 
В С= ссоз«, АС = супа, 


С? Ут ©. С05 © сш 2“ 


ФААВС = 5 Е 


Высоту пирамиды находим из прямо- 
угольного А РОД: РО = 48. Та- 


ким образом, 


Г 2 5т2а 


[а 
3“ ^, — м вр 


ОР 
= С* ЭТ 24 18$. 


1 ‹ 
= 5 сз 51п 2а 18 Ф. 


В этой несложной задаче некото- 
рые абитуриенты испытывали затруд- 
нения при построении чертежа (не- 
верно была изображена высота). 


Разберем еще несколько приме- 
ров, предлагавшихся на письменном 
н устном экзаменах. 


Ответ: 


\. Рецить уравнение 
7 с0$ х--2 эт Зх с0$ 2х — эт 5х ==5. 


Преобразуя второй член в сумму, 
приводим уравнение к виду 


1 созх + чпх = 5. 


Теперь можно использовать по- 
ловинный угол для сведения уравне- 
ния к однородному или решать это 
уравнение с помощью введения вспо- 
могательного угла. 

Ответ: 


х, = Загс = + 2лл, 

х, = —Эагс 8 3 +26 

0% Е Ор НЕ . чм. 
2. Решить неравенство 


юв, Поз (х? — 6}] > 0. 
Е 


Это неравенство равносильно си- 
стеме неравенств 


х—6> 0, 
а 
или 
х—6> 0, 
| < х*—6< 3. 


Второе неравенство включает в себя 
первое, из него и находим 7х? < 9, 


ИТ <И<З3. 


Ответ: 


У <х<З или —3<х<-У7Т. 


В этой задаче многие абитуриенты 
не учитывали, что основание внешне- 
го логарифма меньше 1, а некоторые 
забыли про знак модуля и потеряли 
вторую часть ответа. 

В заключение приводим один ва- 
риант письменной работы и отдель- 
ные задачи из письменных работ и 
устных экзаменов для самостоятель- 
ного решения. 


Варнант 


Решить уравнения: 
х 3 | 3 
1. с05-2- с05—5х — чп х япЗх — 
— эт 2х эт Зх = 0. 
| 
2. 2щ2+ (1 +5; 163 — 
а 


3. Упростить: 


вх _ Уая —} ох 
у — Уз_Ууя т У —2Уах-+ уж 
альт ВИ Улан иИИИИИЙ и 
уа —ух 
У. 


4. Сторона основания правильной треу- 
гольной пирамиды равна а, боковые грани 
наклонены к плоскости основания под уг- 
лом Ф. Найти объем пирамиды. 


Отдельные задачн 


Решить уравнення: 


5. чл х - 5 (+-+ = ЯП 2х. 


в. УЗ из 
2 


— — с05 Зх == с0$ 7х. 
‚ _ 605х 
7. ых-- т 3х = 2. 
8. Преобразовать в произведение: 
5ес? © — 16% а + 


р л а л а 
+* (2-5)+«(+-5). 


4 


3 
9. Дано: ща=-, лп<а< я. 


& 
Найтн 15 —`. 


Решить уравнення: 


х-— 


10. у 64—у 3х3 {12-0 
и. 10° х + 
12. 15210х 5 вх = 9. 
13. 4102 1х1 — 8. 


хвх — 20. 


14. 10вз (3% — 1) Юз (3+1 — 3 =6 


Решить неразенства: 


0. ох—0, 5 
15. у; > 5.0.047 !. 
3—х 
1х 16 


16. 0.8 < 35. 


17. 1х? < | х 
18. (х? — 4) 090 вх> 0. 

19. 1080.5 (2х + 6) > 00.3 {—8). 
[2х — 3] —х 


ти х—2 


> 0. 


21. При каких значениях 2 уравнезне 
(54 — 1) 2 — (59+ 2) х- (За —2) =0 
имеет равные корни? 


22. Упростить: 
! 


х 0,2. тии 
+= ия)? —_ Иа а 


3х ОР двиынь аетщт—=— 
+= Из —29.2 Их 


23. Доказать, что в прямоугольном зре- 
угольнике биссектриса прямого ‘гла делит 
пополам угол между меднаной и высотой, 
опущенными на Гипотенузу’. 

24. Площадь равностороннего треуголь- 
ника, построенного на гнпотенузе прямо- 
угольного треугольника, вдвое больше пло- 
щади последнего. Определить углы прямо- 
угольного треугольника. 
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Письменный экзамен по математике 
на гуманитарных факультетах МГУ 
В 1970 году 





А. Г. Кушниренко, С. В. Фомин 


Письменный экзамен по математике сдается при поступлении на следую- 
щие гуманитарные факультеты МГУ: психологический, экономический и от- 
деление структурной и прикладной лингвистики филологического факуль- 
тета *). Об уровне требований по математике, предъявляемых к абитуриен- 
там, поступающим на эти факультеты, можно судить по приведенным 
ниже вариантам письменного экзамена 1970 года, а также по вариантам 
1969 года **). 

На отделении структурной и прикладной лингвистики филологического 
факультета на письменную работу давалось 5 часов (300 минут). Для полу- 
чения пятерки требовалось решить первые три задачи и любые две из пос- 
ледних четырех. Практически пятерка ставилась и за чуть худшую работу, 
а положительную оценку получали во всяком случае те абитуриенты, кото- 
рые решили не менее двух задач, из которых хотя бы одна входила в число 
первых трех задач. 

Варианты письменного экзамена на отделении экономической киберне- 
тики экономического факультета здесь не приводятся, с уровнем требований 
по математике на этом отделевин лучше познакомиться по варнантам 
1969 года. 

На психологическом факультете и на отделении политической экономии 
экономического факультета на письменную работу отводилось 4 часа 
(240 минут) и для получения пятерки требовалось решить все 4 задачи. 
Практически пятерка ставилась ин за чуть худшую работу, а положитель- 
ную оценку гарантировало решение любых двух задач. Ниже мы разберем 
решения некоторых задач подробно, а к некоторым дадим лишь ответы, 

мые ниже варианты являются реальными (не сборными). 


Филологический факультет 


Варнант 


1. В соревнованиях участвовали три байдаркн. Первая байдарка проходит каждые 
100 м на 2 сек быстрее второй и на 3 сек быстрее третьей. За какое время первая байдарка 
прошла один километр, если за каждые 30 сех вторая байдарка опережает третью на 60/1 3м? 


2. Найтн все х, для которых 0,5<х<2,5 и которые удовлетворяют неравенству 
10бзх-хз (За—ах) <: 1 при всех а из промежутка 0 а<2. 


*) На отделении экономнческой кибернетики экономического факультета и иа 
отделении структурной н прикладной лингвистики филологического факультета сдается 
также н устный экзамен по математике. 


**) Их можно найтн в статье «Гуманитарии сдают математику» («Квант» №4, 1970). 


ы 


- 


Е В п : Л 
3. Найти все х. удовлетворяющие условию 597 < Зх — >| <Я и являющиеся ге 
меннем уравиения | #005 х +508 2х зи хя 2хеми Зх 


4. Доказать, что Ил —4л +370 при всех целых л. 

5. Не пользуясь таблицами, доказать, что {# 208`<Сзш 492 

6. В окружность вписан треугольник со сторонами 7. 24. 35. Вычислить площадь вру 
гового сегмента, стяпутого хорлой. длина которой 7. 

7. Сколькими сиособами сумму 4 руб. 96 коп. можно составить ил монет по Зи 15 коч.? 


Решения задач 


1. Ответ: первая байдарка прошла 1 км за 230 сек: 
2. Прежде всего докажем, что при 0,5 < х< 2,5 выполняется неравенство 


> х 9 : 3 2 
Зх—х?>>1. Действительно, Зх — х? =-4-- ( х-- -5-] ‚ но при наших огра- 


3 2 р ое 
ничениях ( х ие < 1, следовательно, Зх -- х? > и» 1. Поскольку ос- 
нование логарифма больше |, неравенство можно переписать так: Зх—х*> 


>За—ах или 

х (3—х) >а {3—>. (") 
Мы должны найти все х из промежутка 0,5 < х << 2,5, которые являются реше- 
нием неравенства (*) при всех а из промежутка 0<а<.2. Для любого х из 
промежутка 0,5 < х< 2,5 выполняется неравенство 3—х >> 0, и, значит, нера 
венство (*) эквивалентно неравенству х > а. 


При всех а из промежутка 9<а< 2 неравенству х > а удовлетворяют 
всех - 2; учитывая неравенство 0,5 < х << 2,5, получаем ответ: 2=х<2,5. 


1 -= с05х -— с052х = мах + мах -- “пЗх, 
созх (1--2 созх) = 2х (1-2 созх), с05х 11 --2 с0$ х} (1—2 вх) 0. 


Последнее уравнение эквивалентно исходному. Будем решать его и для 








> ма 
каждой серни ответов проверять условне = =" я. 
л д 
1. созх-=0, х = 5 - ПА. Отсюда [35—57 2 + ЗлА ——- е 





= | (ЗЕ-+ Пл|. При К =0 5—5: п. то есть наше условие выполия- 


2 
дачи. Если же 520, то, как эко видеть, |(ЗА - 1) д|=2я и из серии кор- 


д = 
ется (5 <= п], и, значит, х =. п. -0 =—- является ответом зи- 


ней вида ---+ Ал только х --5- удовлетворяет нашему условию. 











П. 1+2с05х = 0, со5х= =. хе 52 = 24. Отсюда 
[2 66: = |612 
При любом А последнее выражение слишком велико: 
а) й = 0, | р =. 








: : : 7 
Фо, [| оя— | ыивеь зн || Фет: 


#9 


2я 
Таким образом, ни одно значение х из серии х= + +2Ап не удо- 


влетворяет условню. 


ПЕ. 1 25пх= 0; а) х= Я +26; 6) х = Ая. 























а) | 3х—-5-| = |5 +6Ая—-5-| =|6л{. Если А=0, то 
|3х— -; =0<--; «сли #520, то | 3%—— >= |6л| > п. 
ы 5 д ь 
6) | 3%—--| = ||а+ бил — >| = [2л-1- бл] 2 2л. 
Таким образом, ни одно из решений уравнения мпх = не удовлетво- 
ряет условию. Ответ: х= >. 


4. Найдем, прин каких х трехчлен 11х2—14х -- 3 меньше нуля. Этот 


28 х, =1. Таким образом, 11х?—14х--3<0 


трехчлен нмеет корни х, = п › 


3 
принт <х< 1. Но в последнем промежутке нет ни одного целого числа, 


значит, при всех целых п 111*— 141-30. 
5. Очевидно, 18 208? = 45 283 < 46 309 = 

\ 1 
В. 


> $11 45$ = Е 
< $11 492?, что и требовалось доказать. 


яп 4929 =чпл 482°> 
| 


1 
в 


1 
ут: 


значит, {9 208° — < 


! 
Я 


6. Указание: по теореме, обратной к теореме Пифагора, наш тре- 


угольник прямоугольный (72-+-24*=252). Ответ: Е агсй = —42. 

7. Заметим, что каждый способ вполне определяется числом 15-копееч- 
ных монет. Посмотрим, каково может быть это число. Поскольку общая 
сумма (496 коп.) четна и любая сумма, составленная из 2-копеечных монет 
также четна, то число 15-копеечных монет должно быть четно. Кроме того, 
это число неотрицательно и не слишком велико, так как в любом способе 
сумма, составленная из 15-копеечных монет, неотрицательна и не превосхо- 
дит 496, тоесть 0 21-15 < 496. Легко видеть, что никаких других условий 
на число 15-копеечных монет нет: если мы составим из четного числа 15-ко- 
пеечных монет любую сумму, не превосходящую 496 коп., то недостающую 
сумму (она четна) всегда можно составить из 2-копеечных монет. Осталось 


решить в целых числах неравенство 0=—27-15 <496, или Оп 16. 


Ясно, что это неравенство имеет 17 пелых решений: п =0, 1, 2, ..., 16. 


Ответ: 17 способов. 


Наибольшие затруднения в этом варианте вызвали задачи 2 и 3, скорее всего из-за не совсем 
обычной формулировки. Судя по работам, некоторые абитуриенты не сумели до конца по- 
нять условия этих задач.Так, например, в задаче 3 некоторые абитурненты просто решалн 
(притом не всегда верно} тригонометрическое уравнение. не учитывая дополинтельного ус- 
ловия на х. Другие абитуриенты, получив бесконечное число решений тригонометрического 
уравнения н понимая, что нужно проверять выполнение дополнительного условня, не смог- 
ли провести такую проверку. «Раскрыв модуль» в дополнительном условии, многие не смог- 
ли довести проверку до конца. 


Психологический факультет (дневное отделение) 
Вариант 1 


1 Два одннаковых парохода отправляются от двух присланей первый пароход ол при 
ставни А вниз по течению, второй — от пристани В вверх по течению Каждый пароход. 
дойдя до конечного пункта, стонт там 45 мин и возвращается обратно. Если пароходы от 
правляются от начальных пунктов одновременно. то на обратном пути они встречаются в 
точке К. которая в 2 раза ближе к А, чем к В. Если нервый пароход отходит от А ва | час 
позже, чем второй пароход отходит от В, то на обратном путн они встречаются в 20 км ог А 
Если первый пароход отходит от А на 30 мин раньше, чем второй отходит от В, то на обра! 
ном пути пароходы встречаются в 5 лм выше К Найти скорость реки и время, па которое 
нторой пароход доходит от А до АК 

2 Найтн все действительные значении и. при когорых уравнение 


дном +1 0 


нмеет ровно чегыре действительных корня, образующих арифметическую прогрессию 
3 Найти все х, удовлетворяющие нерансиству 


в „(> - 2х }< Об (Вх |. 


4. В правильную треугольную нирамиду помещены 3 шара так, что 1.-А шар касается всех 
боковых граней пирамиды и 2-го шара, а 2-й шар каслется боковых граней я 3-го шара. 
а 3-й шар касается боковых граней, основакия пирамиды и 2-го шара. Какую долю объема 
вирамиды занимают три шара. ссли се боковые грани наклонены к основанню под углом а? 


Решнения задач 


1. По условию задачи пароходы одинаковы, значит, и скорости парохо- 
дов в стоячей воде одинаковы. Обозначим эту’ скорость через г (км/ч). Обоз- 
начим через и, (км/ч) скорость реки, через $ (км) — расстояние между А и 
В. Ниже время будем измерять в часах и размерности всех величии будем 
опускать. Сравнивая времена, которые затратили пароходы на путь от мо- 
мента выхода до момента встречи на обратном пути (включая и стоянку), 
составляем систему трех уравнений с тремя неизвестными: 




















| 25. 5 
5 3 рии 3 
ое, Ром ии о ' 

5 $—20 сах 9 ‚ 20 
ео от 1 те 
25... $. 

5 ЗА 9 








ош Е — о Мора 
Из первого уравнения получаем, что и = За, а из первого и третьего 
находим: %, == 7,5; и = 22,5. Подставляя во второе уравнение эти значения 


ги и, находим 5 = 30, откуда АК == 10. Значит, второй пароход доходит 


10 1 = # 
от А до К за 55 = 5; часа. Ответ: скорость реки 7,5 км/ч, и второй 


пароход доходит от А до К за 20 мин. 


2. Нетрудно догадаться, что исходное уравнение своднтся к квадрат- 
ному. Уравнения такого вида разбираются в школьном учебнике. Положим 
х' = 2. Тогда уравнение перепишется в виде #-+а!-+-1 = 0. Пусть Ци {, — 
действительные корни этого уравнения. Легко видеть, что Ё, и #5 должны 
быть положительны и различны. Предположим для определенности, что 
0<[:<Ь.. Тогда исходное уравнение имеет следующие корни (занумерован- 
ные в порядке возрастания): х, = — У, х.= ФИН, ж-=ИЬ, же Ь. 


Чтобы эти четыре корня образовывали арифметическую прогрессию, 
необхолимо и достаточно, чтобы х.—х:— ху—х.= хаха или р Ы-рЬИ 
+. а. ет = а я. а 
праны -ры, то есть 2 Иер -раь, ЗИ =рЬ, 81 -- 6. 
Теперь воспользуемся теоремой Виста. Если 811, 5 {[ь, то Я В -Ё.. 


Но по теореме Виета /,Ё, — 1, поэтому ма о ГН=- =. #1, - +9. Номы 


Г 
э, 
образом, найденные значения {; и {, являются единственно возможными. 
Посмотрим, могут ли получиться такие корин при каких-нибудь значениях 
а. Сиова по теореме Виета находим, что единственно возможным значением 


требуем, чтобы #, и #, были положительны, значит, 1, !„ 9. Таким 


1 
и является а- — (#1 -- Ь,) — а. Но есть теорема, обратная к теореме 


Виета, о том, что если хх. - дих:-гх, -^ — р, то числах, и х. являются 


корнями уравнения х*+ рх--д -- 0. Значит, числа 5 и 9 действительно яв- 


ь | г Е 1 
ляются кориями уравнения {*-— [5+9 )(-- 5--9-.0. 


Ответ: а —9. 


Большая часть абитуриентов ие пользовалась теоремой Виета, а запн- 
сывала корни в виде 


= 





га ИА т и. У 14 
2 и | 2 р › 


откуда н находила а. Решение получалось сложнее н длиннее. 
3. Легко видеть, что ОДЗ задается тремя неравенствами: 
3 о 2 
1) -=-—2х > 0, 2) 2х—1->0. 3) 0% с0$х? < 1. 


Прин такнх х исходное неравенство эквивалентно неравенству 


З 
—— 2х 2—1. 
х 


Осталось ремгить систему четырех неравенств: 


у — 2х0, 2} 2х—1.> 0, 3)0 < созх*< 1, 4) 2—2 ыы 1 


| . 
Из второго иеравенства 2х—1>>0, х >. -„-. Теперь мы можем домвожить 


“> 


: 2 : Е 
нервое неравенство на х: 3—2? > 0,5? < к Поскольку д >3З нд". —- 


д <] ля 3 
<--, то 0< х*< —- и неравенство 0 < с0$ х” < } выполияется автоматиче- 


скин. Последнее неравенство можно Также домножить на х: 3—4" + х >0, 


3 - ми ! Е 

откуда у: х- 1. Сопоставляя три неравенства: хе, ЦН 
КОВ | Е 

я <х-_1. находим ответ: < х<о |. 


. 41 УЗ оз ня улья ` 
4 Ответ: от 5 42 5 45 | 


Экономический факультет (дневное отделение) 
Вариант 


1 Объем бруска, имеющего форму прямоугольного параллелепииеда, равен 150 луб. см. 
площадь полной понерхности равия 280 ка. см. пернметр основания равен 49 гм. Найти 
размеры @рускэ 

2. В квадрат: АВСО илощади 1 сторона АБ продолжена за тачку О и на продолжения 
взята точка О на расстоянии 3 от точки О. Ма точкн О проведены два луча Первый луч 
пересекает отрезок СО в точке М и отрезок АВ в точке №. причем длина отрезка ОХ равна 
а Второй луч пересекает отрезок СО в точке Ё и отрезок ВС в точке К. причем -: ВАЁз: &. 
Найти площадь многоугольника ВКЕМУ. 

3. Решить уравнение Тонона х она 1614 2х. 

4 Решить уравиение |2|7—2 1+2. 


Решения задач 


1. Обозначим стороны основания бруска через х (см) ии (см), а высоту 
бруска через г (см). Пусть для определенности х >= и. Тогда 


Ху == 150, 

2 (ху -| уг -- х2) -= 280, & 
2(%и=40, г) 
Хх уч. 


Из первого и третьего уравнений хи = ее и х[у -- 20. Подставив эти 


выражения во второе уравнение, получим уравнение относительно 2: 


15 7т+уУв 
т 2г =. 14, откуда ЕН Теперь нам известны сумма хи 


150 
н произведение ху- -— чисел х и у, значит, х и у являются корнямн 


300 
тауче = 0. Решая его, находим 


+у в 
300 


{1 з=10- У тю 7+ 


квадратного уравнения {2 — 201 -- 


Приг=_7--\ 19 дискриминант этого уравнения отрицателен: 100 — 





2 
300 300 75 И 
— ———_—_< 100- ——=0, а при ТРИ 1 дискриминант по- 
у < 7—4 В - 2 : 
ложителен и меньше 100. При этом значении 2 #20, #,.>0, то есть х_>>0, у>>0. 
-:. МЛЯ | 300 
Легко видеть, что числа 2. и ИН х == 10+ Ую-— ь 


-й 309 | 
у= — у 100 ту действительно являются решением системы (*)}. 
Ответ: стороны основания равны 10 + У 100- уе : высота 


7т+У9 
равна —^_— 


Почти ни у кого из абитуриентов составление правильной системы уравнений в этой за- 
даче не вызвало затруднений. Однако решение полученной системы многим оказалось не под 
силу. Некоторые абитуриенты, найдя два значения 2, формально находилн соответствующие 
значения хи и, не заботясь о том, что в одном из указанных ими ответов х и у не являются 
действительными числами 


а3 


1+3 з 7 
2. Ответ: Звкмх = 1 ЕЯ И —16. 


3. 1ов-Ювох = 108 ов а2х, Шова (10вх)*= 108 а1ова2х, (106. х)? = [06.2 + 
- = 108. Х, 


(108. х— (196 х+ =) =0. (*) 


Уравнение (*), как легко видеть, является следствием исходного, то есть 
всякий корень исходного уравнения удовлетворяет (*). Найдя корни (*) 
и проверив их подстановкой в исходное уравнение, получаем ответ: 
х=2. 

4. Запишем комплексное число 2 в виде г == х - И), где х, у — действи- 
тельные числа. По определению |2|=1’ х? + у? , в частности, |2| — действи- 
тельное число. Перепишем уравнение в виде |2|-:— (хи) = 1-2. Ком- 
плексные числа равны тогда и только тогда, когда у них равны действитель- 
ные и мнимые части. Поэтому решаемое уравнение эквивалентно системе 

| —х= 1, 


Ца -у=2. 
Из первого уравнения х= —1, поэтому |2| = у +у =у 1+, 


и для определения у получаем уравнение; 1+1 =иу-+2. Возведя обе 
З 
части в квадрат н сделав проверку, находим у= —-4-, То естьг = —1— 
3 


——#. 


4 


Хотя для решения задачи 4 не требуется знаний, выходящих за рамки «Программы всту- 
пительных экзаменов по математике для поступающих в высшие учебные заведения СССР», 
е этой задачей абитуриенты справились очень плохо. Большинство поступавших обнаружи- 
ло незнание определений модудя комплексного числа и равенства комплексных чисел, 


Психологический факультет (вечернее отделение) 


Вариант 


|. Найти все действительные значевии а. при которых корни хр и х. уравнения 
: з ы 
х? +ах+а-=0 действительны и удовлетворяют соотношениям х/ ль. хх» @1 
2. Решить неравенство 


х 
Е | О 5; < | 8, (5 - 1 }- 


х д А х 


3. Садовинк при сдельной работе первый день работал так полдня копал нм\. хаеду 
щие полдня сажал кусты; заработал 3 рублн. На другой день он полдия сажал КУСИА И Ш 
дия косил траву; заработал за этот дель 2.5 рубля. На третий день ои полдия комал ях 
и полдня косил траву; заработал 3.5 рубля. Сколько он заработаст денег. сели аль девь 
будет косить траву? 

4. В телэ. озразованног вращеннем прямоугольного треугольника вокруг типовых ча 
вписан шар. Найти отношение площади его поверхносги к площади инверхиасти леди зпия. 
что один из острых углов треугольника равен а 


Решения задач 


1. По теореме Виета х:х., = а. Поэтому, если х, (хих.) = а?, то ха = 
= а*, или а (х,—а) = 0. Ясно, что а520, так как при а = Ох, = х. =0 
п условие х.<х. не выполнено. Значит, х.—а = 0, х, =а. Но 


хаХз= 950, поэтому х. = |. Опять по теореме Виета 
ж-хХь —= —а, 


О 1 
поэтому 1--а = —а, откуда а= — =. Но решение задачи на этом не 


окончено. 


Проверка. При а= — -- корнн нашего уравнения равны | и 


1 1 12 1-3 
——5`° Возьмем х, = —-5 их.=1. Тогда х,<хо и (-=-) к = 


2 р 
то есть х, х. = а*и значение а= ---5- удовлетворяет всем условиям за- 
1 
дачи. Ответ: а= = 
2. Чтобы обе части неравенства имели смысл, необходимо и достаточно 
выполнения следующих неравенств: 


Ю3-> 6 2 5-1>6; 


хат 





= 1; 














ват и 


<; 1; значит, 3) н 4} выполняются автоматически. Поскольку прих>2 


Из |} и 2) следует, что х>2. Из х>2 следует, что е 





х-1 





>> 1от, 5) эквивалентно неравенству —- > 1 или х>3З, а 6} эквива- 


лентно неравенству >- 1> |1 или х>>4. Таким образом, ОДЗ задается 


неравенством х>4. 





Поскольку = <1и 1 при х>4, то исходное неравенство 
эквивалентно неравенству 
х 
в РЕ, | Е 


а последпее неравенство эквивалентно неравенству 


Хх — Хх 

Ао 

решая которое, находим х=<.6. Учитывая ОДЗ, получаем окончательный 
ответ: 4<хХ= 6. 


3. Ответ: 3 рубля. 


Зам 24а, 


4. ОТВЕТ: арена * 


Экономический факультет (вечернее отделение) 
Варнант 


1. Из разных концов вагона движущегося поезда навстречу друг другу выходят два че- 
ловека. Первый движется в сторону головного ватона поезда и имеет относительно вагона 
скорость 0,5 м/сек. Второй имеет относительно земли скорость 63 км/ч. Через 5 сек цосле 
начала движения расстояние между ними сокращается до одной пятой длины вагона и сос- 
тавляет одну сороковую часть пути, проходимого поездом за 5 сек. Найти скорость поезда 

2. В прямоугольнике АВСО на сторонах АВ:-=6 и ВС= 8 взяты точки АМ и № так, что 
огрезок ММ параллелен отрезку АС. Известно. что периметр многоугольника АМХСВ 
относится к периметру треугольника МВА’, как 7: 3. Найти длину отрезка МХ 

3. Решить уравнение $т х-+ $1 4х +5 т 7х 0. 

4 Решить неравенство 22-7] —2%-1 


Решения задач 


1. Ответ: скорость поезда равна и м/сек = 18,9 м/сек. 


2. По условию задачи ММ \ АС, поэтому ДМВМ АВС. В подобных 


: М В 
треугольниках сходственные стороны пропорциональны: 18 А Но 





В\ = ВС 
и Се ‚ поэтому удобно взять МВ -- Зх, тогда ВМ -= 5 МВ--4х. Выра- 
жая периметры АММСО и МВМ через х, получаем уравнение и 
7 д 14 (4 
- -3-, откуда ММ == 5х ==. Ответ: ММе з. 
3. Ответ: ХА (п=0 +1 ) А, ай 
. те => 4 У ле вл] - 3 9 Я 3 


(Е =0, =1...). 
4. Ответ. х>0. 


Наиболее распространенными ошибками в этом варианте были ошибки в решении прос- 
лейщих тригонометрических и показательных уравнений, к которым приводятся задачи 3 
и 4. Так, например, многие абитуриенты неверно решили уравнепие $11 4х-=0 в задаче 3 и 
уравнение 2“ —72 в задаче 4, 

В заключение предлагаем несколько задач из других варнантов для 
самостоятельного решения. 


Дневное отделение психологического факультета 


1 Найти вси отличные от пуля действительные зиачения а, при которых уравнение 
хх ож, 0 имеет ровно пять действительных корней, образующих арнифметическую 
прогрессию. 


5 
2. Майти все значения х, удовлетворяющие иеравенству  Ю#оу хе [=—*] > 
^ # 


> Юон, (2х — |. 


Вечернее отделение психологического факультета 


3. Найти все дейстинтельные значения а, при которых корни х: н х. уравнения х?--- ах -|- 
--1 0 действительны и удовлетворяют соотношениям х1< ха, ха 2хо=- 4. 

4 Решить неравенство 
|| 


т | +=] < ‚ — то ‚ В»). 
г х о Кх +1 











кхр| | + 


> 





ИНФОРМАЦИЯ 





О МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
ПОДГОТОВКЕ 
АБИТУРИЕНТОВ 


22 декабря 1970 года в Москов- 


ском институте стали и сплавов ректо-. 


рат совместно с кафедрой высшей 
математики провел совещание пре- 
подавателей математики средних школ 
города Москвы, посвященное обсуж- 
дению математической подготовки 
абитуриентов технических вузов. 

С совместным докладом «О необ- 
ходимом уровне математической под- 
готовки абитуриентов» выступили зав. 
кафедрой высшей математики профес- 
сор И. Е. Базилевич и  профес- 
сор М. А. Акивис. В докладе было 
отмечено, что при изучении курса 
высшей математики во втузе особенно 
часто приходится использовать сле- 
дующие разделы - школьного курса 
математики: преобразования алгебра- 
ических и тригонометрических выра- 
жений, свойства основных элементар- 
ных функций и их графики, решение 
различного рода уравнений, нера- 
венств и систем уравнений или не- 
равенств, понятия абсолютной вели- 
чины действительного числа и ариф- 
метического корня, основные теоре- 
мы и формулы геометрии и т. д. 

Однако именно этими разделами 
плохо владеют многие абитуриенты 
и студенты первых курсов. Доклад- 
чики подчеркнули, что многие аби- 
туриенты не умеют правильно и гра- 
мотно оформлять свои работы, что 
связано с неумением четко и после- 
довательно мыслить. 

В заключение доклада были 
сформулированы некоторые положе- 
ния, выполнение которых должно 
способствовать повышению уровня 
математической подготовки абитурн- 
ентов: 


а) на протяжении всего обучения 
математике в средней школе следует 
обращать внимание на логическую 
обоснованность и стройность курса; 
учащиеся должны уметь правильно 
мыслить, рассуждать и грамотно 
оформлять свои мысли; 

6) при решении разного рода урав- 
нений и неравенств следует исполь- 
зовать понятие области допустимых 
значений и приучать учащихся сле- 
дить за изменением этой области 
при тех или иных преобразованиях; 

в) особое внимание надо обратить 
на технику тождественных преобра- 
зований алгебраических и тригоно- 
метрических выражений; следует тре- 
бовать запоминания основных формул 
алгебры, тригонометрии и геометрии; 

г) следует добиваться твердого 
знания свойств и графиков основных 
элементарных функций; эти свойства 
должны использоваться при решении 
уравнений и неравенств; 

д) при решении геометрических 
задач учащиеся должны уметь делать 
правильный чертеж и проводить чет- 
кое обоснование всех построений и 
вычислений; 

е) действующая школьная про- 
грамма по математике не содержит 
некоторых тем, знание которых же- 
лательно при изучении курса мате- 
матики во втузе. К иим относятся 
теория соединений, бином Ньютона. 
теорема Безу и решение двучленных 
уравнений. Эти темы следует вклю- 
чать в тематику факультативных за- 
нятий по математике. Кроме того, 
на этих занятиях следует более глу- 
боко, чем это предусмотрено про- 
граммой, изучать комплексные чис- 
ла и обратные  тригонометрические 
функции. 

В докладе доцента В. В. Гольд- 
берга были освещены наиболее рас- 
пространенные ошибки, допускаемые 
абитуриентамн на приемных экза- 
менах. 


-3 


г 
.} 


Наибольшее число ошибок в ра- 
ботах абитуриентов встречается при 
решении показательных и логариф- 
мических уравнений и особенно не- 
равенств; уравнений и неравенств, 
содержащих неизвестное под знаком 
абсолютной величины; при записи 
общего вида углов, соответствующих 
данному значению тригонометриче- 
ских функций, и особенно при реше- 
нии простейших тригонометрических 
неравенств; при построенйи графиков 
простейших трансцендентных функ- 
ций. 

Часто приходится встречаться с 
ошибками логического характера, осо- 
бенно в курсе геометрии: учащиеся 
путают теорему с определением, пря- 
мую теорему с обратной; свойства 
некоторых частных классов фигур 
переносят ина более общие классы 
(считают, что всегда медиана совпа- 
дает с биссектрисой или высотой 
треугольника, н т. п.); не владеют 
методом математической индукции; 
не видят необходимости в доказатель- 
стве свойств некоторых функций (три- 
гонометрических, показательной, ло- 
гарифмической). 

Еще раз было обращено внимание 
на плохое оформление письменных 
работ многими абитуриентами. При 
записи решения задач отсутствует 
логическая последовательность, ряд 
необходимых обоснований (особен- 
но в геометрии) оказывается пропу- 
щенным. 

Докладчик указал ряд конкретных 
ошнбок, допущенных абитуриентами 
при решении письменных работ в 
1970 году. 

При решении 
уравнения 


иррационального 


Та г те ты 
хи Зх-1 = их 1 
многие абитуриенты после возведения 


в куб заменяли ух 1+ 3х 1 на 


Ух-—Т, приобретая при этом посто- 
ронний корень (х-=0). 

При решении неравенств часто 
делаются преобразования, приводя- 
щие к посторонним решениям. Эти 
58 


посторонние решения отбросить с по- 
мощью проверки трудно, поскольку 
они могут заполнять целый проме- 
жуток. 

Так, решая неравенство 


хи 2х - 24 


возведением в квадрат, многие полу- 
чали ответ х >> 6, — 12 < х< —4, неза- 
мечая, что все значения х из второго 
промежутка не удовлетворяют дан- 
ному неравенству (этого не случилось 
бы, если бы поступающие заметили, 
что из условия вытекает неравенство 
х>0). Прн решении неравенства 


х--5 
(ХТ Т > (хх 1 





миогие правильно видели, что надо 
рассмотреть случаи х?х-+1>1 и 
0=< хх 1 < Ё но забывали, что, 
поскольку неравенство нестрогое, ре- 
щениями его будут и те значения х, 
для которых х?+х-]=1, то есть 
х=0 и х=—1. 

Неумение правильно оперировать 
с абсолютной величиной и арифмети- 
ческим корнем приводило к много- 
численным ошибкам. Так, например, 
решая уравнение 


ут 9х = у/2 соз Зх, 
где 


3 
<< Л, 


многие писали 
У тя т 2х == чпх- с05х 
вместо правильного 
ИТ ет 2х = Ыпх-+ с0$ х] = 
= —$Шх-— с0$х, 
поскольку д < х <> Л. 
При упрощении выражения 


ее о 
Гы ь еаь - 


при х=4 (а—1), 1<а< 2 приходилось 
преобразовывать выражение (а—2)?. 





Многие при этом писали 
ИУ@—2)* =а—2 
вместо правильного 
У@-—2): =в-=2-а, 


так как 1<а<2. 

Основным недостатком при реше- 
нии тригонометрических уравнений 
было плохое знание тригонометриче- 
ских формул, неумение решать 
простейшие тригонометрические урав- 
нения. 

Решая уравнение 


1-х... РЙХ о. . 
Ах... О-о = 


= -- 5 2х, 


некоторые поступающие вообще не 
знали, что делать с левой частью 
этого уравнения. Те же, кто видел 
там две бесконечно убывающие гео- 
метрические прогрессии, правильно 
писали, что левая часть имеет смысл, 


если |1 х|<1,то есть — = НЕл<х« 


д 
< 4-+Ал,но, решив уравнение, ос- 
тавляли обе серии решений: 
Хх = ЕЛИ Ха == — +Ел. 
Уравнение 


382х — 446 3х = 162 Зх 6 2х 


многие решали нерационально, вы- 
ражая 482х и 18 3х через ф8х, в ре- 
зультате получали сложное алгебраи- 
ческое уравнение относительно ф{сх. 
Быстрее же всего приводило к цели 
такое преобразование: 


ЗЕ 2х — 48 3х) = 16 Зх (1-12 24 3»), 
и, поскольку в ОДЗ 1--45 2х4 3х0, 


422х — 5 Зх 


Ее 3х — {6 3Х, 


или — Зе х=4@ 3х. 


При решении уравнения 
8 с05% х = З- 550$ 4х 


часть поступавших приходила к урав- 
нению четвертой степени относитель- 
но со х, решить которое им не уда- 
валось. Этого не случилось бы, ес- 
ли бы они свели данное уравнение 
к алгебраическому уравнению отно- 
сительно и == с9$ 2х. 

При таком решении получается 
квадратное уравнение 


2? —у—1=0. 


При решении геометрических за- 
дач, кроме указанных выше логиче- 
ских ошибок, докладчик отметил не- 
грамотные чертежи (неверное изобра- 
жение осевого сечения конуса, по- 
люсов шара — по этому поводу см. 
статью Н. М. Бескина в нашем жур- 
нале № 12 за 1970 год), незнание 
свойств пирамиды с равнонаклон- 
ными ребрами или гранями, неуме- 
ние построить линейный угол дву- 
гранного угла между смежными боко- 
выми гранями пирамиды или найти 
центры вписанного и описанного око- 
ло пирамиды шаров. Большие труд- 
ности вызывают у абитуриентов за- 
зачи, где даны нелинейные элементы 
(площадь, объем) или дано соотноше- 
ние между какими-то элементами 
(сумма катетов, отношение боковой 
и полной поверхностей и т. п.). 

В конце совещания от имени учи- 
телей выступили ученый секретарь 
секции средней школы Московского 
математического общества А. Я. Мар- 
гулис и старший методист по матема- 
тике Института усовершенствования 
учителей С. М. Гуль, которые, в част- 
ности, указали на безусловную по- 
лезность такйх совещаний и поже- 
лали, чтобы подобные совещания про- 
водились и в будущем. 


М. Л. Смолянский, 
Г.Н. Дьяченко, 
В. В. Гольдберг 


УГОЛОК КОЛЛЕКЦИОНЕРА 


МАРКИ, ПОСВЯЩЕННЫЕ 
МАРИИ И ПЬЕРУ КЮРИ 


Мария Склодовская-Кюри (1867—1934) родилась в Вар- 
шаве. В 1833 году окончила с золотой медалью гимназию, 
но ме могла получить в Польше высшего образования. 
С большим трудом ей удалось поступить в 1891 году в Па- 
С 

С 1895 года Мария Склодовская работала в лаборатории 
известного французского физика и химика Пьера Кюри 
(1859—1906), женой которего она стала, В 1897 году М. Кю- 
рн занялась мзучением открытого французским ученым 
Анри Беккерелем излучения солей урана. Заинтересовав- 
шись работамм жены, в них вскоре ‘принял участие и 
Пьер Кюри. Совместные исследования Марии и Пьера при- 
вели в 1898 году к открытию полония (названного в честь 
родины Марин — Польши} и радия. 

‚ Супруги Кюри впервые установили, что радиоактивные 
лучи вызывают изменения в клетках живых организмов 

После смерти мужа, в 1906 году, Мария Кюри заняла ©‘. 
место профессора и заведующего кафедрой в. Парижско 
университете, где была первой женщиной профессором, и 
О О О ИАН 

За свом -работы, сыгравшие огромную роль в создании 
современной физики, Мария Кюри была избрана членом 
академий наук многих стран. В 1907 году она была избрана 
членом-корреспондентом Петербургской Академии наук, а 
в 1926 году — почетным членом Академии наук СССР. 
В 1903 году Марим Кюри совместно с Анри Беккерелем и 
Пьером Кюри была присуждена Нобелевская премия; в 
1911 соду ей присуждают эту премию вторично. 

Первея марка с портретом Марии Кюри вышла в 
1935 году э Турции. В 1938 году в честь 40-летия открытия 
радия вышли марки зо Франции, французских колониях 
{21 страна), Афганистане и на Кубе с мзображением Марии 

‚и Пьера Кюри, рассматривиощих пробирку с открытым ими 
радием (рисунок всех марок одинаковый; на фото приведе- 
на французская марка). 

Марку с портретом Марии и Пьера Кюри в 1938 году 
выпустило княжество Монако. Портрет Марии Кюри изобра- 
жен также на марке Суринама (выпуск 1 г.). Много ма- 
Рок. посвященных Марми Кюри, вышло на ее родине, 
» Польше. Первые из этих марок с портретом Марии Кюри 





{1947 г.) вы видите на фо- 
то (марка голубого цвета 
зошла также в блок, посвя- 
щенный выдающимся деяте- 
пям польской — культуры). 
Марки с портретом Марии 
Кюри выходили в Польше 
также в 1951, 1963 и 1967 го- 
дах (последние две марки 
приведены на фото). Кроме 
того, в Польше в 1955 и 
в 1967 годах выпущены 
марки с изображением па- 
мятника Марии Кюри в 
Варшаве и марка, посвя- 
щенная присуждению ®@Йй 
Нобелевской премин в 
1903 и 1911 годах. 

На фото приведены тёк- 
же марки с портретами 
Марии Кюри, выпущенные 
во Франции и ГДР к 100-пе- 
тию со дня Фе рождения. 

Марки, посвященные Мг 
рим и Пьеру Кюри, выхо- 
РМ ТТ М ЕСИ 
ду были выпущены в Аф- 
ганистане. В 1956 году, 
к 50-летию со дня смертм 
Пьера Кюры, в Советском 
Союзе и Болгарии вышли 
марки с его портретом. На 
фото представлена также 
Шведская марка, выпущен- 
ная в 1963 году и посвящен- 
ная лауреатам Нобелевской 
премии 1903 года — Пьеру 
и Марии Кюрн и Анри бек- 
керелю. 


А. В. Алтыкис 
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ПОЛЕЗНАЯ КНИГА 


Разностороннее изучение 
космического  простраиства, 
исследование Луны и пла- 
нет. плаинрование, подга 
товка и осуществление кос- 
мических полетов разно- 
образного научного пазна- 
чения — все это потребует в 
ближайшем будущем усилий 
многих тысяч людей. Немало 
нынешинх школьников будут 
заниматься этими вопросами. 

Тем учащимся старших 
классов. которых увлекаю! 
физико-математнческие и 
технические проблемы кос- 
монавтики, большую пользу 
прииссет недавно вышедшая 
из печати кинга В. И. Ле- 
нантовского по механике 
космического полета’ *). От 
метим сразу, что эта книга 
не для занимательного чте 
ния на сон грядущий. Рабо- 
та над ней потребует от чи. 
тателя известного напряже- 
ния, читать сс необходимо 
не запоем. а умеренными 
дозами. с бумагой и караида- 
шом в руках. Нл несомнен- 
но. что такая затрата сил и 
времени окупится сторицей. 

Говорят, что два чудови- 
ща грозят каждой научно- 
популярной книге: это Сцал- 
лз ненаучности и Харибда 
недосту пиости. 

Прнятно отметить. — что 
лданиая книга, несмотря на 
сложность рассматриваемых 
в ней проблем. ие только па 
писана достаточно доступно, 
но и на хорошем научном 
уровне. Многне вопросы, за- 
'ронутыс п книге. требуют 
для обстоятельного изложе 
ния привлечения  ловольно 
громоздкого (и значительно 
превышающего возможности 
школьников? математическо- 
го аппарата. Однако авгору 





*) В. И. Левантов- 
ский. Механика космнче 
ского полета в элементарно“: 
изложении. М... оНаука». 
1970. Тираж 15 000 экз. 
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удалось в каждом случае 
изложить сущность вопро- 
са, не увлекаясь математи- 
ческими выкладками. Как 
сообщается в предисловии, 
автор «стремился не зло- 
употреблять формулами, па- 
мятуя о том, что часто за 
деревьями формул бывает 
трудно увидеть лес идей». 
И «лес идей» действительно 
отчетливо просматривается 
в данной работе. 

Основной — предмет кии- 
ги — это траекторные задачи 
космонавтики: анализ кос- 
мических траекторий, их 
выбор и их эволюция. Оста- 
новимся подробнее на содер- 
жаиии книги. . 

Небольшое «Введение» 
вкратце раскрывает смысл 
понятий — «космодинамика», 
содержит обзор наиболее 
иеобходимых для дальней- 
шего изложения  сведсний 
из школьного курса меха- 
ники. 

В лервой части (Основы 
ракето- и космодинамики?) в 
главе | читатель  получиг 
содержательное представ- 
ление о том, как произво- 
дится расчет тяги н скорости 
космической ракеты; он 
узнает, почему оказалось 
необходимым использование 
составных ракет,  ознако- 
мится с различными видами 
космических двигательных 





систем. Две другие главы 
первой части рассказывают 
об особенностях полета кос- 
мического аппарата На «ак- 
тивном» участке (участок вы- 
ведения на орбиту) и на «пас- 
сивном» участке (свободный 
полет с выключенным дви- 
гателем лишь под действием 
сил тяготения), о способах 
расчета космических тра- 
екторий в поле тяготения 
одного или иескольких при- 
тягивающих тел. 

Остальные четыре части 
книгн соответствуют  раз- 
личным этапам завоеваиия 
космоса: «Околоземные по- 
леты», «Полеты к Луне», 
«Межпланетные полеты», 
«Межзвездные полеты». 

За первое десятилетие кос- 
мической эры было запущено 


более 600 искусственных 
спутинков Земли. Об осо- 
бенностях их траекторий, 


о различиых «возмущающих» 
факторах, влияющих на эти 
траектории, повествует вто- 
рая часть книги. Здесь чи- 
татель узнает, как сказыва- 
ется сплюсиутость,  иесфе- 
ричность Земли на характере 
орбиты спутника. А через 
несколько страниц читатель 
встретится с неожиданными 
результатами влияния ат- 
мосферы на движение спут- 
ника. Доходчиво объясняет- 
ся, почему из-за сопротив- 
ления атмосферы скорость 
спутника не уменьшается, 
а возрастает; почему для 
уменьшения разогрева пило- 


тируемого спутника (прн 
прохождении через атмос- 
феру) его передняя часть 


должна быть не заостренной, 
а затупленной. Отдельные 
параграфы посвящены не- 
ожиданным результатам вли- 
яния притяжения Луны и 
Солнца, давления  солнеч- 
ного света и других факто- 
ров на траектории и судьбы 
спутников. 

Прнвлекая богатый фак- 
тический материал об уже 
запущенных спутииках, ав- 
тор рассказывает 0 косми- 
ческих маневрах (переход 
спутника с одной орбиты 
на другую, встреча на орбите 


и пр.), о разнообразных 
практических и научных при- 
менениях спутников. 

Третья часть книги осве- 
щает многие стороны пробле- 
мы полета к Луне: разлнч- 
ные траектории попадания 
в Луну, облет Луны, запуск 
искусственных спутников 
Луны, полет человека на 
Луну н освоение Луны. Чи- 
татель найдет здесь подроб- 
ное описание важнейших 
полетов, совершенных со- 
ветскими и американскимн 
космическими — аппаратами. 

Изучение планет  сол- 
нечной системы средствами 
космонавтики было начато 
в 1961—1962 годах, когда 
были запущены советские 
межпланетиые станцин «Ве- 
нера-1» (февраль 1961 года) 
и «Марс-1» (ноябрь 1962 го- 
да). За этим последовал за- 
пуск ряда других советских 
и амернканских «межпланет- 
ных зондов». В четвертой 
части рецензируемой книги 
не только подробно описаны 
эти полеты, ио нарисованы 
перспективы будущих поле- 
тов к различным планетам, 
их спутникам, к астероидам 
и кометам, создания искус- 
ственных спутников планет 
и осуществления межпланет- 
ных экспедиций. В отдель- 
ной главе описаны полеты 
с малой тягой (в частности, 
перелеты с помощью солнеч- 
кого паруса). 

Полеты за пределы сол- 
нечной системы к другим 
звездиым мирам; фотонная 
ракета как средство для 
выполиения такого полета; 
релятивистские эффекты, с 


которыми столкнутся  по- 
корители галактик — вот 
предмет  последией, пятой 
{и самой короткой) части 
КНИГИ. 

Киига написана живым 


и выразительным — языком, 
в ней большое число инте- 
ресных фактов, рисунков, за- 
мечаний. Мы уверены, что 
читатель прочтет ее не толь- 
ко с пользой, но и с удоволь- 
ствием. 


М. Б. Балх 








ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 





К статье «О задачах й ( — 1)" агсзт СИЗ — 1 
но фотомсгрии» ыы 5 9 ) г 


1. Так как изображение получается на лт 
бесконечном удалении от лнизы, его сила +5 и=0, 1... .). 
света, очевидно, должна считаться бесконеч- 
ной. Но и любая площадка, освещенность л д 
которой может нас заинтересовать, беско- 8 ме (ЗВ, ж=-5 (3142) 
нечно удалена от изображения источника 
света. Освещениость любой площадки, па- {2.п=0, +1,...). 
раллельной плоскости линзы, если, конечно, 
эта площадка находится в пучке света, вы- Не 
ходящем из линзы, равна освещенности са- 3 
мой линзы, независимо от расстояния между 
линзой и площадкой. 


Е 


& 
8. — Е =. 


2 ЗЕ небрегли 
Те Ь:, причем мы пренебр ба 


10. х.=3, х.=3 105.2. 
11. х=10, х=0,1. 


отражением света на границе воды и воздуха. 





а р 12. х= 103, хз = 10-8. 
пы, ЕО 13. х=2. 
. с — 2а-Ь с ° 
а+-5 14, м = в, х, — 10бз 10. 

4. При изменении расстояния от 5 до 15. х>3. 
10 км все время на линзу попадал весь свет 16. —1<х<Т. 
от лазера за вычетом поглощенного возду- з 
хом (в этом нетрудно убедиться, проделав 17. 0 < х< 1; х>100. 
соответствующие геометрические расчеты). 18. 1х2. 
Следовательно, полная мощиость лазерного 19 —3 о 
пучка за 5 км упала в 2 раза. За 10 км (от ‚ 9 х< 2. 
10 до 20) она упадет в 4 раза. Кроме того, 20. 1<х<2; х>3. 
начиная с 10 хм, лииза приемника уже не 2 
перехватывает весь пучок. По закону 0б- 21. аа =2, @: — 35. 
ратиых квадратов даже в абсолютно про- 
зрачной атмосфере сигнал на 20 км должен а> 
быть в 4 раза слабее, чем на 10 км. Значит, 22. =. 


в целом сигнал при изменения растояиия 
с Ю до 20 ки упадет в 16 раз. л л 
а 


К сгатье Вступительные 
к т К статье «Письменный 
гекстгильном инстьтуте замен о ата ги. в 
в То воле на гуманитарных 
° факультетах МГУв 1970 году» 
д 
= — = 8 
1. х 9 (+1) (=0, +1. ..). на=д. 
1 1 ат 5 
2. хи, ж=—. И 
з. а. 3. а- 3+2. 
1 м 3 
4. У= Е. 4. 15 <*<2?. 
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У НАС В ГОСТЯХ ВАСЯ СМЕКАЛКИН 





Уже четыре года, как ленинградская детская газета «Ленинские 
искры» проводит математическую олимпиаду для учащихся первых, вто- 
рых и третьих классов школ Ленинграда и Ленинградской области. За- 
дачи олимпиады, их решения и фамилии победителей печатаются в газе- 
те регулярно на страничке «Ребятам-октябрятам». 

Руководит олимпиадой Вася Смекалкин. Попробуйте решить несколь- 
ко задач Васи Смекалкина. 


Сколько медалей: 


На олимпийских играх наши спортсмены завоевали 96 медалей, из 
них 65 золотых и бронзовых, г золотых и серебряных —61. 

Сколько золотых, серебряных и бронзовых медалей получили они в 
отдельности? 


Попробуйте разделить 


Можно ли три яблока разделить между двумя отцами и двумя сы- 
новьями так, чтобы каждому досталось ровно по одному яблоку? 


Сколько конфет было у Саши? 


В день своего рождения Саша принес в класс кулек конфет. 

— Сколько у тебя конфет? — спросили ребята. 

— Я помню, — сказал Саша,— когда я их раскладывал парами, трой- 
ками и четверками, то каждый раз оставалась одна лишняя, а когда 
раскладывал пятерками, лишней не было. 

Сколько конфет принес Саша! 


60 ступенек до Нины. А до Тани? 


Нина живет на четвертом этаже, а Таня — на втором. Нина поднима- 
ется на 60 ступенек. На сколько ступенек поднимается Таня? 


Где какие шарики? 


В трех ящиках лежит по одному шарику: белый, черный и зеленый. 
На первом ящике надпись: «белый», на втором —«черный», а на треть- 


ем — «белый или зеленый». Но ни одна надпись не соответствует дей- 
ствительности. 


Как расположить одним приемом? 


На столе стоят в ряд три стакана пустых и три с молоком. Их нужно 
расположить так, чтобы пустые стаканы чередовались с наполненными. 
Для этого разрешается взять только один стакан. Как это сделать? 


Какие цифры поставить? 


Вместо крестиков поставьте цифры в действии умножения: 
жж 


8* 
Уж 
%+ 


а 


Сколько денег у Коли 


Если Коля купит одну конфету, то у него останется одна копейка, а 


если он захочет купить 2 конфеты, то у него не хватит одной копейки. 
Сколько денег у Коли? 


В. М. Розентуллер 
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Перед вами план города. Можно ли составить маршрут прогулки так, 
чтобы пройти по каждому мосту только один раз? 
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числа 


Совершенные 


И.Я. ДЕепман 


В 1961 году в журнале «Математическое просвещение» была напеча- 
тана заметка профессора И. Я. Депмана о совершенных числах, то есть 
числах, равных сумме всех своих делителей. Мы публикуем переработку 
этой статьи, осуществленную специально для читателей нашего журнала 
академиком И. В. Петряновым-Соколовым. Добавления 0 совершенных 
числах, открытых в последнее время, написал профессор А. А. Бухштаб. 


Никомах Герасский, славный грек, 
знаменитый философ и математик, пи- 
сал: «Совершенные числа красивы. 
Но известно, что красивые вещи ред- 
ки и немногочисленны, безобразные 
же встречаются в изобилии. Избы- 
точиыми и недостаточными являются 
почти все числа, в то время как 
совершенных чисел немного». 

Сколько же их? Никомах, жив- 
ший в первом столетии нашей эры, 
этого не знал. 

Первым прекрасным  совершен- 
ным числом, о котором знали ма- 
тематики Древней Греции, было чис- 
ло «6». На шестом месте на званном 
пиру возлежал самый уважаемый, 
самый знаменитый и самый почет- 
ный гость. Особыми, мистическими 
звойствами обладало число 6 в уче- 


| Квант № 8 


нии пифагорейцев, к которым при- 
надлежал и Никомах. 

Много внимания уделяет этому 
числу великий Платон в своих диа- 
логах. Недаром в библейских преда- 
ниях утверждается, что мир создан 
был в шесть дней, ведь более совер- 
шенного числа среди совершенных 
чисел, чем «б», нет, поскольку оно 
первое среди них. 

Следующим совершенным числом, 
нзвестным древним, было «28». В Ри- 
ме в 1917 году при подземных ра- 
ботах было открыто странное соору- 
жение: вокруг большого централь- 
ного зала были расположены двал- 
цать восемь келий. Это было здание 
неопифагорейской академии наук. 
В ней было двадцать восемь членов. 
До последнего времени столько же 





Пифагор 


УЕ в дон. э.. 
с фрески Рафаэля. Личность Пифагора уже 
в древности стала полулегендарной. Он 
основал математическую и философскую шко- 
лы, и многие замечательные ученые Греции 
называли себя последователями Пифагора. 


Портрет 


членов, часто просто по обычаю, 
причины которого давным-давно 
забыты, полагалось иметь во многих 
ученых обществах. 

Древннх математиков удивляло 
особое свойство этих двух чисел: 
каждое из них равно сумме всех 
своих собственных делителей: 


б==1--2--3, 
28==1--24--7-- 14. 


До Евклида были известны толь- 
ко эти два совершенных числа, и ни- 
кто не знал, существуют ли еп'е дру- 
гие совершенные числа и сколько 
таких чисел вообще может быть. 
Великий основатель геометрии много 
занимался изучением свойств чисел; 
конечно, его не могли не интересовать 
совершенные числа. Евклид доказал, 
что всякое число, которое может 
быть представлено в виде произве- 
дения множителей 22-1 и 2—1, где 
22Р—1] — простое число, является со- 
вершенным числом. Если в форму- 
лу Евклида 2771 (22—1]) подставить 
р=2, то получим 2-1 (2—1) = 6 — 
нервое совершенное число, а если 
2 


подставить в нее р=3, то получим 
второе совершенное число: 


23-1 (23°—1)—28. 


Благодаря своей формуле Евклид 
сумел найти еще два совершенных 
числа: третье при р — 5 и четвертое 
при р =: 7. Вот эти числа: 


25-1(28—1} =2.(2—1)=16.31=496 
и 


21-1. (27—1)==96.(97—1)=8128. 


Проверьте, что они действительно 
равны сумме своих собственных де- 
лителей. 

Почти полторы тысячи лет люди 
знали только четыре совершенных чис- 
ла, и никто не знал, могут ли сущест- 
вовать еще числа, которые можно 
было бы представить в евклидовской 
форме, н никто не мог сказать, воз- 
можны ли совершенные числа, не удов- 
летворяющие формуле Евклида. 

Неразрешимая загадка совершен- 
ных чисел, бессилие разума перед 
их тайной, их Непостижимость при- 
вели к признанию божественности 





4 з т... 
Рай 
Г 7 м прет 2“ 
Платои (ок. 429—348 до и. 3.). Порт- 


рет с фрески Рафаэля. Платон стоял в центре 
научной жизни своего времени. Он руково- 
днл научной работой многих выдающихся 
математиков. 





Евклид 
Портрет с бронзовой медали. Автор «Начал», 
в которых была собрана вся математика, 
изучавшаяся в школе Платона. По этому 
труду мир осваивал геометрию на протяже- 
нии тысячелетий. 


(365 — ок. 300 до и. э.). 


этих удивительных чисел. Один из 
наиболее выдающихся ученых сред- 
невековья, друг и учитель Карла 
Великого, аббат Алкуин, один из вид- 
нейших деятелей просвещения, ор- 
ганизатор школ ин автор учебников 
по арифметике, был твердо убежден, 
что человеческий род только потому 
несовершенен, и в нем только по- 
тому царит зло, горе и насилие, 
что он произошел от восьми людей, 
спасшихся в ноевом ковчеге от по- 
топа, а «8» — число несовершенное. 
Род людской до потопа был более 
совершенен — он происходил от од- 
ного Адама, а единица может быть 
причислена к совершенным числам: 
она равна самой себе — своему един- 
ственному делителю. Алкуин жил 
в восьмом веке. Но даже в двенад- 
цатом веке церковь учила, что для 
спасения души вполне достаточно изу- 
чать совершенные числа, и тому, 
кто найдет новое божественное со- 
вершенное число, уготовано вечное 
блаженство. 


|= 


Но н надежда на эту награду 
не смогла помочь математикам сред- 
невековья. Следующее пятое совер- 
шенное число было обнаружено лишь 
в пятнадцатом веке. Оказалось, что 
и пятое совершенное число также 
подчиняется условию Евклида. 

Не удивительно, что его так 
долго не могли найти. Гораздо бо- 
лее поражает то, что в пятнадцатом 
веке вообще смогли его сбнаружить. 

Пятое совершенное число равно 


33 550 336, 


ему соответствует значение р = 13 
в формуле Евклида. 

Еще через двести лет француз 
Марин Мерсенн, математик и музы- 
кант, один из основателей Парижской 
академни наук, друг Декарта и Фер- 
ма, без всяких доказательств заявил, 
что следующие шесть совершенных 
чисел должны иметь также евкли- 
довскую форму со значениями р, 
равными 17, 19, 31, 67, 127, 257. 

Современникам Мерсенна было со- 
вершенно очевидно, что сам Мерсенн 
никак не мог проверить непосред- 
ственным вычислением свое утверж- 
дение, ведь для этого он должен был 





Рене Декарт 
щийся французский математик, физик, фи- 
знолог н философ. Считал математику образ- 
цом для всех других наук. 


(1596 — 1650) Выдаю- 
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Пьер Ферма — (1601 — 1665).  Француз- 
ский математнк, по профессии юрнст, мате- 
матикой занимался «в свободное время». 
Наряду с Декартом является основателем 
аналитнческой геометрин. Однн из создате- 
лей теорни чисел; много занимался про- 
стыми числамн. Среди наиболее интересных 
его результатов — «малая теорема Ферма». 


предварительно доказать, что числа 
27—1 с указанными им значениями р 
являются действительно простыми. 

Вычислить любое из них совсем 
нетрудно, но выяснить, простые все 
эти числа или нет, — это выходило 
далеко за пределы человеческих сил. 

Так и осталось неизвестным, прав 
был `Мерсенн или нет. 

Но позднее было обнаружено, что 
веселый итальянец Катальди, быв- 
ший профессором математики во Фло- 
ренции и Болонье, который первый 
дал способ извлечения квадратных 
корней, тоже для спасения своей 
души занимался поисками  совер- 
шенных чисел. В его записках были 
указаны значения шестого и седь- 
мого совершенных чисел, найденные 
им почти за сотню лет до Мерсенна: 

8 589 869 056 (шестое число), 
137 438 691 328 (седьмое число). 

Оказалось, что оба эти числа со- 
впадают с теми, на которые указывал 
Мерсенн: 218.(2'—}]) и 218. (21°). 
8 


Но оставалось еще не доказан- 
ным, действительно ли эти числа 
являются совершенными; для этого 
необходимо, чтобы множители 2—1 
и 21°—1 были простыми. 

Петербургский академик, основа- 
тель современной математики, непре- 
взойденный вычислитель, друг Ло- 
моносова, великий Леонард Эйлер 
сумел найтн новую теорему о таинст- 
венных н загадочных совершенных 
числах. Он доказал, что все четные 
совершенные числа имеют вид, ука- 
занный Евклидом. Но какой вид 
должны иметь нечетные совершенные 
числа и могут ли они вообще сущест- 
вовать — осталось неизвестным и до 
нашего времени. 

Эйлер доказал, что первые три 
числа из указанных Мерсенном: 21'7— 
— 1, 213—Т и 231—| — действительно 
являются простыми. 

Шестое и седьмое совершенные 
числа, найденные Катальли, а позднее 
Мерсенном, оказались верными. И на- 
всегда осталась в истории загадоч- 
ная тайна, как они сумели найти их. 
До сих пор предложено только одно 
«объяснение» этой загадке — оно бы- 
л0 дано еще их современниками: 
нм помогало божественное прови- 
дение, оно подсказало своим избран- 
никам верные значения двух совер- 
шенных чисел. 

Таким образом, восьмое совершен- 
ное число, которому соответствует 
р =31 в формуле Евклида, равно 


2 305 843 008 139 952 128. 


Снова в течение целого столетия 
это число оставалось наибольшим 
из совершенных чисел, но за это 
время математикам удалось найти 
новый метод, с помощью которого 
можно установить, является ли чнс- 
ло 27Р—1, где р — простое чиело, 
простым илн нет, не производя пря- 
мых вычислений. Оказалось, что да- 
леко не все предсказания Мерсенна 
были верны. Он правильно предсказал 
значение р = 127, но числа со зна- 
чениями р -=- 67 и р = 257, вопрекн 
Мерсенну, не являются совершен- 


ными. Зато должны быть совершен- 
ными числа со значениями р = 61, 
р = 89 ир= 107. 

Девятое совершенное число было 
вычислено только в 1883 году. В нем 
оказалось тридцать семь значащих 
цифр. Этот вычислительный подвнг 
совершил сельский священник из-под 
Перми Иван Михеевич Первушин. 
Он сумел вычислить для того време- 
ни самое большое простое число вида 
2—1 при р= 61: 


2 305 843 009 213 693 951, 


и соответствующее ему совершенное 
число 


2 305 843 009 213 693 951 .28°. 


И. М. Первушин, вычислив девя- 
тое совершенное число, поистине со- 
вершил настоящий подвиг. Мерсенн 
в свое время говорил, что вечности 
не хватит для проверки простоты 
числа, имеющего 15—20 — десятич- 
ных знаков. Первушин считал, по 
существу, так же — без всяких вы- 
числительных приборов. В его же 
числе оказалось тридцать семь цифр. 

В начале двадцатого столетия по- 
явились первые механические счет- 
ные машины. Их появление ускорило 
поиски новых совершенных чисел. 

Десятое было найдено в 1911 го- 
ду, в нем оказалось 54 цифры 


618 970 019 642 690 137 449562 111.23*. 


Одиннадцатое, имеющее 65 цифр, от- 

крыли в 1914 году: 

162 259 276 829 213 363 391 578 010288 
ОР 21, 


Двенадцатое нашли также в 1914 
году, оно состоит уже из 77 цифр: 


2126. (2127—1). 


В 1932 тоду математик Лемер 
решил найти тринадцатое совершен- 
ное число. Для этого он решил оп- 
ределить, является ли простым по- 
следнее из чисел вида 27Р—1, кото- 
рые Мерсенн считал простыми, а 
именно число 227—]. 

Ему пришлось работать целый год, 
пользуясь известными тогда счетными 
приборами, но в результате он убедил- 
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Леонард Эйлер (1707 — 1783). Мате- 
матик © мировым именем, выдающийся ме- 
ханик, географ и физик. Роднлся в Базеле 
(Швейцария). С 1727 по 1741 и с 1766 до 
конца жизни жил в России. Интенсивно ра- 
ботая в Петербургской Академии наук, 
многое сделал для развития русской науки, 
ин справедливо считается русским ученым. 
ся, что это число составное, н двенад- 
цатое совершенное число оставалось 


нанбольшим до 1952 года. 


% * * 


Тринадцатое совершенное число 
нашла электронная счетная машина. 
30 января 1952 года американский 
математик Робинсон в Калифорний- 
ском университете применил электрон- 
ную счетную машину для изучения 
простоты чисел 27Р—1. Робинсон ре- 
шил для начала определить число 
2:57—1. Он пригласил присутствовать 
при этой проверке Лемера, который 
двадцать лет тому назад потратил це- 
лый год на это вычисление. Лемер по- 
лучил большое удовольствие, когда 
увидел, что машина получила тот же 
самый результат, выполнив его годо- 
вую работу за восемнадцать секунд. 
Для того чтобы найти новое совершен- 
ное число, нужно было, следовательно, 
найти новое простое число. Машина 
продолжала поиски новых простых 

5 


чисел. Она проверила за два часа 
42 числа, самое менышее из которых 
нмело более 80 цифр! Все эти числа 
оказались составными. Новое совер- 
шенное число машина обнаружила 
к вечеру 30 января: 


250. (2511)  (р= 521}; 


тринадцатое совершенное число оказа- 
лось состоящим из 314 цифр. 


Четырнадцатое совершенное чис- 
ло машина нашла в тот же день 
к полуночи. Перебрав и проверив 
еще тринадцать евклидовских чисел, 
она нашла простое число 28°*—1, 
которое в десятичной системе имеет 
всего сто восемьдесят три цифры, 
и соответствующее совершенное число 


0606. (25°*—1) (р= - 607). 


Четырнадцатое совершенное 
имеет 366 значащих цифр. 


число 


Пятнадцатое совершенное число’ 


машина нашла только в июне 1952 
года. Она была очень занята и могла 
уделять проблеме совершенных чисел 
только свое свободное от более важ- 
ных дел время. 

Продолжая поиски новых про- 
стых чисел, она доказала простоту 
числа 2127°—] и нашла совершенное 
число из семисот семидесяти цифр: 


2128. (91279. |) (р = 1279). 


Шестнадцатое и семнадцатое со- 
вершенные числа были открыты в ок- 
тябре 1952 года. Машина к этому 
времени нашла еще два евклидов- 
ских простых числа: 22203—] и 22 
—1 и вычислила два соответствую- 
щих совершенных числа: 


22203. (222031)  (р-- 2203), 


состоящее всего из тысячи трехсот 
двадцати семи цифр, и 


22280. (022811)  (р= 2281), 


в котором 1373 цифры. 
Восемнадцатое совершенное чис- 
ло было найдено в сентябре 1957 
года шведским математиком Г. Ризе- 
лем. При помощи электронно-счет- 
ной машины он за пять с половиной 
часов установил простоту числа 


$ 


231] и получил восемнадцатое со- 


вершенное число: 


23316. (2311) (р -: 3217). 
В нем около 2000 цифр. 

Поиски последующих совершен- 
ных чисел требовали все большего 
и большего объема вычислений. Но вы- 
числительная техника непрерывно со- 
вершенствовалась, и в 1962 году 
было найдено два новых совершен- 
ных числа, а в 1965 году — еще три. 
Этим числам соответствуют в формуле 
Евклида значения р, равные соот- 
ветственно 4253, 4423, 9689, 9941 и 
11213. Совершенное число 21 21 х 
Хх (26 13—1) имеет 3376 цифр. Конеч- 
но, только благодаря такому помощ- 
нику, как вычислительная машина, 
человек сумел установить, что это ог- 
ромное число является совершенным. 

Вот и все, что почти за два ты- 
сячелетня узнали люди о совершен- 
ных числах. 

История понсков совершенных чи- 
сел наглядно показывает, как сильно 
увеличивает машина возможности че- 
ловека. Однако, по словам Эдмунда 
Ландау, одного из крупнейших спе- 
циалистов в области теории чисел: 

. Две проблемы остаются не- 
решенными до сих пор: 

— Имеется ли бесконечное мно- 
жество четных совершенных чисел? — 
Не знаю. 

— Имеегся ли бесконечное мно- 
жество нечетных совершенных чи- 
сел? — Я даже не знаю, существует 
ли одно такое число». 

Вряд ли к этому нужно что-либо 
добавлять. 


Упражнения 


1. Докажите, что число вида 2^-1(2—1), 
где 2—1 — простое число, является совер- 
шенным, 

2. Обозначим через 0(п), где п — на- 
туральное число, сумму всех делителей чис- 
ла п. Докажите, что если числа тнт, 
взанмно просты, то в(п.-л2) = в(п.)-6(п). 

3. Пусть л — четное совершенное число. 
Тогда 6(л)==2л. Представьте п в виде 2-16, 
где Е—2, а 6 нечетно, и докажите, что ь= 

= (2% — 15. Докажите далее, что <=! н 
— 1 — простое число. 


У ВСЕСОЮЗНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 


15—20 апреля в Риге проходил заключительный тур \У Всесоюзной ма- 
тематической олимпиады школьников, на который собралось более 500 по- 
сланцев почти всех областей, краев и республик Советского Союза. 

Работникн Министерства просвещения Латвии, Латвийского универ- 
ситета, члены жюри — математики из Риги, Москвы, Ленинграда, Новоси- 
бирска и других городов (председатель рижского Оргкомитета — министр 
просвещения Латвийской ССР М. Я. Карклинь, председатель жюри — из- 
вестный математик, специалист по теории автоматов Я. М. Барздинь) — 
сделали все от них зависящее, чтобы олимпиада прошла четко и организо- 
ванно, была полезной и приятной для участников. 

Два дня — 16 и 17 апреля — были отведены на решение задач первого 
и второго туров. Для решения задач каждого тура отводилось 5 часов. 
18 апреля члены жюри прочли лекции для участников олимпиады, а затем 
по каждому классу в отдельности провели разбор задач. 

19 апреля в тех школах-интернатах, где разместились школьники и где 
они писали работы, был проведен индивидуальный разбор задач. В этот же 
день жюри подвело итоги. 

20 апреля в актовом зале Латвийского государственного университета 
состоялось торжественное закрытие олимпиады. 

Первые премии получили: по 8 классам — Наум Гольцман 
(школа № 207 г. Москвы), Сергей Конягин (школа № 19 г. Саратова), 
Константин Севастьянов (школа № 66 г. Астрахани); по 10 классам — 
Алексей Александров (физико-математическая школа при ЛГУ), Сергей 
Гошков (физико-математическая школа при МГУ), Василий Ерохин (шко- 
ла № 30 г. Ленинграда), Дмитрий Логачев (школа № 2 г. Москвы), Евеге- 
ний Саллинен (физико-математическая школа при ЛГУ). 

Вторые премии получили: по 8 классам — Виктор  Биудаев 
(школа № 7 г. Смоленска), Михаил Гусаров (школа № 188 г. Ленинграда), 
Владимир Николин (школа № 14 г. Львова), Евгений Хухро (школа № 22 
г. Новосибирска); по 9 классам — Евгений Матвеев (школа № 91 
г. Москвы), Александр Шаповалов (школа Каскеленского р-на Алма-Атниской 
обл.), Владимир Бурков (физико-математическая школа при МГУ), Ан- 
дрей Гольберг (школа № 2 г. Москвы), Андрей Коган (физико-математиче- 
ская школа при МГУ), Виктор Уфнаровский (школа № 34 г. Кишинева), 
Владимир Шварц (физико-математическая школа при ЛГУ); по 10 клас- 
сам — Олег Ляшко (школа № 27 г. Харькова), Владимир Пеллер (фи- 
зико-математическая школа при ЛГУ), Виталий Переяславский (школа № 17 
г. Николаева), Михаил Цфасман (школа №2 г. Москвы), Александр Чистов 
(школа № 239 г. Ленинграда), Александр Штейнберг (школа № 31 г. Че- 
лябинска), Сергей Аникин (школа № | г. Владимира), Игорь Рабин (шко- 
ла № 145 г. Киева). 

Третьи премии получили: по 8 классам — 8 человек, по 9 классам — 
9 человек и по 10 классам — 11 человек. 

Поощрительные грамоты получили 183 участника олимпиады. 

В одном из следующих номеров журнала мы расскажем вам о за- 
дачах, которые предлагались на олимпиаде. 


Эрнсет Резерфорд (87а 





Некоторые космические 


аспекты радиоактивности 
Э. Резерфорд 


30 августа 1971 года исполняется 100 лет со дня рождения Эрнеста 
Резерфорла. Трудно назвать человека, сделавшего больше для прогресса 
наших знаний о строении атома, чем Эрнест Резерфорд великий экспе- 
риментатор ХХ века. 

Исследуя радиоактивный распад урана, Резерфорд открыл &- и В-лучи 
и установил, что первые из них являются потоком быстрых ядер гелия, а 
вторые — потоком необычайно быстрых электронов. Он показал также, что 
радиоактивный распад приводит к превращениям химических элементов. 
Проведя серию блестящих опытов, Резерфорд построил планетарную мо- 
дель атома, первым поняв, что в центре атома находится тяжелое ядро, 
вокруг которого движутся электроны. Он создал основу современных пред- 
ставлений о строении вещества. В 1919 году Резерфорд осуществил первую 
искусственную ядерную реакцию, в ходе которой один природный газ— азот 
— превращался в другой природный газ кислород. 

Бурное развитие ядерной физики, основоположником которой по праву 
считается Эрнест Резерфорл. произвело революцию в естествознании и 
привело к тому, что роль науки в жизии общества неизмеримо возросла. 

Мы печатаем сегодня сокращенный перевод доклада, прочитанного 
Эрнестом Резерфордом в Канадском Королевском астрономическом обществе 
3 апреля 1907 г. Доклад был опубликован в журнале этого общества за май 
июнь 1907 г. 


Доклад печатается в сокращенном виде. Перевод с английского и пол- 


готовку публикации выполнил Ю. М. Ципенюк. 


Тема моего выступления вполне 
естественно разделяется на две части: 
одна — это рассмотрение свойств са- 
мих радиоактивных веществ, другая— 
распространенность радиоактивных 
веществ в поверхности Земли и в на- 
шей атмосфере. 

Отличительной особенностью ра- 
диоактивных веществ в целом яв- 
ляется их способность самопроизволь- 
но и непрерывно испускать излуче- 
ние особого вида, выделяя при этом 
тепло, а в некоторых случаях из- 
лучая также световые лучн. Эти свой- 
ства в случаях таких радиоактивных 
веществ, как уран или торий, про- 
являются если не неограниченно дол- 
го, то по крайней мере в течение 


времени, измеряемого миллионами 
лет. В случае же радия продолжн- 
тельность активности короче, однако 
тоже измеряется тысячамн лет. Это 
излучение самопронзвольно и совер- 
шенно не поддается химическому или 
физическому воздействию. 

В качестве примера радиоактив- 
ного элемента я возьму радий, но 
следует иметь в виду, что большин- 
ство других активных элементов об- 
ладают аналогичными  радноактив- 
ными свойствами. Радий испускает 
три вида лучей, называемых а-, В- 
и у-лучами. а-лучи отличаются малой 
способностью проходить сквозь ве- 
щество. Тонкого слоя писчей бумаги 
достаточно для того, чтобы полностью 
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поглотить а-излучение. Эти лучи ока- 
зались состоящими из тяжелых ато- 
мов вещества, несущих положитель- 
ный электрический заряд: они ис- 
пускаются из активных веществ со 
скоростью около 30 000 км в секун- 
ду. По всей вероятности, а-частица 
представляет собой заряженный атом 
гелия *). 

В-лучи более проникающие, чем 
а-лучин, и несут отрицательный заряд 
электричества. Они выбрасываются 
из радиоактивного вещества со ско- 
ростью значительно большей, чем ско- 
рость вылета &-частни. Некоторые 
В-частицы вылетают со скоростью, 
близкой к скорости света. Их масса 
покоя составляет лишь одну тысяч- 
ную часть массы я-частицы, и фак- 
тически они идентичны с электрона- 
ми, образующимися при катодном 
разряде в вакуумной трубке. 

-лучи обладают чрезвычайной про- 
никающей способностью, легко про- 
ходят сквозь 5—10 см железа. Сей- 
час достаточно надежно установлено, 
что у-лучи — это волны, подобные 
по характеру хорошо известным лу- 
чам Рентгена, но они обладают боль- 
шей проникающей способностью. 

Общим для всех этих видов излу- 
чения является способность воздей- 
ствовать на фотографническую пластин- 
ку и вызывать фосфоресценцию **) 
в определенных видах вещества. Но 
с точки зрения измерения, их нанбо- 
лее важным свойством является спо- 
собность разряжать наэлектризован- 
ные тела. Это свойство, несомненно, 
приводит к наиболее чувствительно- 
му методу исследовання радноактив- 
ных веществ, и поэтому мы рассмот- 
рим его более подробно. Возьмем 
обыкновенный хорошо изолированный 
электроскоп и зарядим его так, чтобы 
золотые листочки его широко ра- 


*) Более поздние опыты Резерфорда не- 
опровержимо доказали, что я-частицы яв- 
ляются быстродвижущимися идрами атомов 
гелия. (Прим. ред.) 

**) Фосфоресценция — это явление све- 
чення веществ после прекращения воздей- 
ствия на иих, например, света. Примером 
может служить инферблат светящихся ча- 
сов. (Прим. ред.) 
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зошлись. Хорошо известно, что при 
обычных условиях и хорошей изо- 
ляции листочки сходятся чрезвычай- 
но медленно, и спустя несколько 
минут будет казаться, что листочки 
почти неподвижны. Теперь поместим 
вблизи наружного электрода электро- 
скопа радиоактивное вещество. Лист- 
ки сразу же начнут быстро сходиться, 
что обусловлено потерей заряда на- 
электризованной системой. Незави- 
симо от того, положительный илн 
отрицательный заряд был на электро- 
скопе, потеря заряда происходит с оди- 
наковой скоростью. Механизм, вы- 
зывающий разрядку — электроскопа, 
был чрезвычайно подробно изучен, 
н теперь известно, что этот эффект 
обусловлен тем, что радиоактивное 
излучение  ионизует окружающее 
электроскоп воздушное пространство, 
то есть образуют в нем некоторое 
количество носителей отрицательных 
и положительных зарядов — ионов. 
Ионы перемещаются в  электриче- 
ском поле. Если, например, электро- 
скоп заряжен положительно, то от- 
рицательные ионы движутся по на- 
правлению к заряженной системе. 
Эффект разрядки электроскопа обус- 
ловлен притяжением большого числа 
отрицательно заряженных нонов к по- 
ложительно заряженному проводнику. 
Когда радиоактивное вещество уда- 
ляют, быстрое сближение листков 
немедленно прекращается. 

Эта способность излучения иони- 
зовать воздух или другой газ лежит 
в основе исключительно чувствитель- 
ного метода обнаружения радноак- 
тивного вещества. Если поместить близ 
электроскопа часовое стекло, на ко- 
торое испарялся раствор, содержав- 
ший только одну миллионную часть 
грамма бромида радия, то листки 
сойдутся за несколько секунд. Если 
же часовое стекло поместить на элек- 
трод, присоединенный к электроско- 
пу, то переданный электроскопу заряд 
исчезнет почти мгновенно. Эффект 
разрядки в данном случае обусловлен 
прежде всего а-лучами. Это можно 
показать, помещая листок обыкно- 
венной бумаги, которая поглощает 


а-лучн, поверх часового стекла — 
скорость спадания листков станет зна- 
чительно менышей. Оставшийся =ф- 
фект обусловлен действием В- и 7-лу- 
чей из этого небольшого количества 
радия. 

С точки зрения измерений миллион- 
ная часть грамма радия вызывает 
большой зффект. Практически уста- 
новлено, что одна тысячная часть 
от миллионной доли грамма (10- ® г) 
создает эффект, достаточный для точ- 
ных измерений. При аккуратных изме- 
рениях с помощью соответствующим 
образом скоиструированного  элек- 
троскопа можно обнаружить наличие 
сотой, а в некоторых случаях и ты- 
сячной доли указанного выше коли- 
чества. Таким образом, по увеличе- 
нию скорости разрядки электроско- 
па можно обнаружить наличие радия 
в количестве 10-1? г. Как средст- 
во обнаружения малейших  коли- 
честв радноактивного вещества элек- 
троскоп намного  чувствительнее, 
чем спектроскоп. 

Подобные измерения сами по себе. 
никонм образом не проясняют вопрсс 
о типе радиоактивного вещества, 
вызывающего разрядку электроско- 
па. Трудно, например, сделать вы- 
вод о том, какое радиоактивное 
вещество было в наличии — ра- 
дий, актиний или торий. Но у 
этих веществ имеется другое свой- 
ство, по которому можно быстро 
их различить. Каждое из этих ве- 
ществ — торий, радий, актиний — 
постоянно выделяет радиоактивную 
эманацию — газ, который обладает 
весьма интенсивными  радноактив- 
ными свойствами *). Если, например, 
поток воздуха проходит над соеди- 
неннями тория или актиння, а затем 
попадает в электроскоп, то  наблю- 
дается быстрый спад листочков элек- 
троскопа. Это обусловливается излу- 
чением из эмангции, создающей боль- 
шое число нонов в воздухе, с кото- 





*) Эманация радия, тория и актиния — 
это газ радон, атомы которого несколько от- 
личаются по весу. Эманацию тория назы- 
вают тороном, а эманацию актиния — актн- 
ноном. (Прим. ред.) 


рым она смешивается. В случае радия 
эманация не выделяется из твердого 
соединения при обычных условиях, 
но легко выделяется прин нагреве 
или растворении. Если в закрытой 
бутылке имеется раствор радия, то 
эманация собирается в воздушном 
пространстве над раствором; при 
прохождении медленного — потока 
воздуха через раствор в электроскоп, 
некоторое — количество эманации 
уносится с потоком воздуха и вызы- 
вает стремительную разрядку элек- 
троскопа. Разряжающая способность 
эманации, оставленной в электро- 
скопе, сохраняется в течение нес- 
кольких недель. Но разрядный =ф- 
фект не остается постоянным, а по- 
нижается и становится вдвсе слабее 
через четыре дня, в четыре раза сла- 
бее через восемь дней и так далее. Де- 
ло в том, что эманация радия явля- 
ется неустойчивым веществом, раз- 
лагающимся с испусканнем &-частии. 
В среднем половина его разлагается 
в течение четырех дней. Эманации 
тория или актиния химически впол- 
не отличимы от эманации радия *). 
Их можно сразу же отличить и по 
быстрой скорости спада их активно- 
го воздействия с течением времени. 
Разряжающая способность — эмана- 
ции тория снижается наполовину за 
54 секунды, а эманации актиния — 
за 3,9 секунды. 

Тот факт, что радиоактивные вс- 
щества образуют эманацию, дает воз- 
можность не только обнаружить прни- 
сутствие радноактивных веществ, но 
и определить их количество. Допус- 
тим, например, что мы хотим опреде- 
лить количество радия, присутствую- 
щего в данном образце руды. Обра- 
зец надо растворить, поместить в не- 
проницаемый для воздуха сосуд и 
оставить на время порядка месяца. 
В течение этого времени эманация 
накапливается в растворе н в воз- 
душном пространстве над ним и ко- 
личество ее увеличивается до тех 


*) Это не совсем так. Химическая при- 
рода всех трех виндов эманации оказалась 
тождественной. (Прим. ред.) 
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пор, пока не наступает состояние 
устойчивого ровновесия. В этом со- 
стоянии образование новых коли- 
четв эманации — компенсируется 
распадом эманации, обусловленным 
ее дальнейшим радиоактивным пре- 
вращением. Затем раствор надо про- 
кипятить, воздух, смешанный с эма- 
нацией, ввести в электроскоп и от- 
мечать скорость движения золотых 
листков. 


Еслн скорость разряда понизи- 
лась до половины ее первоначаль- 
ной величины по истеченни четырех 
дней — это точное доказательство то- 
го, что в электроскопе присутствует 
эманация радня. 


Таким путем можно легко изме- 
рять количество радия в растворе 
в пределах до 10-1 г. 


Эманация радия неустойчива и 
распадается на другсе  Еещестео, 
которое ведет себя как твердое 
гешеслво и обладает совершенно 
вными радиоактивными свойствами. 

Внутренняя поверхность сосу- 
да, содержащего зманацию радия, 
покрывается невндимым — налетом 
радноактивного вещества. Если эма- 
нацию быстро удалить потоком 
воздуха, этот так называемый «ак- 
тивный осадок»  сстается внутри. 
Активность этого ссадка непостоян- 
на н со временем быстро спадает. 


Через иссколько часов активность 
уменьшается в геометрической прог- 
рессни, снижаясь вдвсе примерно 
за 28 минут. В случае тория актив- 
вый ссадок уменышает свсю актив- 
несть наполовину за 11 часов; в слу- 
чае актилия — за 34 минуты. Об- 
разование этого характерного актив- 
ного осадка из каждой эманации 
дает еще одну возможнссть отличить 
присутствие тория, радия или акти- 
ния в отдельностн. 


Интереснсе свойство активного 
ссадка, которсе, как мы увидим, играет 
заметную роль при анализе радноак- 
тивного состояния атмссферы, состоит 
в том, что в электрическом поле оса- 
док сосредоточивается на отрина- 
тельно  заряженном — проводнике. 
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Частицы активного осадка каким- 
то образом приобретают положн- 
тельный заряд, стремятся к отри- 
цательному электроду и прилипают 
к нему. 


Радиоактивное состояние атмосферы 


Я кратко рассказал о некоторых 
наиболее важных свойствах радио- 
активных тел, которые оказались 
очень полезными при решении воп- 
роса о распространенности радио- 
активных веществ в земле и атмос- 
фере. Пионерами в этой области ис- 
следований были профессора Эльстер 
и Гейтель — преподаватели гимназии 
в Вольфенбюттеле, Германня. 

Гейтель в 1900 году заметил, что 
открытый воздух обладает свойством 
производить слабую разрядку элект- 
роскопа. Он показал, чтоэто явление 
обусловливается образованием в воз- 
духе отрицательных и лоложительных 
ионов. В поисках возможной причины 
этого явления Эльстер и Гейтель до- 
гадались, что оно может быть связано 
с наличием в атмосфере радиоактив- 
ных веществ. Тогда они попытались 
ссуществить чрезвычайно смелый экс- 
пернмент. Я указывал уже, что эма- 
нация из радиоактивных тел обра- 
зует активный осадок, который может 
концентрироваться на отрицательно 
заряженном проводе. Если в атмос- 
фере имеется эманация, то активный 
ссадок должен собираться на отрн- 
цательно заряженном проводнике, по- 
мещенном в атмосфере. 

Эльстер и Гейтель натянули за 
окном лаборатории изолированный 
провод длиной в 20 или 30 м (рис. 1). 
При помощи электрической машины 
провод заряжался до отрицательного 
потенциала в несколько тысяч вольт. 
По истечении нескольких часов провод 
быстро снимался, его сворачивали 
вокруг рамы, присоединенной к элек- 
троскопу, как показано на рисунке 2, 
и измеряли скорость разряда электро- 
скопа. Золотой листок быстро спадал. 
Величина этого зффекта не зависела 
от матернала провода, и было убе- 
дительно показано, что он полиостью 
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Рис. 1. 


обусловлен наличием радноактивного 
вещества на поверхности провода. 
Мы должны теперь рассмотреть 
вопрос о тсм, как определить, какое 
радиоактивное вещество сконцентри- 
ровалось на проводе. Наличие в ат- 
мссфере частиц твердых тел вроде ра- 
дия, урана или тория невозможно. 
Однако эманации из радия, тория и 
актиния газообразны, и если в земле 
нмеются эти вещества, то вполне ра- 
зумно ожидать, что некоторое коли- 
чество выделенной ими эманации мо- 
жет попадать в атмосферу. На вопрос 
о том, какая это эманация, можно 
ответить вполне определенно. Если 
в воздухе имеется только эманация 
радия, то активный осадок, собрав- 
шийся на проводе, должен распадать- 
ся со скоростью, характерной для 
радия, то есть несколько часов спус- 
тя активность падает экспоненциаль- 
но, уменьшаясь вдвое в течение 28 ми- 
нут. Оказалось, что почти точно с 
такой скоростью распадается актив- 
ный осадок нз воздуха. Поэтому мож- 
но сделать вывод о том, что в атмос- 
фере имеется эманация радия. 
Предварительные — эксперименты 
показали, что радиоактивность ат- 
мосферы обусловлена  присутствнем 
эманации радия. Бамстед в Нью- 
Иорке и Бланк в Италии, однако, 
убедительно показали, что в этих 
местностях в воздухе присутствует 
некоторое количество эманации то- 
рия. Это может быть проверено прос- 





Рис. 2. 


тейшим путем. Провод устанавлива- 
ется на открытом воздухе, заряжает- 
ся отрицательно и оставляется на 
несколько дней. После снятия провода 
часть активности, обусловленная ак- 
тивным осадком радия, быстро умень- 
шается. Через 5 или 6 часов активность 
все еще остается, но ее спад происхо- 
дит намного медленнее: уменьшается 
наполовину в. течение каждых 11 ча- 
сов. Эта скорость распада характер- 
на для активного осадка тория и свн- 
детельствует о том, что в атмосфере 
имеется также эманация тория. Бланк 
недавно показал, что в некоторых 
местностях Италии 70 процентов ак- 
тивности должно быть отнесено за 
счет тория, но, по-видимому, в боль- 
шинстве остальных мест эффект обус- 
ловливается радием. 

Из сказанного мы можем сделать 
вывод, что атмосфера над  поверх- 
ностью Земли содержит повсюду не- 
большие количества эманации радия 
и тория, а также активные вещества, 
возникающие при их превращениях 
тут же в атмосфере. Величина пронз- 
водимой ими ионизации мала, однако 
может быть точно измерена прибором, 
специально для этой цели сконструи- 
рованным Эбертом. При помощи вен- 
тилятора, вращаемого мотором, по- 
стоянный поток воздуха пропускают 
между двумя концентрическими ци- 
линдрами. Внутренний изолирован- 
ный цилиндр заряжен и соединен с 
электроскопом (рис. 3). При про- 
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Рис. 3. 


хождении ионизованного воздуха 
между цилиндрами ионы оседают на 
внутреннем цилиндре и уменьшают 
его заряд. Скорость разрядки является 
мерой количества ионов в кубиче- 
ском сантиметре наружного воздуха. 
В одном кубическом сантиметре от- 
крытого воздуха обычно содержится 
около 1500 ионов эта; величина не- 
постоянна. По сравнению с числом 
неионизованных молекул число имею- 
щихся в атмосфере ионов черзвычайно 
мало. Каждый кубический сантиметр 
воздуха содержит около 4Х 101? мо- 
лекул, так что в среднем одновремен- 
но ионизована лишь бесконечно ма- 
лая часть молекул воздуха. Хотя эта 
ионизация очень незначительна и для 
ее измерения требуется чувствитель- 
ный электроскоп, она все же играет 
очень важную роль в электрическом 
состоянии атмосферы. 


Расгространенность радноактивного 
вещества в земной коре 


Эльстер и Гейтель давно заметили, 
что пещеры и погреба, в которых дол- 
гое время сохранялся один и тот же 
воздух, необычайно богаты эманаци- 
ей радия. Это было замечено по силь- 
ному уменьшению заряда стрицатель- 
но заряженного провода, помещен- 
ного в этих закрытых местах. Было 
предположено, что если это пронсхо- 
дит в результате выделения эманации 
радия из почвы, То количество эма-- 
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нации должно увеличиваться в за- 
крытом пространстве. Это привело 
к исследованию активностн грунтов. 
Во всех пробах была обнаружена ра- 
диоактивность, а во многих — па- 
личие эманации радня. 

По-видимому, нет сомнений в том, 
что почва является источником эма- 
нации в атмосфере. Эта эманация 
выделяется из почвы в процессе диф- 
фузии или из воды источников, а за- 
тем разносится ветром. Вследствие 
болышой скорости превращения эма- 
наций тория и актиния по сравнению 
с эманацией радия следует ожидать 
преобладания эманацин радия в ат- 
мосфере. Поэтому несколько неожи- 
данным оказывается тот факт, что в 
ряде местностей обнаружены болыние 
количества эманация тория. Эманация 
радня должна медленно просачивать- 
ся сквозь почву, распадаясь со вре- 
менем, и следует ожидать, что болъ- 
шая часть эманации, имеющейся в 
воздухе, выделяется из тонкого слоя 
землн толщиной не более нескольких 
дециметров. 


Внутреннее тепло Земли 


Итак, естественяо предположить, 
что имеется очень большое количество 
радия и других радиоактивных ве- 
ществ, распределенных по поверх- 
ности Земли. Эта радиоактивная ма- 
терия должна постоянно давать тепло 
Земле, и представляет большой ин- 
терес исследовать величину этого теп- 
лового эффекта и его возможного 
влияния на проблему происхождения 
внутреннего тепла Земли. 

Все радиоактивные вещества не- 
прерывно выделяют телло. За один 
час радий выделяет количество тепла, 
достаточное для таяния такого коли- 
чества льда, которое превосходит вес 
самого радия. Килограмм радня в 
течение года выделяет столько тепла, 
сколько получается при сгорании 
100 ке хорошего угля. Это выделение 
тепла радием и всеми другими радно- 
активными веществами в действитель- 
ности является вторичным свойст- 
вом — следствием бомбардировки ак- 


тивного вещества а-частицами, ис- 
пущенными из его собственной массы. 

В- и -лучи создают лишь неболь- 
шую часть суммарного теплового эф- 
фекта. Тепловой эффект радия всегда 
должен быть пропорционален коли- 
честву радкя в земной коре и должен 
иметь место независимо от того, как 
радий распределен по земной коре. 
Следовательно, должно существовать 
постоянное поступление тепла в зем- 
лю, обусловленное наличием в ней 
радия н других радиоактивных ве- 
ществ. Но тепловой эффект, обуслов- 
ленный данным количеством радия, 
не может существовать бесконечно. 
Радий превращается в другие вещест- 
ва, и, казалось бы, через 20 000 лет 
должна остаться только небольшая 
его часть. Однако это не так. Теперь 
определенно установлено, что радий 
образуется из урана и что в старых 
минералах количество радня всегда 
пропорционально количеству урана. 

Трансформация урана происходит 
значительно медленнее, чем превраще- 
ние радия, и, вероятно, пройдет пе- 
риод по крайней мере в тысячу мил- 
лионов лет, пока уран распадется 
наполовину. Следовательно, за счет 
образования радия при распаде ура- 
на количество радия в Земле будет 
поддерживаться на постоянном уровне 
в течение периода, измеряемого сот- 
нями миллионов лет. 

Теперь кратко рассмотрим обще- 
принятую теорию происхождения вну- 
треннего тепла, возраста Земли. Из- 
вестно, что температура Земли по- 
степенно увеличивается по мере 
продвижения вглубь, — в среднем 
на 1°С на каждые тридцать метров 
в глубину. По данным о вулканиче- 
ской деятельности известно, что внут- 
ренняя часть Земли имеет высокую 
температуру. 

При решении задачи о возрасте 
Земли Кельвин предполагал, что 
Земля первоначально имела темпе- 
ратуру расплавленной горной поро- 
ды и со временем постепенно охлаж- 
далась, излучая тепло с поверхности 
в пространство. Некоторые величины, 
необходимые для расчета количества 


этого тепла, были недостаточно извест- 
ны, однако Кельвин сделал вывод, что, 
несомненно, прошло не более чем 
100 миллионов лет-с тех пор, как по- 
верхность Земли по своей температу- 
ре стала пригодной для жизни расте- 
ний И ЖИВОТНЫХ. 

Нет сомнения в общей правильнос- 
ти выводов на основе предположений, 
сделанных Кельвином. Давайте, од- 
нако, рассмотрим эти предпосылки. 
Предполагается, что Земля представ- 
ляет собой изолированное остывающее 
в пространстве тело, не имеющее ис- 
точников тепла с момента остывания. 
Однако обнаружение в Земле веществ, 
подобных радию, которые испускают 
тепло с большой скоростью, сразу 
же наводит на мысль о том, что Зем- 
ля — не просто остывающее тело, а 
такое, в котором постоянно рождает- 
ся тепло. 

В 1902 году я произвел некоторые 
расчеты, чтобы определить, какое ко- 
личество радия (или другого радио- 
активного вещества), однородно рас- 
пределенного в Земле, необходимо 
для того, чтобы изменение температу- 
ры слоев Земли вблизи поверхности 
с глубиной оставалось постоянным. 
В таком случае тепло, поступающее 
из радия, должно точно компенсиро- 
вать потери тепла, излучающегося 
в пространство. Вычисления просты, 
и они показали, что было бы доста- 
точно равномерного распределения ра- 
дия в количестве всего лишь 
1,7. 10-13 г на | смз. 

Р. Дж. Стрэтт недавно осуществил 
ряд систематических наблюдений по 
определению содержания радия в ти- 
пичных горных породах земной коры 
и получил исключительно интерес- 
ные результаты. Стрэтт собрал ряд 
типичных пород — и вулканических, 
и осадочных, полученных из различ- 
ных местностей, и определил содер- 
жание радия в этих породах. Оказы- 
вается, содержание радия в земной 
коре не только достаточно для под- 
держання внутреннего тепла Земли, 
а его даже болыше чем требуется в 
том случае, если предположить, что 
он равномерно распределен по всей 
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массе Земли. Последнее предполо- 
жение должно приводить к выводу 
о том, что Земля постоянно разогре- 
вается, а не охлаждается, — выводу, 
к которому вряд ли можно относить- 
ся с доверием. Для того чтобы обойти 
это затруднение, Стрэтт предположил, 
что радиоактивное вещество распре- 
делено не равномерно внутри Земли, 
а лишь только в ее тонком поверхност- 
ном слое. Если предположить, что 
радий распределен в этом слое равно- 
мерно, то можно легко показать, что 
толщина этого слоя составляет около 
70 км. 

Предполагая, что радий содержит- 
ся в поверхностном слое глубиной 
70 км, легко подсчитать температуру 
Земли. Результаты расчетов показаны 
на рисунке 4. 

На глубине 70 км температура 
должна увеличиться примерно до 
1500 °С. Температура внутренней 
массы Земли ниже 70 км должна быть 
примерно постоянной и равняться 
1500 °С. 

Я надеюсь, что теперь вам стало 
понятно, как изучение радиоактив- 
ностн глубоко изменило наши взгляды 
на внутреннее тепло Земли. Новые 
выводы ни в коем случае не являются 
окончательными, но сделанное за- 
ставляет усомниться в  справедли- 
вости старых теорий о пронсхожде- 
нии Земли и об изменении ее внут- 
реннего тепла. 
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ЗАДАЧИ 
НА БУМАГЕ 
В КЛЕТКУ 


1. Сколько квадратов? 


Узлы листа бумаги в клет- 
ку образуют крест, как это 
показано на — рисунке. 





: = ЧИ 
Не 8% 
1] +2- = НЕЕ: 


>. ке 1+ — 
Сколько можно начертить 


квадратов с вершинами в 
выделенных узлах? 


{Ответ см. на стр. 50.) 


2. Сколько 
прямоугольников? 


На рнсунке вы видите 
квадратный лист бумаги в 
клетку. Давайте подсчита- 
ем, сколько можно образо- 
вать квадратов с вершинами 





в узлах этого листа и сторо- 
нами, параллельными его 
сторонам- 

Очевидно, число возмож- 
ных чедикичиых» — квадра- 
тов равно п?. Квадратов раз- 
мерами 2%2 отыщется (п 
—1)*. Действительно, верх- 
ный левый угол такого квад- 
рата может быть в любом 


(Продолжение см. на стр. 54.) 


Из воспоминаний 
о профессоре 
Резерфорде 


П. Л. Капица 


Известный советский физик академик Петр Леонидович Капица 13 лет 
работал у Резерфорда. Мы помещаем здесь отрывки из его воспоминаний о 
своем учителе, опубликованных в брошюре «Жизнь для науки» (изд-во 
«Знание», 1965 г.) и в журнале «Новый мир» № 8 за 1966 год. 


«..Одной из основных черт Резерфорда при его экспериментирова- 
нии была исключительная наблюдательность, уменье обобщить явление, 
выяснить самое важное, самое нужное. Это можно проследить на ряде’ 
примеров. Когда он, например, открыл эманацию тория”), то исходил 
из наблюдения разницы в ионизации, производимой торием при откры- 
той и закрытой дверце электроскопа. Казалось, что поток воздуха, про- 
ходящий через препарат, изменяет радиоактивность самого тория. 
Резерфорд стал собирать этот воздух и сразу обнаружил, что он сам 
радиоактивен. Это и было открытием эманации. Большинство ученых, 
увидя разницу, начало бы изучать явление либо при закрытой, либо при 
открытой дверце. Резерфорд же сразу ставит вопрос: почему это явле- 
ние происходит так, а не иначе, и сейчас же старается уяснить себе, 
в чем тут дело. Вот этот неизменно возникающий вопрос «почему» и 
таил в себе ключ к великим открытиям... 

..Многие говорят, что Резерфорд обладал исключительной интуи- 
цией, — он как бы чувствовал, как сделать опыт и что искать. Под интуи- 
цией обычно подразумевается какой-то бессознательный процесс, кото- 
рый идет внутри человека, — это то, чего нельзя объяснить, что под- 
сознательно приводит к правильному решению. Я лично думаю, что, 
может быть, это отчасти и правда, но во всяком случае это сильно пре- 
увеличено. Для обычного читателя прямо неизвестно то колоссальное 
количество работы, которое производит ученый. Он узнает только ту 
часть, которая ведет к определенным результатам. Наблюдая Резер- 
форда вблизи, можно было видеть, какое колоссальное количество 
работы он выполнял. Его энергия и энтузиазм были неисчерпаемы. Он 
все время работал и все время искал чего-то нового. Резерфорд публи- 
ковал и доводил до сведения своих товарищей ученых только работы 
с положительным результатом, и вряд ли они составляли больше не- 
скольких процентов той громадной работы, которую он проводил; 
остальное не только не было опубликовано, но вообще оставалось не- 


*} См. сноску на`стр. 11. 
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известным даже его ученикам. Иногда только по отдельным намекам, 
прорывавшимся в разговоре с ним, можно было уловить, что он нечто 
пробовал, но у него не вышло. Он не любил говорить о проектах своих 
работ и охотнее говорил только о том, что уже сделано и дало резуль- 
тать... 

..Резерфорд был экспериментатором и в этом отношении напоми- 
нает Фарадея. Он мало пользовался формулами и мало прибегал к ма- 
тематике. Иной раз, пытаясь вывести при своих докладах формулу, он 
путался и тогда просто писал результат, замечая: 

— Если все вывести правильно, то так и получится. 

Но экспериментом он владел исключительно. Можно сказать, что 
Он «видел» явление, над которым работал, хотя бы оно и происходило 
в неизмеримо мелом ядре атома... 

..Своеобразный характер мышления Резерфорда легко можно 
было видеть, беседуя с ним на научные темы. Он любил, когда ему рас- 
сказывали об опытах, но чтобы он слушал с интересом — а по его выра- 
зительному лицу сразу было видно, слушает он с интересом или ску- 
чает, — надо было говорить только об основных фактах и идеях, не 
вдаваясь в технические подробности, которые Резерфорда не интересо- 
вали. Когда мне приходилось приносить ему для утверждения чертежи 
импульсного генератора большой мощности для получения сильных 
магнитных полей, то он из вежливости клал перед собой синьку, не 
обращая внимания на то, что она лежала перед ним вверх ногами, и го- 
ворил: «Этот чертеж меня не интересует, вы просто укажите те прин- 
ципы, на которых эта машина работает». Основную идею эксперимента 
он схватывал очень быстро, с полуслова. Это меня поражало, особенно 
в первые годы моего пребывания в Кембридже, когда из-за незнания 
английского языка я говорил еще настолько плохо, что не мог ясно 
рассказать о своих идеях и опытах, и, несмотря на это, Резерфорд 
быстро схватывал идею и давал всегда очень интересную оценку. 

Резерфорд охотно рассказывал о своих опытах, любил показывать 
свои установки и эксперименты. Он любил сопровождать рассказ рисун- 
ками; для этого у него в жилетном кармане всегда было несколько 
маленьких огрызков карандаша. Он держал карандаш по-особому, мне 
всегда казалось — очень неудобным образом, как-то концами трех 
пальцев. Чертил он всегда дрожащей рукой, рисунок был прост, состоял 
из небольшого числа штрихов, сделанных с большим нажимом. Доволь- 
но часто острие карандаша ломалось, тогда вынимался из кармана дру- 
гой огрызок... 

..Я очень любил лекции Резерфорда, я прослушал курс физики, 
который он читал студентам как кавендишский профессор. Я мало что 
узнал из этого курса нового для себя, так как физику к тому времени 
я знал уже неплохо, но подход Резерфорда к физике меня научил мно- 
гому. Резерфорд читал с большим увлечением, математикой он почти 
не пользовался, явления он обычно описывал диаграммами и сопро- 
вождал лекцию четкими, но скупыми жестами, из которых было видно, 
как конкретно и образно он мыслит. Но интересным для меня в его 
лекциях было то, что он нередко менял тему. По плану он должен 
был читать об одном, но потом, по аналогии, его мысль переходила на 
другое явление, обычно связанное с каким-либо новым опытом, сделан- 
ным в области радиоактивности, и он с увлечением начинал рассказы- 
вать о том, что его сейчас занимало. При этом хуже всего приходилось 
его ассистенту: ему Резерфорд неожиданно предлагал сделать демон- 
страцию, которая не входила в первоначальный план лекции... 


3* 





Резерфорд в гостях у Капицы. Первый справа — Э. Резерфорд, второй — 
Ф. Астон, третий — П. Л. Капица. 


„.Самое замечательное качество Резерфорда как учителя было его 
умение направить работу, поддержать начинание ученого и правильно 
оценить полученные результаты. 

Самое большее, что он ценил в учениках, — это самостоятельность 
мышления, инициативу, индивидуальность. При этом надо сказать, что 
Резерфорд применял все возможное для того, чтобы! выявить з чезлаз зке 
его индивидуальность. 

Я помню, еще в начале моей работы в Кембридже я как-то сказал 
Резерфорду: «У нас работает Х., он работает над безнадежной идеей и 
напрасно тратит время, приборы и прочее». «Я знаю, — ответил Резер- 
форд, — что он работает над безнадежной проблемой, но зато это проб- 
лема его собственная, и если работа у него и не выйдет, то она его на- 
учит самостоятельно мыслить и приведет к другой проблеме, которая 
уже будет иметь экспериментальное решение». Так оно потом и 
оказалось. 

Он многим готов был пожертвовать, чтобы только воспитать 
в человеке независимость и оригинальность мышления, м, если 
они проявлялись он окружал его заботой и особо поощрял его 
работу... 

(Резерфорд считал, что начинающему ученому не следу ст давать 
технически трудную работу. Для начинающего работника, даже если он 
и талантлив, нужен успех, не то может произойти необоснованное разо- 
чарование в своих силах. Если у ученика есть успех, то надо его спра- 
ведливо оценить м отметить. 

Как-то в одном из откровенных разговоров Резерфорд мне ска- 
зал, что самое главное для учителя — научиться не завидовать успехам 
своих учеников, а это с годами становится нелегко! Эта глубокая истина 
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произвела на меня большое впечатление. Главным свойством учителя 
должна быть щедрость. Несомненно, Резерфорд умел быть щедрым, 
это, по-видимому, главный секрет того, что из его лаборатории вышло 
столько крупных ученых, в его лаборатории всегда было свободно и хо- 
рошо работать, была хорошая деловая атмосфера... 

..По отношению к своим ученикам Резерфорд проявил исключи- 
тельную заботу. Его взгляд на учеников был, схематизируя, такой — 
он говорил: 

«Если у меня работает молодой ученый и после двух лет работы 
приходит ко мне и спрашивает, что же мне делать дальше, я ему сове- 
тую бросить работу в области науки, ибо если человек после двух лет 
работы не знает, что ему делать дальше, из него не может выйти 
ученый». 

По существу он так резко никогда не ставил вопрос и под тем или 
иным предлогом всегда находил возможность предоставить своим 
неудавшимся ученикам место либо где-нибудь в промышленной 
лаборатории, либо место учителя в какой-нибудь школе или уни- 
верситете... 

..Мз этого образа Резерфорда, который я нарисовал вам, вы сразу 
увидите человека с большим, сильным темпераментом. Этот темпера- 
мент выражался во всем, в особенности в суждениях. Резерфорд не 
выносил недобросовестности в работе и взаимоотношениях людей. 
Если какой-нибудь ученик проявлял хотя бы малейшую недобросовест- 
ность в чем-нибудь — в том ли, что он неправильно представлял резуль- 
таты своей работы, в том ли, что он не упоминал источника своих идей 
и старался выставить производимую им работу за свою, тогда как он 
на самом деле почерпнул идею ее в другом месте, — такой человек 
терял для Резерфорда всякий интерес... 





Рабочее место Резерфорда в Кавендишской лабораторим. 


.К людям он относился исключительно заботливо, особенно 
к своим ученикам. Приехав работать к нему в лабораторию, я сразу 
был поражен этой заботливостью. Резерфорд не позволял работать 
дольше 6 часов вечера в лаборатории, а по выходным дням не позво- 
лял работать совсем. Я протестовал, но он сказал: 

— Совершенно достаточно работать до 6 часов, остальное время 
нам надо думать. Плохи люди, которые слишком много работают 
и слишком мало думают... 

...Я видел потом, что время, потраченное на отдых, полностью оку- 
палось приобретенной энергией... 

..Как-то Резерфорд позвал меня к себе в кабинет, и я застал его 
читающим письмо и грохочущим своим открытым и заразительным сме- 
хом. Оказывается, письмо было от учеников какой-то украинской сред- 
ней школы. Они сообщали ему, что организовали физический кружок 
и собираются продолжать его фундаментальные работы по изучению 
ядра атома, просят его стать почетным членом и прислать оттиски его 
научных трудов. При описании достижений Резерфорда и его открытий, 
сделанных в области ядерной физики, вместо физического термина они 
воспользовались физиологическим. Таким образом, структура атома 
в описании учеников получила свойства живого организма, что и вызвало 
смех Резерфорда. Я объяснил Резерфорду, как могло произойти это 
искажение. По-видимому, школьники сами делали перевод письма и при 
этом пользовались словарем, а в русском языке, в отличие от англий- 
ского, слово «ядро» имеет два смысла. Резерфорд сказал, что он так 
и предполагал, и ответил ребятам письмом, в котором благодарит за 
высокую честь избрания и посылает оттиски своих работ... 

..Смерть профессора Резерфорда — очень тяжелый удар для 
ученых всего мира. В нем наука потеряла величайшего со времен Фа- 
радея пионера физических исследований. В продолжение всей своей 
жизни, столь плодотворной научными открытиями, он работал над 
самыми фундаментальными проблемами современной теории атома. 

Его можно рассматривать не только как создателя новой главы 
в науке, но и как создателя целой новой науки — физики ядра...». 


Герб пордз Резерфорда Крест на щите образован экспоненциальными кривыми ра- 
дноактнвного распада. Наверху — новозеландская птица киви (Резерфорд родился 
в Новой Зеландии). 
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У ВСЕСОЮЗНАЯ ФИЗИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 


15—20 апреля в г. Новосибирске проходила У Всесоюзная физическая 
олимпиада школьников. В ней приняли участие 550 школьников — побе- 
дители республиканских и областных олимпнад и победители Всесоюзной 
олимпиады 1970 года. 

16 апреля состоялся первый тур олимпиады — теоретический. Участ- 
никам были предложены задачи: по 5 задач — учащимся 9 и 10 классов 
и 4 задачи — учащимся 8 классов. На решение задач отводилось 5 часов. 

17 апреля жюри, проверившее работы, объявило результаты Г тура. 
Те из участников, кто успешнее других справился с теоретическим туром, 
были допущены на 1] тур олимпиады — экспериментальный, который 
проводился 18 апреля. 

Вечером 18 апреля состоялось собеседование; на него были пригла- 
шены учащиеся, лучше других выполнившие задания Ги И туров олим- 
пнады. 

19 апреля школьники посетили Академгородок. Они побывали в лабо- 
раторнях Института ядерной физики, Института гидродинамики, Института 
физики полупроводников, в Новосибирском Государственном универси- 
тете, где встретились с учеными Сибирского отделения АН СССР. 

19 апреля жюри подвело окончательные итоги, н 20 апреля на торжест- 
венном закрытии олимпиады были сбъявлены имена победителей. 

Дипломами первой степени были награждены следующие участники 
олимпиады: по 8 классам — Игорь Корепанов (школа № 23 г. Дне- 
пропетровска), Александр Зуев (школа № 1 г. Перевальска Ворошиловград- 
ской обл.); по 9 классам — Александр Сахаров (школа № 47 г. Ка- 
лининграда), Сергей Провоторов (школа № 45 г. Ленинграда), Борис Кузе- 
мин (школа № 18 г. Москвы), Лев Вайдман (школа № 45 г. Ленинграда); 
по 10 классам — Андрей Первухин (школа № 51 г. Свердловска), 
Александр Снегирев (Осиповская средняя школа Чаусского р-на Могилев- 
ской обл.), Владимир Головизнин (школа № 16 г. Кирова). 

Дипломы второй степени получили следующие участники олимпиады: 
по 8 классам — Александр Левин (школа № 34 г. Свердловска), 
Александр Теохаров (школа № 11 г. Алмалыка Ташкентской обл.), Вадим 
Мирный (школа № 2 г. Москвы), Александр Турчин (школа № 145 г. Ки- 
ева}; по9 классам — Сергей Лягушин (школа № 23 г. Днепропетровска), 
Серссей Кацур (школа № 34 г. Кишинева), Игорь Лобов (школа № 170 
г. Красноярска), Георгий Поляков (школа № 3 г. Челябинска), Михаил Де- 
журко (школа № 3 г. Пинска Брестской сбл. ); по 10 классам — 
Владимир Назайкинский (школа № 2 г. Москвы}, Сергей Парновский 
(школа № 145 г. Киева), Борис Якобсон (школа № 116 г. Одессы), Алек- 
сандр Пиуховский (школа № 21 г. Архангельска), Игорь Артюхов (школа 
№ 18 г. Москвы), Юрий Богданов ‘икола № 40 г. Симферополя), Валерий 
Фрадков (школа № 27 г. Харькова). 

Дипломы третьей степени были присуждены десяти учащимся 8 классов, 
четырнадцати учащимся 9 классов и 12 учащимся 10 классов. 

74 участника олимпиады получили поощрительные грамоты. 

Оргкомитет олимпиады, жюри, рёботники Сибирского отделения 
АН СССР, Новосибирского областного отдела народного образования при- 
ложили много сил для того, чтобы олимпиада прошла четко, организованно, 
принесла пользу ее участникам. 





МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК 





Геометрия в переводе с греческо- 
го — землемерие. Своим рождением 
она обязана древним землемерам, ар- 


хитекторам, строителям. Не имея 
тех совершенных приборов, которыми 
вооружены их потомки, онн обходн- 
лись простейшими средствами: цирку- 
лем, линейкой и мерной лентой. Ес- 
тественно, что древние математики 
пользовались именно этими средства- 
ми для геометрических построений, 
отвергнув лишь мерную ленту, как 
инструмент неточный. 

Порой поражаешься, как много 
разнообразных задач на построение 
они могли решать, используя лишь 
эти простейшие инструменты. 

Казалось, что нет таких задач на 
построение, которые нельзя было бы 
решить с помощью циркуля н 
линейки. 


А. П. Савин 


КАК ПОЙМАТЬ ЛЬВА В ПУСТЫНЕ? 


Наблюдатель в пустыне находится в 
круглой клетке. Лев находится вне клетки. 
Производится инверсия. Тогда лев попадет 
в клетку, а наблюдатель — вне ее. 


Из аспирантского фольклора 
МГУ 20-х годов 


Но такие задачи нашлись. Многие 
математики ломали голову над за- 
дачами «трисекции угла» и «удвоения 
куба». Лишь в конце прошлого века 
была доказана их неразрешимость *). 
Однако и сейчас еще встречаются чу- 
даки, пытающиеся осуществить трни- 
секцию угла с помощью лишь цирку- 
ля и линейки. 

Из задач, вполне разрешимых с 
помощью циркуля и линейки, одной 
из самых интересных является зада- 
ча выдающегося древнегреческого гео- 


*) Задач: о трнсекции угла: «Указать 
способ деления о угла на три равные 
части»; задача об удвоении куба: «Найти 
ребро куба, объем которого вдвое больше 
объема данного куба». Доказательство не- 
разрешимости этих задач можно найтн в 
книге «Энциклопедия элементарной мате- 
матики», т. ГМ, «Геометрия», М., Физматгиз, 
1963, стр. 220—223. 
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метра Аполлония из Перги *), кото- 
рая формулируется так: 





Известно, что решение этой задачи 
содержалось в сочинении Аполлония 
«О касаниях», но само сочинение было 
утеряно. В дальнейшем задача Апол- 
лония породила многочисленные ма- 
тематические исследования, к ней 
обращались и такие выдающиеся ма- 
тематики, как Л. Эйлер и И. Г. Лам- 
берт. 

В настоящее время существует 
много различных решений этой зада- 
чи, одно из них будет приведено здесь. 
Однако цель этой статьи — не толь- 
ко рассказать о решении задачи Апол- 
лония, но и вооружить вас «методом 
инверсии», использованным в этом 
решенин. 


Инверсия 


Определение. Пусть дана 
окружность радиуса г с центром в 
точке О. Инверсией относительно этой 
окружности называется следующее 
преобразование плоскости: каждой 
точке М плоскости, отличной от 
точки О, ставится в соответствие 


точка М’, лежащая на луче ОМ на 
2 


расстоянии от точки О. Точка 


ом 
О называется центром инверсии, а 
число г? — степенью или козффициен- 


том инверсии. 


*) Аполлоний (ок. 260—170 гг. 
до н. 3.) родился в городе Перга — одной из 
колоний Греции в Малой Азии, долгое вре- 
мя работал в Александрии, а затем вернулся 
в Пергу. Его сочинения о конических се- 
чениях легли в основу изучения алгебра- 
ических кривых (кривых, задаваемых урав- 
неннями), а применяемый им метод привел 
Декарта и Ферма к созданию аналитической 
геометрни. 
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Инверсию еще называют преобра- 
зованием обратными радиусами, а 


также симметрией — относительно 
окружности. Она была введена в 1830 
году немецким математиком 


Л. Магнусом, однако встречается 
и в трудах самого Аполлония, напрн- 
мер в сочинении «О плоских геомет- 
рических местах». После своего второ- 
го рождения инверсия оказалась мощ- 
ным инструментом в математических 
исследованиях. 

Рассмотрим ряд свойств инверсии. 

1. Точки на выбранной нами ок- 
ружности при инверсии переходят 
в себя; точки, лежащие внутри окруж- 
ности, переходят во внешние точки 
(кроме точки О), а внешние точки — 
во внутренние. 

2. Если при инверсии фигура Ф 
переходит в фигуру Ф’, то фигура 
Ф’ переходит в фигуру Ф. 

3. При инверсии точки, лежащие 
на прямой, проходящей через центр 
инверсии, переходят в точки, лежа- 
щие на этой же прямой. 

Эти три свойства очевидны из 
определения инверсии. Термин «сим- 
метрия» применяется к инверсии в си- 
лу ее первого и второго свойств. 

Заметим, что инверсия не определяет, 
куда переходит точка О — центр выбранной 
нами окружности. Если бы мы дополнили 
плоскость еще одной точкой Р — «беско- 
нечно удаленной», то можно было бы ска- 
зать, что при инверсин точка О переходит 
в точку Р, а точка Р — в точку О. Тогда 
и любые две прямые пересекались бы в точ- 


ке Р. Вероятно. теперь вам легче будет по- 
нять следующее свойство инверсни. 


4. Прямая, не проходящая через 
центр инверсии, переходит в окруж- 
ность, проходящую через центр ин- 
версии. 

Доказательство. — Опус- 
тим из точки О перпендикуляр на 
прямую (рис. 1). Найдем для точки 
Р — основания перпендикуляра — 
точку Р’, в которую она переходит 
при инверсии. Пусть теперь М — 
произвольная точка данной прямой 
и М’ — точка, в которую она пере- 
ходит при инверсии. Тогда из соот- 


ношений 
ОР.ОР’=-1*, ОМ.ОМ’= 





Рис. 1. Прямая, не проходящая через центр 
инверсии, при инверсии переходит в окруж- 
НОСТЬ. 


следует, что 


ОР ОМ’ 

ОМ ОР’’ 
откуда вытекает, что треугольники 
ОРМ и ОР’М’ подобны (угол при 
вершине О у них общий, а заключаю- 
щие его стороны пропорциональны). 
Значит, —ОМ’Р’= ЗОРМ=90° и 
точка М’ лежит на окружности, по- 
строенной на отрезке ОР’ как на диа- 
метре *). 

5. Окружность, проходящая че- 
рез центр инверсии, переходит при 
ичверсии в прямую, не проходящую 
через точку 0. 

Доказательство этого свойства ана- 
логично доказательству предыдущего. 

6. Окружность, не проходящая 
через центр инверсии, переходит при 
инверсии в окружность. 

Доказательство. Прове- 
дем через точку О и центр данной 
окружности прямую. Пусть А и В — 
концы соответствующего диаметра 
этой окружности (рис. 2), М — про- 
извольная точка на ней. Обозначим 
через А’, В’и М’ точки, в которые 
переходят точки А, В и М при ин- 
версии. Из соотношений 


ОА.ОА’ =”, ОВ-ОВ’=г”, 
ОМ. ОМ! ==г? 
следует, что 


од _ ом’. 08 _ Ом, 
ОМ ОА’ ом ОВ’: 


*) Нетрудио заметить, что это доказа- 
тельство не зависит от того, пересекает пря- 
мая окружность, относительно которой про- 
изводится инверсия, или не пересекает. 
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Рис. 2. Окружность, не проходящая через 
центр инверсии, при инверсии переходит в 
окружность. 


Значит,  треугольники/и ОАМ и 
ОА’М’, атакжеОВМ и ОВ’М’ подоб- 
ны (угол при вершине О общий, а 
стороны, его заключающие, пропор- 
циональны). Отсюда следует: 


-+МВО= 5 В'М'О, 
-3МАО= > А’М‘'О; 
но 
-3МАО-:= зАМВ-|- 3МВО, 
=АМВ=90° 

5 А’М’О= 5В’М’О+2А’М’В’. 

Отсюда -А’М’В’-= 2 АМВ=-90°, 
а точка М’ лежит на окружности 
с днаметром” В”А’. Если рассмотреть 
свойства 3—6 ‘в совокупности, то 
можно сделать вывод: 

При инверсии каждая окружность 
или прямая переходит в окружность 
или прямую. 

Таким образом, при инверсии пря- 
мые и окружности равноправны — 
и те и другие могут переходить как 
в окружности, так и в прямые (вооб- 
ще, прямую можно рассматривать 
как окружность бесконечно большого 
радиуса). 

7. Если две окружности или пря- 
мая и окрижность касаются в точке, 
отличной от центра инверсии, то 
их образы также касаются; если же 
точка касания совпадает с центром 
инверсии, то они переходят в парал- 
лельные прямые. 

Это свойство попробуйте доказать 
самостоятельно. 

Теперь найдите, какие пары фи- 
гур на обложке получены инверсн- 
ей друг из друга. 
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Рет 


Итак, пусть на плоскости даны 
три окружности... Стол! Взгаяните 
на рисунок 3. Сколь большим числом 
способов могут быть расположены 
три окружности, даже если мы раз- 
решим им либо касаться, либо вооб- 
ще не иметь общих точек? А если 
рассмотреть возможные случаи с пе- 
ресечениями? Неужели рассматривать 
каждый случай в отдельности? Конеч- 
но, нет! Рассмотрим сначала сразу 
все случаи, в которых хотя бы две 
из данных окружностей касаются (без- 
различно, внешним или внутрениим 
образом). Применим инверсию от- 
носительно вспомогательной окруж- 
ности произвольного радиусе © цент- 
ром в точке касания данных окруж- 
ностей. Тогда по свойству 7 касаю- 
щмиеся’скружноети перейдут в парал- 
лельные прямые, третья окружиость— 
в окружность нли прямую. Искомая 
окружность должна получиться ин- 
версней из окружности, касающейся 
указанных параллельных прямых н 
окружиости (или прягюй). А задачу 
«построить окружность, касающуюся 
двух данных параллельных прямых 
и данной окружности (или прямой)» 
каждый из вас, надеюсь, сможет ре- 
шить в течение нескольких минут. 
Построение, естественно, должно быть 


задачи Аполлония 





произведено с использованием лишь 
циркуля и линейки. А теперь заметим, 
что с помощью только циркуля и ли- 
нейки мы легко можем построить ту 
окружность или прямую, в которую 
переходит любая данная окружность 
или прямая ири инверсии относитель- 
но какой-либо данной окружности. 
Для этого нужно выбрать на ней ка- 
кие-нибудь три точки, построить точ- 
ки, в которые они переходят (это вы 
умеете делать), а затем через получен- 
ные три точки провести окружность 
(или прямую). 

Из всего сказанного вытекает сле- 
дующий ход построения: 





а) построить параллельные пря- 
мые и окружность (или прямую), 
в которые переходят данные окружнос- 
ти прн инверсии относительно вспомо- 
гательной окружности с центром в 
точке касания; 

6) построить окружности (их мо-| 
жет быть несколько), касающиеся ло- 
лученных прямых и окружности (или 
прямой); 

в) на трех первоначально данных 
окружностях отметить те точки, ко- 
торые переходят в найденные точки 
касания; 

г) по каждой тройке точек вос- 
становить искомые окружности. 





$ 
| 





па паОскосли 


к 


эко риевеложить многими сносббазиг. 


Итак, случай касания двух данных 
окружностей разобран. А в остальных 
случаях задача сводится к разобран- 
ному случаю или не имеет решения. 

Идею сведения остальных случаев 
к разобранным покажем на одном из 
них. Пусть даны три кепересекающи?- 
ся окружности $1, Зои $», располо- 
женные так, как на рисунке 4. Тре- 
буется построить окружность $, ка- 
сающуюся окружностей $: и 5, внеш- 
ним образом, а окружности $ , виут- 
ренним. Рассмотрим окружности 5, 


и 5., концентрические с окружнос- 
тями 5; и $., но с радиусами, увели- 


пм —^ 


5 —* (здесь а = 0,0.), 





ченными на 


и окружности $ зи $, концентриче- 
ские сокружностями $ зн $, с радиуса- 
ми, уменьшенными на эту величину 
(на рисунке они изображены пуикти- 
ром). Легко заметить, что если окруж- 
ность 5 касалась окружностей 5, 
$», $ з то окружность $ будет касать- 
ся окружностей $, 5», 5. Но окруж- 
ности 5, и 9; оказались касающими- 
ся, поэтому на основании предыду- 
щего случая мы умвем ее строить, 
а искомая окружность является кон- 
центрической с ней и нмеющей радиус 


а—п—г 


ие о —^ болыше. Следовательно, 


и ее мы можем построить. 

Остается отметить, что если окруж- 
ности Зи З. пересекаются, то радиу- 
сы этих окружностей нужно умеяь- 
шать. Может оказаться, что при умень- 
шенин радиуса окружности необхо- 
димый радиус станет равным нулю 
наи даже отрицательному числу. 
В первом случае окружность вырож- 
дается в точку н «касание окружности 
и точки» нужно понимать как ‹окруж- 
ность проходит через точку». Во вто- 
ром случае мы строим окружность, 
радиус которой равен модулю полу- 
ченного числа, но при этом меняется 
характер касания окружностей: если 
до изменения радиусов они касались 
внешиим образом, то после изменения 
станут касаться внутрениим образом, 
и наоборот. 


2 к 


+4 





Рис. 4 


Поскольку мы причислили к ок- 
ружностям и точки (окружности ну- 
левого радиуса) и прямые (окружнос- 
ти бесконечного большого радиуса), 
то можно обобщить задачу Аполлония: 

«Построить окружность или пря- 
мую, касающуюся: 

а) трех данных окружностей; 

6) данной прямой и двух данных 
окружностей; 

в) двух данных прямых и данной 
окружности; 

Г) трех данных прямых; 

д) данной точки и двух данных 
окружностей; 

е) данной точки, данной ирямой 
и данной окружности; 

ж) данной точки и двух данных 
прямых; 

3) двух данных точек и данной 
окружности; 

и) лвух данных точек и данной 
прямой; 

к) трех данных точек». 

Таким образом, мы решили 10 
разных задач, причем задачи г) и к) 
вам хорошо знакомы. 


Инверсоры 


Вернемся снова к инверсии. Опи- 
санный нами способ построения с по- 
мощью циркуля и линейки окружнос- 
гей, в которые переходят при инверсии 
данные окружности, очень трудоемок. 
А если мы захотим нарисовать образ 
более сложной фигуры, чем прямая 
иди окружность? Хорошо бы иметь 
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Рис. 6. Инверсор Гарта. 


прибор, который выполнял бы пре- 
образование инверсии. Такой прибор 
существует и не один. Их называют 
инверсорами. На рисунке 5 изобра- 
жен инверсор Поселье, состоящий 
из шести шарнирно закрепленных 
стержней, причем ОА=ОВ, АМ= 
=АМ’=ВМ= ВМ”. Этот инверсор ра- 
ботает следующим образом: точка О 
закрепляется; если точка М описыва- 
ет некоторую линию, то точка М’ 
описывает линию, полученную ин- 


версней из первоначальной с центром 
инверсии в точке О и коэффициентом 
инверсии, равным 40 — АМ?. Сде- 
лать такой инверсор самостоятель- 
но — совсем не трудная задача даже 
для школьников, не посещающих кру- 
жок «умелые руки». Если к этому 
инверсору добавить седьмой стержень 
О’М такой, что О’М=00’ и точку 
О’ закрепить, то при вращении стерж- 
ня О’М точка М’ будет описывать 
прямую линию. Такие инверсоры ис- 
пользуются в технике для превраще- 
ния кругового движения в прямоли- 
нейное. 

Еще проще инверсор Гарта (рис. 6). 
Он состоит всего из четырех шар- 
нирно соединенных стержней. Фигу- 
ра, которую образуют эти стержни, 
называется — антипараллелограммом. 
Характерным свойством такого четы- 
рехугольника является условие: АВ== 
=СР и ВС=Ар. Если некоторую 
тсчку О отрезка АВ закрепить на 
плоскости, отметить точки М и М’ 
вкз стержнях АО и ВС, лежащие на 
грямой, проходящей через точку О 
и параллельной АС, то при движении 
точки М по некоторой фигуре точка 
М’ будет двигаться по фигуре, полу- 
ченной из предыдущей с помощью ин- 
версии с центром в точке О и ко3зф- 
фициентом, равным 


0.ВО 
И (АБ— ШС"). 


А теперь попробуйте решить не- 
сколько задач. 


т. Через две точки проведены три ок- 
ружности, каждая нз которых проходит че- 
рез обе точки. Во что перейдут они прин ин- 
версни с центром в одной из этих точек? 

2. Во что переходят при ииверсии три 
параллельные прямые? 

3. Постройсе окружность, проходящую 
через две данные точки и касающуюся дан- 
ной прямой. 

4. Докажите, что инверсоры Поселье 
и Гарта действительно выполняют указан- 
ную инверсию. 





ЛАБОРАТОРИЯ «КВАНТА» 








ЧЕТЫРЕ ОПЫТА СО ЗРЕНИЕМ 


Дж. Грегг 


В 10-ми 11-м номерах «Кванта» за прошлый год мы уже рассказывали 
о некоторых опытах с черно-белым и цветовым зрением (см. статьи Г. И. Ко- 
соурова «Не верь глазам своим» и «Оранжевое небо» ). Сейчас мы расска- 
жем еще о нескольких поучительных опытах со зрением. Три из них. при- 
веденные вначале, иялюстрируют различные особенности нашего зрения 
способность видеть в темноте и сохранять на некоторое время память сб 
увиленных изображениях. Последний опыт демонстрирует еще одну любо- 
пытную зрительную иллюзию. Все опыты заимствованы из книги Джеймса 
Грегга, о которой мы рассказываем на странице 60 в этом же номере нашего 


журнала. Публикацию подготовил В. 


ОпытЕ. Адаптация к гемноте 


В яркий солнечный день, когда 
вы входите в неосвещенную комнату 
с улицы, вам кажется, что в доме 
царит глубокая ночь. Но вскоре вы 
уже прекрасно ориентируетесь, не- 
смотря на относительно малую ос- 
вещенность: ваши глаза приспосо- 
бились — произошла адаптация к 
темноте, В результате адаптации чув- 
ствительность глаза к свету возраста- 
ет в миллион раз. При идеальных 
условиях глаз, полностью адапти- 
рованный к-темноте, может заметить 
свет от обыкновенной свечки, удален- 
ной на 20 км. 

Наблюдать процесс адаптации 
очень просто: вечером перейдите из 
хорошо освещенной комнаты в тем- 
ную. Заметьте, сколько времени по- 
надобится вам для того, чтобы раз- 
личить цифры на часах со светящим- 
ся циферблатом или прочесть заго- 
ловок газеты, если из окна или из 
приоткрытой двери идет слабый свет. 

Очень слабый свет ‘лучше виден, 
если смотреть чуть мимо него. Так, 
неяркая звезда в небе покажется ярче, 


А. Лешковцев. 


если посмотреть немного в сторону 
от нее. Проверьте это, когда предста- 
вится удобный случай. 

Приведем простой опыт, иллюст- 
рирующий адаптацию глаза к тем- 
ноте. 

Возьмите кусок черного картона 
размером 20х25 (см.) По обе стороны 
от центра на расстоянии 5 см при- 
клейте к картону белые кружок н 
квадрат. Держите картон, как книгу 
во время чтения (рис. 1). 

Пусть ваш партнер внезапно по- 
гасит свет. Ваши глаза постепенно 
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приспособятся к темноте, и вы увни- 
дите белые пятна (на невндимом кар- 
тоне). Подсчитайте, сколько времени 
пройдет < момента, когда выключат 
свет, до момента, когда вы сможете 
различить белый круг и квадрат. 
Возьмите в руки картон (до того, как 
погасят свет), но обратите его фигу- 
рами от себя и еще повращайте, что- 
бы не знать, где расположены белый 
круг и квадрат; когда свет погасят, 
поверните картон к себе той стороной, 
где должны быть фигуры. Обратите 
внимание — кружок виден лучше, 
если смотреть не на него, а на 
квадратик. Можете лн вы объяснить, 
почему? 

Если вы внимательно прочли на- 
чало описания этого опыта, то смо- 
жете правильно объяснить его ре- 
зультаты. 


Опыт 2. Послеобразы 


Число послеобразов, которые вы 
можете наблюдать, бесконечно. Тер- 
мин «послеобраз» означает, что образ 
остается после того, как вызвавший 
его раздражитель перестает дейст :>- 
вать. Послеобраз называется полох:и- 
тельным, когда он содержит такое же 
распределение ярких и темных участ- 
ков, как и сам раздражитель, и отри- 
цательным, когда распределение яр- 
ких и темных участков противопо- 
ложное. 

Нанболее интересны наведенные 
послеобразы. Эффект наведения вызы- 
вается чем-то дополнительным к ос- 
новному раздражителю, например фо- 
ном, на котором рассматривается пос- 
леобраз; этот фон может представлять 
собой либо узор, либо серое поле, 
либо цветное поле. Сначала всегда по- 
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казывают основной раздражитель — 
рисунок, цвет. Затем наблюдатель 
смотрит на какой-либо фон. Легче 
зссго обнаружить наведенный после- 
образ на нейтральном сером фоне. 
На рисунке 2 показаны фигурки, с по- 
мощью которых можно получить хо- 
рошие послеобразы. Такие фигуркн 
надо наклеить на серый картон. Ос- 
тавьте в поле зрения только одну 
фигурку и смотрите на нее 30—60 се- 
кунд. Затем переведите взгляд на се- 
рый фон. Света в комнате должно быть 
не слишком много (сумрачное осве- 
щенне). Вы можете увидеть птицу, 
летящую по потолку, по стене, по 
вашей ладони, ибо ваш глаз про- 


ецирует  послеобраз на любую 
поверхность, которую вы рассмат- 
риваете. 


Вырежьте любые изображения из 
цветной бумаги. Экспернментируйте 
с фнгурамн разного цвета. Посмотрев 
на такую фигуру, переведите взгляд 
на серый фон — и вы увидите носле- 
образ дополнительного к первона- 
чальному цвета. Таким образом вы 
познакомитесь с одним из основных 
принципов формирования наведенных 
послеобразов. 

Возьмите фон такого же цвета, 
какой свойствен первому раздражи- 
телю. Смотрите на ярко-красный квад- 
рат в течение минуты, а затем переве- 
дите взгляд на лист красной бумаги. 
Как выглядит послеобраз? 

Оставьте тот же основной раздражи- 
тель, но фон возьмите зелено-голубо- 
го цвета, то есть цвета, дополнительно- 
го к красному. Как отличается нынеш- 
знй послеобраз от предыдущего нот 
того, который получился на сером фо- 
нез Попробуйте различные цвета и 
различные сочетания для основного 
раздражителя и для фона. 

Узор, состоявший из концентри- 
ческих скружностей (рис. 3),— очень 
сильный раздражитель, легко вызы- 
вающий послеобраз. При рассматрн- 
вании его возникают эффекты движе- 
ния и качения. Такие же эффекты 
наблюдаются в его последовательном 
образе. Сделайте такой рисунок диа- 
метром 30—50 см. Установите в сто- 





Рис. 3. 


роне болышюй серый экран для рас- 
сматривания послеобраза. Если ваш 
рисунок цветной, эффект получится 
особенно впечатляющим. 


Опыт 3. Инерция зрения 


Бегущая на киноэкране лошадь, 
конечно, никуда не бежит. Не бежит 
она н на телевизнонном экране. И во- 
обще «движущиеся» в кадре объекты 
неподвижны — перемещаются сами 
кадры, но с тачой скоростью, что че- 
ловеческий глаз не замечает их смены. 
Видеть на экране движение можно 
потому, что зрение человека обладает 
определенной инерцией. Иначе гово- 
ря, любое зрительное ошущение со- 
храняется сще некоторое время после 
того, как исчезает вызвавший его 
образ. Поэтому, если образы сменяют- 
ся достаточно часто, видимое изо- 
бражение предыдущего образа плав- 
но переходит в последующий образ, 
а при определенных условнях их мож- 
но увидеть и одновременно. 

На рисунке 4 показан таумотроп— 
приборчик, вращая который можно 
продемонстрировать ннерцию зрения. 
Если вращать таумотроп достаточно 
быстро, рисунок с одной стороны сов- 
мещается с рисунком, находящимся на 
противоположной стороне. На одной 
стороне картонного квадратика на- 
клейте рисунок птицы, а на другсй — 
рисунок клетки (рис. 5}. Воткните 
иглу одним концом в край картон- 


ного квадратика, другим в карандаш. 


Вращайте карандаш — и птица бу- 


дет в клетке. 

Если у зас есть проскционный фо- 
нарь (ила фильмоскоп), вы можете 
довольно эффектно показать фено- 
мен инерции зрення. Небольшой лист 
бумаги поместите примерно в 1—1,5 м 
перед проектором. Большой экран 
не годится — нужна поверхность, на 
которой можно получнть только часть 
изображения. Вставьте диапозитив в 
проектор и фиксируйте изображение 
так, чтобы оно занимало весь лист. 

Один конец метровой линейки за- 
кройте белой бумагой на протяженин 
25—30 см. За другой конец держите 
линейку горизонтально. «Выбелен- 





Рис. 4 





Рис. 5 
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ный» конец линейки поместите в то 
же положение, куда вы ставили лист 
бумаги. Чуть перемещая линейку, 
найдите такое ее удаление от проек- 
тора, при котором любая часть изо- 
бражения оказывается четко сфоку- 
сированной на белом конце линейки. 
Теперь приступайте: быстро пере- 
мещайте линейку вверх — вниз, 
вверх — вниз. 

Наблюдатели, стоящие за проек- 
тором, видят полное изображение цвет- 
ного рисунка в воздухе в том месте, 
где вы двигаете линейку. Это проис- 
ходит потому, что отдельные куски 
изображения, непосредственно види- 
мые только в те моменты, когда они 
проектируются на линейку, сохра- 
няются зрением в течение некоторого 
времени, достаточного для того, чтобы 
вы успели, передвинув линейку, по- 
казать следующие куски кадра. 

Таким же способом получается 
телевизнонная картинка. Только там 
не линейка, а электронный луч пока- 
зывает одну за другой горизонталь- 
ные строчки изображения. А целая 
картинка получается благодаря инер- 
ции зрения. 


Опыт 4. Куб-перевертыш 


Из 12 проволочек или круглых 
палочек сделайте каркас куба, как 
показано на рисунке 6. Эффект будет 
лучше, если покрасить весь материал 
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в матово-черный цвет. Сделайте сна- 
чала две четырехугольные стороны 
каркаса, а затем скрепите их четырь- 
мя палочками. К одному из углов 
прикрепите палочку подлиннее — 
держалку. Все можно сделать на 
клею и затем укрепить черной ниткой. 

Держите куб перед собой так, что- 
бы дальний угол его (на рисунке 6 — 
сплошная стрелка) был виден при- 
мерно посередине одной из сторон 
куба (линия взгляда на рисунке 6 
показана пунктирной стрелкой). Дру- 
гой глаз закройте. 

Смотрите, не отрываясь, на даль- 
ний угол куба. Внезапно вы увидите, 
как куб «выворачивается наизнанку» 
так, что дальний угол кажется тор- 
чащим впереди, самым близким. При 
медленном вращении палочки куб 
«переворачивается» в направлении, 
противоположном направлению вра- 
щения. Подвигайте палочку взад — 
вперед, и вы увидите, как странно ве- 
дет себя куб-перевертыш. 

Предварительно  потренируйтесь, 
чтобы научиться видеть все как сле- 
дует. Лучше проводить опыт на фоне 
гладкой стены. Если опыт не полу- 
чается, попробуйте сменить фон, чуть 
поверните куб, наклоните или слегка 
деформируйте его. 

Немного повозившись, вы  буде- 
те наблюдать эффект совершенно 
отчетливо. Помните, что он получа- 
ется, только когда вы смотрите од- 
ним глазом. 

Этот эффект называют иллюзией 
куба фон Хорнбостля. Когда рабо- 
тают оба глаза вместе, они видят глу- 
бину так хорошо, что этим кубом их 
не обманешь, а вот один глаз обяза- 
тельно ошибется, определяя, которая 
часть куба ближе. Эта иллюзия одиа 
из самых интересных. 

У некоторых людей эффект полу- 
чается и при наблюдении обоими 
глазами. Главное, неподвижно фик- 
сировать взгляд обоих глаз на одном 
(дальнем) угле куба. 


ЗАДАЧНИК 





ЗАДАЧИ 


Решения задач из «Задачника Кванта» можно присылать не 
позже, чем через полтора месяца после выхода из печати соответ- 
ствующего номера журнала. Решенне каждой задачн должно быть 


написано ва отдельном лист 


(листах); в конце каждого решения 


нужно указать фамилию, имя и отчество; шестизиачный почто- 
вый индекс, доманний здрес: класс и школу, в которой вы 


учитесь. 


М96. Про пять положительных 
чисел известно, что если из суммы 
любых трех из них вычесть сумму 
двух оставшихся, то разность будет 
положительной. Докажите, что про- 
изведение всех десяти таких разнос- 
тей не превосходит квадрата произве- 
дения данных пяти чисел. 

С. Т. Берколайко 


№М97. В трапеции АВСО с осно- 
ваниями АВ=а и СО-=Ь проведен 
отрезок А,В:, соеднняющий середн- 
ны днагоналей. В полученной трапе- 
ции А,В.СО снова проведен отрезок 
А.В., соединяющий середины диаго- 
налей, и так далее (рис. 1). Может ли 
в последовательности длин отрезков 
АВ, А.В., А.В.,... какое-то число 
встретиться дважды? Будет ли эта по- 
следовательность монотонной (воз- 
растающей или убывающей)? Стремит- 
ся лн она к какому-нибудь пределу? 
А. Л. Розенталь 


№98. Докажите, что в таблице 


© = 
я - 


© в> — 
< — 
— 


где каждое число равно сумме трех. 
стоящих над ним, в каждой строке 
(начиная с третьей) есть четное число. 
В каждой ли строке (кроме первых 
двух) встречается число, делящееся 
на три? 


М99. В треугольнике АВС сторо- 
на АС — наибольшая. Докажите, что 
для любой точки М плоскости АМ-- 
+ СМ не меньше ВМ. В каких слу- 
чаях возможно равенство? 


Н. Б. Васильев 








Рис. 2. 


М100. Локажите, что сумма 45 
чисел 
фо 1-1 57-е 97-Е ИЗ 
+ 
равна 45. 
В. П. Бешкарев 


Ф108. Десять муравьев решили 
утащить ©0 стола лежащую на нем 
соломинку. Как им нужно ‘посту- 
пить, если сила, с которой может 
тащить соломинку каждый из му- 
равьев, несколько меньше '/з силы 
трення, действуюней па соломинку, 
когда она перемещается по столу? 


Поднять соломинку муравьям тоже 
не под. снау. 


Г.Л. Коткин 


Ф109. В опыте было установлено, 
что температура 142 г ледяной воды 
в легком сосуде, подвешенном посре- 
дине комнаты, поднялась на 4°“С 
за полчаса. Когда же в сосуде нахо- 
дилось такое же количество льда, то на 





его таяние потребовалось 10 часов. 
Какова, исходя из этого эксперимента, 
удельная теплота плавления льда? 
Удельная теплоемкость воды равна 
| код/е. 


Ф116. Если вольтметр подключить 
параллельно верхнему сопротивлению 
г, (рис. 2), хо он покажет 6 в, если 
параллельно нижнему сопротивлению 
г., то 4 в, а если его подключить к 
точкам А и В, то он покажет 12 в. 
Каковы в действительности падения 
напряжения на сопротивлениях? 


Ф1И. Имеется однородный шнур 
со варывчатым веществом. Скорость 
распростпанения реакции №зрыва 
вдоль ишура равна т, скорость рас- 
пространения взрывной волны по 
воздуху с. Найти форму линии, по 
которой нужно расположить шнур, 
чтобы волны от всех точек шнура 
пришли в заданную точку одновре- 
менно. 

Можно лн сделать то же самое 
с поверхностью со взрывчаткой и 
получить сходяшуюся сферическую 
волну с большой плотностью энер- 
гии? 


ФИ!2. Имеется стопка: из # плос- 
копараллельных пластинок, показа- 
тели преломления которых равны 
п, пу. в). Томаина каждой плас- 
тинки @; Насколько: сместится после 
прохождения стопки пластинок луч, 
педающий на пластинку с показате- 
лем поеломления п, под углом“ к по- 
верхности пластинки? 
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РЕШЕНИЯ 


В этом номере мы публикуем решения задач М5б--М60 и окончание 
решения задачи М45. 


М50 


Вершины правильного п-угольника покрашены несколькимн красками (каждая од- 
ной краской) так, что точки одного и того же цвета служат вершииами правильного мно- 
гоугольника. Доказать, что среди этнх многоугольников найдется лва равных. 


Предположим, что вершины некоторого правильного л-угольника уда- 
лось раскрасить так, что все одниаково покрашенные вершины составляют 
различные правильные многзугольники: л::-угольник, то-угольник, 
т огугольник, ..., где т<т,< т <... Наименьшее из этих чисел та, будет 
нграть в наших рассуждениях особую роль, н мы обозначим его просто 
через т. 

Проведем из центра О п-угольника векторы во все его вершины; 0боз- 
начим их по порядку: а,, аь, а., .... а, (рис. 1@). Тогда 


2л 

‚а`а. =: «аа, ж...== «5а,-за, каза, =`5 о. 

Здесь и ниже через -2а6 мы обозначаем величину (наименьшего неотоица- 

тельного) угла, на который нужно повернуть против часовой стрелки зек- 
тор а, чтобы он совпал с веером В; всегда 9=2-а6 < 2л. 

Будем говорнть, что векто гы су, Са, Сь,..., Со На плоскости, проведенные 

"з точки О, образуют правильную систему, если они имеют равные длины 

ни образуют друг с другом савные углы: 


= СаСь== =5С4С =... 22 «Са 169 = 426461 =0>>0. 


Нам понадобится следующий ^очти очевидный ‘факт (его доказательство 
приведено в конце решения: 


Лемма. Сумма векторов, образующих правильную систему, равиз 
нулю. 


ЗАДАЧНИК НГ: анта 
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2,8.14 


511,17 6,12 ‚18 


14 о 
а 19 6 


Рис. \. Представьте себе, что цветные точки на рисунке а — бусины, нанизанные на про- 
волоку, согнутую в спираль. Мы смотрим на эту спираль сверху, и поэтому две крайние 
красные бусины А’и А” проектируются для нас в одну точку А. Если мы теперь закрепим 
одну из бусин — А’, а А” протянем по проволоке еще 2 оборота, то придем к рисунку 6, 
на котором углы между соседними векторами увеличились в 3 раза. 


Прежде чем пользоваться леммой, проделаем с нашими векторами та- 
кое преобразование. Будем считать, что вектор а, идет в одну из вершин 
т-угольника. Обозначим его просто через а и будем все углы отсчитывать 
от него (в положительном направлении, то есть против часовой стрелкн). 
Обозначим через Ъ, вектор, который получается из а поворотом на угол 
т-уаа, (для каждого {=1,2, ..., п). При отображении а,->Ъ,, которое мы 
только что построили *) (на рисунке 1, б изображено такое отображение для 
т=3), углы между векторами увеличиваются в т раз; более точно: если 
т-За:а;<2п, то ЗБ Ъ,=т-заа Поэтому правильную систему векторов 


д 
с углом < < м это отображение переводит снова в правильную систему 


векторов. В частности, сумма всех векторов Ь,, Б., ..., В, равна 
нулю. 

Подсчитаем эту сумму другим способом: найдем сначала сумму векто- 
ров, соответствующих вершинам каждого цвета, а потом сложим все эти 
суммы. Рассмотрим сначала все векторы а;, идущие в вершины пз,-уголь- 
ника, где п,>т. Это правильная система векторов с углом т. 
После отображения нз нее получится снова правильная система, и сумма 
полученных векторов будет равна нулю. 

Рассмотрим теперь векторы, идущие в вершины т-угольника. Угол 
между соседними векторами равен в этом случае 2. и после отобра- 
жения все эти 21 векторов совпадут с вектором а, так что их сумма 
будет равна та (на рисунке | это случилось с красными и с черными век- 
торамн). 

Итак, получили противоречие: с одной стороны, сумма всех Ь,; равна 
нулю, с другой — она равна та. Поэтому наше предположение неверно. 





*) Для тех, кго знаком с комплексными числами, заметим, что если точка О изобра- 
жает на комплексной плоскости нуль, я конец вектора а — единицу, то это отображение яв- 
ляется возведением в степень т: а- ". 


1,7,13 


Доказательство леммы. Физик сказал бы, что это утверждение очевид- 
но из соображений симметрии. Один из способов превратить эти соображения в строгое до- 
казательство состоит в следующем. Предположим, что ©, +е. +... +ел=5$. Повернем все 
векторы сл, Со, ..., Сп вокруг точки О на угол. Тогда, разумеется, и их сумма повернется на 
угол а. Но по условию вся система из л векторов после поворота на угол х совпадет сама 
с собой (с, попадет на место сз, с; — на место сз, ..., сл — на место ©:}. Поэтому вектор $ 
после поворота на угол © не должен измениться. Это может быть только в том случае, 
если $—0. 

Можно доказать, что правильная система из 4 векторов в общем случае состоит из 
4=з 4г векторов, проведенных из точки О к вершинам правильного г-угольника, так что в 
каждую вершину проведено по @ равных векторов (если РклЮюЧИТЬ сЮра и «лвуугольшики»— 
пары противоположных векторов, ссответствующие т=2); при этом @& может быть равио 


21! 
любом‘ из чисел —_, гдеЁи г взаимно просты, 0</«г. Мы оставили это замечание 


под конец, поскольку формально в доказательстве мы обошлись без детального выяснения 
того, как устроена правильизя система векторов Ь;. Но, конечно, разбираясь в доказатель- 
стве «по существу», полезио это выяснить. 

Идею изложеиного здесь решения задачи предложил А. Лившиц (Ленинград). 
Внимательно разобравшись в этом решении, можно доказать, что любое разбиение вер- 
шии правильного л-угольника на несколько множеств, соответствующих (не обязательно 
различным) правильным многоугольникам, можно получить таким образом: сначала раз- 
бить п-угольник на несколько т-угольников (для этого нужно. чтобы п делилось на п), 
затем один из получениых правильных многоугольников снова разбить на несколько рав- 
ных правильных многоугольников (см. ркс. 1) и так далее несколько раз. Читателям, ко- 
торые захотят разобраться в этом Подробнее, мы советуем также облумать связь нашей 
«одномериой» задачи с «двумерной» задачей МЗ, формулировка которой обсуждалась в 
«Кваите» № 7 за 1970 год (стр. 54—55) и прежде всего установить эквивалентность нашей 
задачи М50 следующей: доказать, что множеетво всех целых чисел нельзя разбить на ко- 
нечное число арифметических прогрессий (бесконечных в обе стороны), разности которых 
попарно различны. 


М51 
доказать, что ссяи произведение грсх положительных чисел равно единице, а сумма 
этих чисел строго большею суммы их обраинях пслинин, то ровно одно из эгих чисел больше 


единицы. 


Пусть а, 6, с — данные числа. Тогда абс== и (а—1) (6-10 (с-— |= 


= абс — аб — ше — осфафеёьчс-1 нае 10, следова- 


тельно, из трех чисел {а—1), (6—1), (с—!) два отрицательных, а одно положн- 
тельное (все три не могут быть положительными, поскольку абс==1). 
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Пять отрезкой таковы, что низ любых трех можно составить треугольник. Доказаиь, 
что хоти бы од нз эгих треугольников остроугольный. 


Из отрезков х<у<г можно составить треугольник, если 2<х-+и, 
причем он будет остроугольным, если г?<х?-- у?. Предположим, что сущест- 
вуют пять отрезков а.=3а,<а<а.<а. таких, что из любых трех составля- 
ется не остроугольный треугольник. Тогда 


2 2 2 2 2 
аа -Наз, ааа, аза?На?, 
и поэтому 
аз>23-+а3>3а3-2а12>а:--2а1аз+а'=(а,--ал), 


то есть а->а.[а, и, следовательно, из отрезков а1, @з, ав нельзя составить 
треугольник. 
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В треугольнике АВС через середниу М стороны ВС и центр О вписанной в этот тру: 
гольник окружности проведена прямая МО, которая пересекает высоту АН в точке Ё. 
Доказать, что отрезок АЁ рёвен радиусу вписанной окружности. 


Обозначим даины сторон треугольника, противолежащих вершинам 
А, В, С через а, 6, с соответственно. Можно считать, что 6>>с (65с, так как 
нначе прямые /10 ин АН не пересекались бы, а совпадали). Опустим перпен- 


дикуляр ОР=г на ВС (рис. 2). Тогда 








а ао —с а? -]- 65° — с? 
Ш 6—-— РО= я В а 
ЕЙ ИИ _ ИС — МС НС а а 6? — с — а? вс 
ОР — РМ РЕМС — -е > а(6— 5) = а в 
АЕ _ АИ ЕН «ое Бе 
и Е а ег Ч. 


Другое, геометрическое решенне этой залачи основано на такой лемме: если продол- 
жить радиус РО до днамстра РО вписанной окружности и провести прямую ЛО до пересе- 
чения в точке А со стороной ВС, то отрезки ВР и СЮ будут равны. Презоставляем дока- 
зать Н использовать эту лемму читателю. 
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Два равных между собой прямоугольника расположены так, что их контуры перс- 
секаются в восьмя точках. Доказать, что плещадь общей часлн этих прямоугольников боль- 
ме половины площади каждого из них. 


Пусть длины сторон прямоугольников а и 6. Заметим, что па сторонах 
каждого из прямоугольников лежит ровно две точки пересечения с двумя. 
ссседними сторонами другого. (Легко доказать, что если всего точек пере- 
сечения 8, то на каждой стороне должно лежать не меньше двух точек и что 
пересечение стороны одного прямоугольника с двумя параллельными сто- 
ронами другого невозможно). Пусть А и С — точки, в которых пересекают- 
ся стороны разных прямоугольников, равные а; ВиО — точки, в которых 
пересекаются стороны, равные 2. Тогда, очевидно, отрезок АС служит 
биссектрисой угла между сторонами длины а, проходящими через точку А 
(для доказательства достаточно опустить на этн стороны перненднкуляры 
из точки С и рассмотреть пару образовавшихся при этом равных треуголь- 
ников). Точно так же ВОР — биссектриса угла между сторонами длины 6, 
проходящими через точку В. Следовательно, АС | ВО, и поэтому площадь 





.- 


‚- 


АС.ВО 
выпуклого четырехугольника с диагоналями АС и ВР равна —э——. 


Поскольку АС-Ь и ВО>а, даже эта площадь (и уж подавно вся площадь 
аь 
общей части прямоугольников) больше -5_. 


Как показывают письма читателей, самое трудное в подобной задаче — придумать 
безупречное рассуждение, которое годилось бы для всех возможных случаев расположення 
фигур, не зависело бы от особенностей чертежа. Поэтому мы намеренно не ссылались в 
решении на рисунок 3, чтобы подчеркнуть, что правильность решения можно проверить 
формально, не обращаясь ни к какому конкретному рисунку. 
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Все иатуральные числа, в десятичной записи которых не больше п цифр, разбиты иа 
две группы. В первую группу входят все числа с нечетной суммой цифр, во вторую — с 
четной суммой цифр. Доказать, что если 1 Ё<.я, то сумма #-х степеней всех чисел первой 
группы равна сумме #-х степеней всех чисел второй группы. 


Докажем это утверждение индукцией по п. Условимся, рассматривая 
не более чем п-значные числа, дописывать перед каждым нули так, чтобы 
все числа стали п-значными. 

Справедливость утверждения при п=2 (тогда Е может принимать только 
одно значение А=1) проверить нетрудно: 


РР ВЕ 


Числа с нечетной суммой Чнела с чегной суммой 





01+03+...-409 + 10419+...418+ | 00402+...-508 + 14-13+...419+ 
+-2123+...499 + 30439+...438-- |+20429-+...4-08 + 31--33+...-39-+ 


=5 (00--20-+...-+-80) +-5(10+-30--... 90)-+ |=5 (00--20...--80) — 
45 (01+03+...-03)--500--02--...--08) 4 5(10--30-:-...--90)-- 
4-5 (00--02+...-+-08)-+ 
+5 (01-03 2...-4-09) 


а о к о со А. 


Переход от п к п | ненамного сложнее. Чтобы избежать неясностей 
и большого числа многоточий, удобно использовать знак суммы #. Будем 
обозначать п-значные числа с четной суммой цифр (начиная с 00...00) бук- 
вой а, с нечетной суммой цифр (начиная с 00...01) — буквой Ь. Нетрудно 
видеть, что каждая из переменных а и 8 может принимать 5-107-! различ- 
ных значений. Пусть, далее, А принимает значения А =р-10”, где р -- 
одно из чисел 0, 2, 4, 6, 8. В — значение В=д-10", где 9 — одно из чисел 
1, 3, 5, 7, 9. Мы должны доказать, что при каждом натуральном А<л 


У(А--и--2(В-ра)* (А-а -- В--6)* (*) 


(каждая сумма берется по всевозможным парам значений букв, стоящих 
в круглой скобке под знаком У) при условии, что уже доказано равенство 
сумм Ха и У! для всех [<п—1: Ха“ =:У65* =5,. Раскроем в (*) каждую 
скобку, пользуясь формулой 


(КИ = ХЕ СИА НЕХ Е ЗНуХ, 
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и проверим, что для каждого отдельного { суммы членов вида Х^-\/ в правой 
и левой частях равенства равны *) (коэффициент С? мы не пишем): 














Числа с нечетной суммой цнфр Числа с четной суммой цифр 
Сумма членов 5-107-25 АЁ -|- 5-107-15 8% 5.107-13 АА -+- 5.1071; В* 
вида ХА 
Сумма членов ЗА-Ы {- ВА! = ХАА-! -|- УВАРЫ — 
вида 
ХЕ = УХ АЕ-1 + ХаГУВЁ-Г — —= Ха; АР + ЗЫХ ВЁ-Г — 
Е! = я (24-14 28^-1) = я (3А*-1 -- 58^-1) 
Сумма членов 53ЬР {- Бай 55а* 4 556% 
вида и 





Заметим, что нашу первоначальную выкладку для л=2 с помощью аналогичных обо- 
значений можно записать так: 
$ (АБ) +5; (6 +а)=5$ХА +5$%а+556+55а, А+а+;(В-+Ь=5ХА-+5$а-+5$8 +556 
при А—=1 остаются только первый и последний члены, соответствующие {=0 и {= #). 
Нетрудно видеть, что утверждение задачи справедливо не только в десятичной, но и 
в любой другой системе счисления с основанием 4, где 4 — четное число (подумайте, где 
в нашем решении используется четность основания 4=10}. Еслн взять 4=2, получается 


такой любопытный ряд равенств: 
1+2=3 
1+2+4+7=3+5+6 
12 +22 4-42 4-72—32 4-52 4-6? 
1+2+4+7+8+11 +13+14=3+5+6+9+10+12+15 
12 +-22 4-42 72 {-81 +112 4-132 + 142= 32 4-51 4-62 92 {-103 4-12 +152 
13+23 +43 73+ 83 +- 113-133 143—= 33 +-53 +-63 +-93 +103 +123 +-153 
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На окружности выписаны в произвольном порядке четыре едиинцы и пять нулей. 
$атем в промежутке между двумя одинаковыми числами пншется нуль, между разными циф- 
рами — едивица, а первоиачальные цифры стираются. Доказать, что сколько бы раз мы 
ин повторяли процесс, мы никогда ие получим набора из девяти нулей **). 


Легко доказать даже более сильное утверждение: если на окружности 
выписано нечетное число № единиц и нулей, причем встречаются и нули, 
и единицы, то, сколько бы раз мы ни повторяли описанный в задаче процесс, 
мы не получим набора из № нулей. Действительно, предположим, что на 
каком-то {м шаге мы впервые получили набор из одних нулей. Тогда на 
(:—1)-м шаге все №М цифр были одинаковы, и не все равны 0, поэтому они 
все были равны 1, а на (1:—2)-м шаге каждые две соседние цифры должны 
были быть различными, но поскольку М нечетно, то такого расположения 0 
и 1 на окружности не существует. 

Одновременно мы ответили (пока только для нечетного №) на вопрос, который остал- 


ся неразобранным в решении М19 («Квант» № 11, 1970 г., стр. 37—38); в этой задаче нули 
называются «покоящимися клетками», единицы — «возбужденными клетками», а правила 


*) Нам не нужно зиать формулы для вычисления с (так называемых «биномиальных 
коэффициентов»). Важно лишь, что это числа, не зависящие от переменных Х н у. 

**) Те, кто решал эту задачу раньще, могли заметить, что мы поменяли местами в фор- 
мулировке слова «единнцы» и «нули». Это, конечно, не меняет существа задачн и сделано 


для того, чтобы не возникло путаницы при сопоставленин задач М19 и М56б, о котором будет 
идти речь ниже. 


перехода в точности те же самые. В 
этнх терминах наш результат формули- 
руется так: если М№ нечетно, и в началь- 
ный момент не все клетки возбуждены 
(и не все покоятся), то возбуждение пи- 
когда не затухнет. 

Что же будет при других № Что- 
бы выяснить это, воспользуемся такой 
леммой (ее можно доказать индукцией по 
Ё; она справедлива н для задачи на пря- 
мой, и для окружности); если при #=0 
на 2^-1-м месте в ту и другую сторону 
от данной цифры а стоят одинако- Рис. 4. Нули и единицы на левом рисунке 
вые цифры, то через 1—=2 шагов на через 8 шагов превратятся во все нули. 
месте а будет стоять нуль, а если раз- 
ные, то единица. Отсюда сразу следует, что если №=27, где т — натуральное, то из лю- 
бого набора за № шагов получится набор из одних нулей. 

Пусть теперь №М=27[, где Г. — нечетно. Проследим за изменениями, которые пронс- 
ходят за каждые Г=2”" шагов. Для каждых Ё цифр, расположенных через 2” друг от дру- 
га («в вершинах правильного Ё-угольника»), эти изменения будут в точиости такими же, 
как будто только эти Ё цифр были расположены пе. окружности, с ннмн повторялся тот 
же процесс, и мы следили за каждым шагом. Отсюда иетрудно получить ответ в самом об- 
щем случае: состояние «все иули» достигается в том и только в том случае, еслн начальная 
последовательность нз 0 и 1 была периодической с периодом 2” (см. рис. 4). 





М57 


а) Найти число К, которое делится на 2 н на 9 и имеет всего 14 делителей (включая 
Ри А). 

6) Доказать, что если заменить 14 на 15, то задача будет иметь иесколько решений. 
а при замене 14 на 17 решений вообще не будет. 


Пусть М=р:@р.°°... рР’ — разложение числа М на простые мно- 
жители; для определенности будем считать, что &,>4.>>...о,>1. Делители 
числа М имеют вид рё* р8...рВ’, где каждое В; независимо от остальных 
может принимать значения 0, 1, ..., @,, И поэтому общее количество делите- 
лей М (включая | и М) равно (<&,-{-1)(@©з-1)...(@,--1) (см. решение задачи 1 
к статье «Комбинаторика» в «Кванте» № 1, 1971 г., стр. 19). 

а) 14 можно разложить на множители только одним способом: 14= 
—=7.2, поэтому, если М имеет 14 делителей, то г=2, и, =6, «.=1. Мы знаем 
еще, что 3 входит в разложение М с показателем, большим 1, а 2 — с пока- 
зателем, большим 0. Отсюда следует, что М==38.2=: 1458. 

6) Для 15 делителей возможны ответы М=3?.2 и М=3*.2%, а 17 де- 
лителей могут иметь только числа вида М=р!8, где р — простое. 
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На плоскости даны три прямыс, пересекающиеся в одной точке. На одной из них от- 
мечена точка. Известно, что прямые ниляются биссектрисами некоторого треугольника, 
а отмеченная точка — одна из его вершии. Построить этот треугольшик. 


Первое решение. Предположим, что О — точка пересечения 
бнссектрис АК, ВЁ и СМ треугольника АВС (рис. 5); тогда 


2МОВ = 20СВ + 20ВС = -- (АСВ + 2АВС) = = 3 САК, 


то есть 2САК = 5 —а. Поэтому, если заданы прямые АК, ВЕ, СМ 


и точка А, то, построив по одну. и другую сторону от луча АО углы, равные 
п 
ф= = —@, мы найдем искомые вершины В и С (при условии, что ф>0, 
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Рис. 5. Рис. 6. 


<< В и <). Нужно еще доказать, что у построенного треугольника АВС 
прямые ВХ. и СМ идут по биссектрисам. Углы АВР и АСМ легко подсчитать 


л д 
они равны соответственно -5` —Ви `-5—— 7. Трудность заключается лишь 


ь д л 
в доказательстве того, что ЕВС = -5` —В и = МСА = 5 —\ (хотя ясно, 
что их сумма равна ©); ее можно преодолеть, например, так: если. 22ВС< 
<-АВЬ, то биссектриса угла АВС пересекает отрезок АО, поэтому бис- 
сектриса угла АСВ тоже его пересекает, и значит, =МСВ<«-АСМ, поз- 
Гц \ м \ 
тому сумма 3ЕВС-- 5МВС меньше [9 в) =е. Точно так 
\ Я \ / 
же можно показать, что невозможен случай -;Ё2ВС>>-АВЕ.. 

Второе решение. Построим точки А’и А”, симметричные дан- 
ной точке А относительно биссектрис, не проходящих через А. Ясно, что 
обе точки А’и А” должны лежать на прямой ВС — на стороне искомого 
треугольника АВС (или на ее продолженни). Проведя прямую через А’ 
и А”, мы тем самым найдем нужные точки В и С (рис. 6). 

Заметим, что хотя второе решение более эффектно, но при таком подходе труднее 


л 
выписать условия, прн которых задача имеет решение *). Эти условия таковы: & << -д, 


в<->, а -- (поскольку &-+В-+7==л, их можно записать н так; & -- В >>, 


5 п 
Ву, +а> >). Если сни выполнены, то решенне единственно. Подумайте, 


как можно пелучить этн условия при каждом из изложенных выше способов решения. 
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Имеется несколько гирь с весамн | г, Зг,Зо...., П г. Их надо разложить на три рав- 
ные по весу кучки. При каких п это удастся сделать? 


Покажем; что это можно сделать в том и только в том случае, если 
п?>3 и одно из чисел п али п-Е1 делится на 3 (то есть при л, равном 5, 6, 
8, 9 АЕ, 12, 14, №...) 


*) Может оказаться, что две из данных прямых являются биссектрисами внешннх, 
а ие внутренних углов построенного треугольника, это нас не устраивает, 


Необходимость этих условий 
очевидна, поскольку общий вес 


п--1 
тирь 1+ 23+... п= и 
должен делиться на 3. 

Для доказательства достаточ- 
ности заметим сначала, что разбие- 
ние возможно при я, равном 5, 6, 8 
и9 (это показано на рис. 7). Все 
остальные интересующие нас зна- 
чения п получаются из этих че- 
тырех прибавлением некоторого 
количества шестерок, а любую 
группу из шести последователь- 
ных целых чисел а-1,... а 6 
легко разбить на три пары чисел, 
дающих равные суммы: а-|Ти 
а-- 6, |2 и а+5, а--3 и а-[ 4. 


Рассмотрим все натуральные числа, в десятичной записи которых участвуют лишь 
цифры [1 и 0. Разбейте эти числа ка две группы так, чтобы суммы любых двух различных чи- 
сел из одной и той же группы содержала в своей десятичной записн не менее двух единиц. 


‚ Отнесем к одной группе все числа, в записи которых нечетное число 
единиц, а к другой — все числа, в записи которых четное число единиц. 
Тогда ясно, что в одну группу не могут попасть два числа, отличающиеся 
золько в одиом разряде, поэтому такое разбиение удовлетворяет требова- 
ниям задачи (единицы возникают в тех разрядах суммы, где у одного числа 
стоит |, ау другого — нет). 

Многие читатели привелн рассуждение, доказывающее, что описанпое разбиение: 


нервая группа: 1, 10, 100, И, 1000, Ш, 1191, 1110,... 
вторая группа: 11, 101, 110, 1001, 1010, 1100, ТИТ. 10001,... 


единственное, ‘удовлетворяющее условням задачи. 

Наиболее полные решения задач, которые обсуждались выше, нам прислали 
В. Диденко из села Веселый Кут Одесской обл., Э. Туркевич изг. Черновцы, 4. Рубин из 
села Укладовка Винницкой обл., А. Слинкин из Москвы, Я. Гомсинский из Ленинграда, 
М. Перельмутер из Кнева, О. Худавердян из Еревана. 
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(Продолжение. Начало решения см. в «Кванте» № 7, стр. 30.) 
Нам осталось доказать такой факт. 


Теорема. Из 2р—1 любых целых чисел можно выбрать р, сумма которых делится 
на р (р— произвольное простое число). 

Приведем здесь доказательство, предложенное С. Ворониным (Москва). 

Ясно, что в доказательстве мы можем рассматривать всс числа «по модулю р», то есть 
нитересоваться только тем, какой из остатков 0, |, 2, ..., р—1 дает то или иное число при де- 
лении на р. Удобно представлять себе (особенио когда речь идет о «сложении по модулю 
рэ), что эти р остатков расположены по кругу (рис. 8). 


Лемма. Пусть даны г целых чисел 5..0%,....6,;; 0<6;<р для всех :=1,2,...,гН 
0<г<р (р — простое). Тогда из этих чнсел можно составить по крайней мере г+1 сумм, 
дающих различные остатки при делении на р (прн этом разрешается брать сумму «пустого 
множества слагаемых», которая считается равной нулю, суммы из одного слагаемого, из 
двух,..., из всех г слагаемых). 


Доказательство. При г-=1 это очевидно; суммы дают остатки Фи 6,. Пред- 
положим, что это верно для г=#<«р—Е н неверно для г=А+1, и придем к противоречию. 
Лусть суммы из А слагаемых 6,:,6о,....6в дают &+! различных остатков 0, $; ...,5ь. Тогда, 
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поскольку после прнсоединения = 
количество различных сумм не должно 
увеличиться, все суммы 

о, $: +6,....5в +68 


(по модулю р) содержатся во множестве 
{0, $1,... 58}. 


Другимн словами, если к любому эле- 
менту этого множества прибавить $, то 
снова получится элемент того же множест- 
ва (попробуйте : представить себе такое 
множество на рисунке 8). Таким образом, 
это множество заведомо содержит эле- 
менты 0, 6, 265, 36.....(р—06. Но ясно, 
что все эти элементы различны (по мо- 
дулю): разность 

16 =(ЕАЛЬ, 
где 0<1/|<р н О<Ьхр, не может де- 
Рис. 8. Чтобы найти сумму а-|-6 по модулю р, — Литься на р, поскольку р простое. Таким 
нужно отсчитать от а против часовой стрел- образом, мы доказали, что множество 
ки 5 единиц (на этом рисунке, соответствую-  (0,51.....5к] содержит все р различных 
щем р = И, изображена сумма 8+8, кото. Элементов, хотя предполагалн, что 
рая по модулю И равна 5). +1 <р. 


Лемма доказана. 





Доказательство теоремы. Пусть 
а. @:=.. Обр Яр +15... 5 @зр-1 
— остатки от деления данных 2р—1 чисел на р. Рассмотрим еще р таких чисел: 
Яр+1— аа, Чр+з @3,...,@зр-\- @р- (+) 
Если какое-нибудь одно нз них равио нулю, например 
@р+1—01+1-—0, то += аа 43=.-. = р» 


н сумма соответствующих р чисел делится на р. Осталось рассмотреть случай, когда все 
числа (*) отличны от нуля. 

Найдем остаток х от делення суммы а; На, +... +ар нар. Еслн х==0, то все ясно. Если 
хз 0, то, пользуясь леммой, мы можем составить из разностей (*) сумм, дающую остаток 
р—х при делении из р. Добавив соответствующие разности к а; +аз +... +ар и проведя оче- 
видные сокращения, мы получим сумму р слагаемых, делящуюся на р. 

Пользуясь результатом задачи №45, нетрудно установнть, что утверждение «Из лю- 
бых а целых чисел можно выбрать $ чисел, сумма которых делится на с» (гдеа, 6, с — 
рт натуральные числа) верно тогда и только тогда, когда & делится наси 
а>е6+е—1. 


Н. Б. Васильев 


В этом номере мы публикуем решения задач Фбб—Ф71. 


Фбб 


К батарсс с э. д. с. 9 в и неизвестным внутренним сопротивлением подключены после- 
довательно амперметр и вольтметр (рис. 9). Сопротивления приборов неизвестны. Еслн па- 
раллельню вольтметру включено сопротивление (его величина тоже нензвестна), то пока- 
зание амперметра вдвое увеличивастся, а показание вольтметра вдвое уменьшается. Ка- 
ким стало показание вольтметра после подключения сопротивления? 


Вольтметр показывает падение напряжения на нем самом, а амперметр— 
ток, идущий через него. Согласно закону Ома для полной цепи э. д. с. 
батареи равна сумме падений напряжения на участках цепи: ( — на вольт- 
метре и И, — на внутреннем соьротивлении источника и амперметре: 


Е=И-НИ,. (1) 
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Рис. 9. Рис. 10. 


После подключения сопротивлений падение напряжения на вольтметре 


[2 
и параллельно с ним соединенном сопротивлении стало равным о 


(показания вольтметра). В то же время падение напряжения на сопротив- 
лении источника и амперметре в два раза возросло и стало равным И\=2(.. 


Действительно, ведь сопротивление этого участка не изменилось, а ток, 
ндущий -по нему, вдвое возрос. Поэтому 


и 
Е=5+20.. ©) 


Решая уравнения (1) и (2) совместно, найдем, что И==6 в. Следовательно, 
после подключения сопротивления вольтметр показал напряжение 


[#) 
вы: 


Правильное решение прислали Н. Федин (Омск), С. Иванов (Москва), Е. Губа- 
рев (Москва), В. Сычев (Алга Актюбинской обл.). Н. Смирнов (Горький), А. Анищенко 
(Сарапул, Удм. АССР), А. Браверман (Пермь). А. Сенявин (Москва), В. Потащев (Горь- 
кий), 8. Калиничев (Москва), М. Прегер (Томск). 


Ф6б7 


Буферное устройство ие 16} состоит из стержня А, пружины В, издетой ва слержечць, 
и направляющей втулки С. Втулка может перемещаться внутри канала, сделанного в 
массивной стене В. При движения втулки между ее виешней поверхностью и стеной дей 
ствует постоянная ло величине сила треяня Ед». Стержень внутри втулки н пружнна по 
стержню перемещаются без трення. 

На торцовую поверхность стержня А налстаст шар массы 27, имея перед соударением 
скорость г. С какой скоростью шар отлетит? 

Массы стержня, пружнны н втулки пренебрежимо малы по сравненню с массой ига- 
ра. Коврфициемт жесткости пружнны & 


При ударе шарика шток начинает двигаться, сжимая пружину. При этом 
на втулку со стороны деформированной пружины действует сила Ё=х, 
где х — деформация пружины. Если начальная скорость шарика достаточ- 
но велика, что деформация пружины достигнет максимальной величины 
Хшах, При которой пружина действует на втулку с силой, равной силе тре- 
ния втулки о стену. После этого втулка начнет двигаться, причем во время 
движения втулки пружина не будет деформироваться: сила, сжимающая 
ее, не меняется и равна Ётр. Так как при движении втулки на нее действует 
сила трения, то кинетическая энергия системы переходит в тепло, и через 
некоторое время шарик и шток остановятся. Затем пружина начнет распрям- 
ляться. Это, конечно, не вызовет движения втулки — сила, с которой дейст- 
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вует на нее пружина, меньше Р.р=Ахьах, так как х<хи.х. Так что даль- 
нейших потерь энергии в системе происходить не будет. При распрямлении 





пружины ее потенциальная энергия деформации п = перейдет в 


кинетическую энергию шарика. 
Причем потенциальная энергия шарика равна нулю. 
Запишем теперь закон сохранения энергии 


о 


пил га тах 
2-2 
где и — скорость шарика после того, как он отскочит от стенки. 


Е Е. 

Учитывая, что Хик =-р’, Получим С КР. 

При достаточно большой скорости и, скорость шарика, отскочившего 
от стержня, не зависит от его начальной скорости. Система «съедает» весь 

Ех? 

запас энергин выше величины # ==“. 

Выясним теперь, что значит «достаточно болышая скорость и». Это 
та скорость, при которой сила, действующая со стороны пружины на втулку, 
достигает величины Ётр, а, значит, деформация пружины достигает величи- 


Етр 
НЫ Хнах=`Е ° Ясно, что для этого начальная кинетическая энергия ша- 
Ех" Е? 
рика должна быть больше величины —^ = р : 
2 2 ь 
ти о тр 
2. 
Это условие дает нам границу «достаточно болышой скорости»: 
Е? 
Чо > .1Р. 
кт 


А как будет происходить столкновение, если начальная скорость ша- 
рика меньше этой величины или равна ей? 

В этом случае деформация пружины меньше хи„х и пружина не сдвинет 
втулки с места. Это означает, что не будет потерь энергии и шарик отскочит, 
имея ту же кинетическую энергию, а следовательно, и ту же скорость, что 


до столкновения. Итак, 
12 
9, при = ее. 
Ет 


-1Р при и > Ив. 
т 


Ет 


Правильное решение прислали Р. Мкртчян (Ереван), Куцек (Ржев}. Я. Федин (Омск}. 
И. Гричик (Давид-Городок Брестской обл., БССР), А. Выродов (Гагра}, Р. Зайцев (Гагра), 
М. Прегер (Томск). а 
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Стенки сосуда, в котором находится газ, имеют температуру Т. Температура газа Т.. 
В каком случае давление таза на стенки сосуда болышне: когда стенки сосуда холоднее 
таза (ТТ,). или когда теплее (Т>Ть? 

Температура газа определяется средней кинетической энергией его мо- 


туз 
лекул: -о^=-5 АТ (А — постоянная Больцмана). Это означает, что чем 


выше температура газа, тем больше 
средняя скорость движения его 


Т<Т ф>Т 
молекул, то есть тем больше сред- 
ний импульс молекулы. 
Если температура стенки сов- 
падает с температурой газа, то мо- Р р 
лекула, ударяясь о стенку, МЕНЯЕТ „инф — 
свой импульс р. на —рь. Значит, р’ р’ 
ЧТ о 


изменение импульса равно 2рь. 

Когда Т>Т,, газ нагревается. Это 
означает, что молекулы газа от- 
скакивают от стенки с большей 
скоростью, чем налетают, а значит 

н с большим импульсом (рис. 11, а). 
Изменение импульса в этом слу- рис и. 
чае будет больше, чем 2р.,. 

Если же Т,<Т, то газ охлаждается, то есть молекулы газа отскакивают 
от стенки с меньшим импульсом, чем налетают на нее (рис. 11, 6). Ясно, 
что в этом случае и изменение импульса молекулы меньше, чем в случае 
Т,>>Т. Так как в соответствии со П законом Ньютона изменение импульса 
пропорционально средней силе, действовавшей на молекулу со стороны 
стенки, а в соответствии с ПП] законом Ньютона средняя сила, действовав- 
шая на молекулу, численно равна средней силе, действовавшей на стен- 
ку, то при Т,<Т давление газа на стенку больше, чем при Т,>Т. 


Правильное решение прислали В. Чупим (Торжок), Н. Федин (Омск), В. Калиничев 
(Москва), С. Иванов (Москва). +69 
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В сосуд с водой погружается свинцовый шар. В какую сторону выгнется поверхность 
воды в сосуде за счет дополнительного поля тяготения, создаваемого шаром? 


Форма поверхности жидкости должна быть такой, чтобы сила М ре- 
акции окружающей жидкости, действующей на элемент объема жидкости 
< массой А7 у поверхности, была направлена перпендикулярно к по- 
верхности. В противном случае сила М будет иметь составляющую, на- 
правленную вдоль поверхности жидкости, и жидкость не сможет находиться 
в равновесии. 

Разберем теперь, как направлена сила М. Она должна уравновешивать 
две силы: силу Р, притяжения Земли, направленную к центру Земли, 
и добавочную силу Ё., притяжения шара, направленную к центру шара 
(на рисунке 12 сила Р, сделана непропорционально большой по сравнению 
с силой ЕР,). Сила М должна быть численно равна и противоположна по на- 
правлению равнодействующей @ сил Е, и Ё.. Значит, она отклонена вправо 
от вертикали и поверхность воды над шаром выпуклая. 

Оценим величину «вздутия» поверхности воды. Рассмотрим точку В, 
лежащую на малом расстоянии х от вертикали АО, проходящей через центр 
шара (х «г, где г — радиус шара), О — центр кривизны и ВО = К — ра- 
днус кривизны поверхности воды. 

0-Е, (поскольку Е, < Ё\), а Очпа=Е. мпВ. Так как углы © и В 
малы (х<г, х< К), то 


У 2459 = хх и ПВ = ЕВ = х/Г. 
Поэтому можно считать, что 


9 (/В) = Е, (<) 
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или 


Али КзрАт 


(Юз — радиус Земли, р—ее плот- 
ность), а 


4 3 
—3_ П7? (р, — ро) А _ 
т: т 


4 
— луг (р, — 0) Ат 


Р. =у 





(©, — плотность шара, р, — плот- 
ность воды). Поэтому 


4 
р —3 м\К зрАт 
Ее —- 


4 
—8- пу" (<, — ро) Ат 


р 
Рис. 12. ‘ — 5% а = Ёз В: 





(так как р, » ро). Подставляя сюда НаНИЕ Юз=6,4-108 м, р=5,5 г/смз 
и р, =11,3 г/см3, найдем Ю—3,2.108; 

Полагая, что вздутие распространяется на расстояние х от точки А 
(эта оценка сильно завышена!), найдем его высоту 


г: 
> 


й=ха = р. 


Если радиус свинцового шара равен | м, то й^3. 10-7 м 
Это означает, что эффект вздутия нельзя наблюдать экспериментально 
даже с помощью интерференционных методов. Ведь длина волны света нес- 


колько тысяч ангстрем (1А-=10- -10 м), то есть больше величины вздутия. 
Правильное решение прислал Н. Федин (Омск). 


Ф70 


Велосинедист легко развивает снлу тиги 10 к/. Сила трения ие превышаст 5 ^Г. 
Казэлось бы, за несколько часов велосниедяст можег достичь эторой космической скорости. 
Однако это сше никому не удавалось. Почему? 


‘Сила, с которой велосипедист может давить на педали, непостоянна 
и зависит от скорости велосипедиста (рис. 13). Она максимальна при х=0 
и становится равной нулю при такой скорости, при которой период вращения 
педалей становится равным скорости реакции велосипедиста. После этого 
скорость велосипедиста уже не может возрастать. 

Многие читатели рассуждали так: мощность, которую развивает вело- 
сипедист, не может превышать некоторой максимальной величины. Но 


№=Р-9, поэтому скорость велоси- 


педиста не может стать больше чем Г 
М№ тах 
ИХ 
Е — Рта 


Это, конечно, верно и связано 
именно с тем, что зависимость 
силы, с которой человек давит на 
педали, от скорости движения та- т 
кая, Как показано на рисунке 13. Рис. 13. 


Ф71 
Имеется равномерно заряженный отрезок АВ. Как направлена папряжевкость заск- 
трического поля, создаваемого этим отрезком в точке С: по меднане треугольника АВС? 
по ега биссектрисе? по высоте? ни по одной из этих ининй? 


Напряженность поля — вектор, а в нашей задаче имеются лишь четыре 
выделенных направления: по меднане, биссектрисе или высоте треуголь- 
ника АВС и параллельно отрезку АВ. Вектор напряженности поля должен 
быть направлен по одному из этих направлений. Ясно, что он не может 
быть параллелен отрезку АВ: напряженность поля заряженного отрезка 
равна сумме напряженностей полей частей отрезка, а они все направлены 
к отрезку или от него (в зависимости от знака заряда отрезка). 

Не подходит и высота треугольника АВС: например, если точка С 
находится в стороне от отрезка, на расстоянии, много большем длины от- 
резка, то ясно, что напря- 
женность поля в точке долж- 
на быть направлена к отрез- ЛЕ-ДЕ,-ДЕ, 
ку АВ, а не по перпендику- 
ляру к нему. 

Итак, у нас остались ме- 
диана и биссектриса. Напря- 
женность Е поля отрезка 
равна сумме напряженностей 
полей его частей. Для того 
чтобы вектор Е был направ- 
лен вдоль медианы, необхо- 
димо, чтобы отрезки равной 
длины Ах, находящиеся на 
равных расстояниях от сере- 
дины отрезка, создавали оди- 
наковое поле в точке С. 

Только в этом случае сум- 
ма векторов АЕ будет направ- 
лена вдоль медианы  тре- 
угольника АВС. Однако это 
невозможно: отрезки равной 
длины имеют одинаковый за- 
ряд АО=сАх (6 — линей- 
ная плотность‘ заряда, то 
есть заряд единицы длины 
отрезка), а расстояния до 
точки С различны. Рис. 14. 
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Значит, вектор Е направлен вдоль биссектрисы треугольника АВС. 
Убедимея в этом. Найдем напряженность поля отрезка Ах такого, что 
прямая, проведенная из него в точку С, образует угол а с высотой треуголь- 


Ахс 
ника н Ах<«л (рис. 14). АЕ=-;. Если отрезок Ах виден из точки С 


м Ао д“ Ах; ла 
под углом Ао, то Ах. = Аа ( угола мал, так что {5-5 =-5`, а а =г15-5 
Ах гАа гАаб Аза 
и АХ= 0-я -= ска’ ПоэтомуАЕ = реоза=тсова” Но гс03 = Й. 
Поэтому 


АТе Е 


Напряженность поля отрезка, У виден из точки С под углом Аа, 
не зависит от угла а. Все отрезки, которые видны из точки С под одинако- 
вым углом, создают в ней поле одинаковой величины. Но дая любого от- 
резка Ах, находящегося слева от биссектрисы СО треугольника АВС, мож- 
но найти отрезок справа от нее такой, что он виден из точки С под тем же 
углем Аа, что и отрезок Ах, и угол В, образуемый нрямой, соединяющей 
его с точкой С, такой же, как и для стрезка Ах. Так как эти отрезки создают 
в точке С одинаковое поле, то вектор АЕ суммы векторов АЕ, и АЕ, на- 
пряженностей полей отрезков направлен по днагонали ромба, построеяного 
на векторах АЕ, и АЁ,, то есть вдоль биссектрисы СО. Это верно для лю- 
бого угла В, то есть для любой пары отрезков. Значит, и кектор напряжен- 
мости поля отрезка АВ направлен вдоль биссектрисы треугольника АВС. 


Правильное решение прислали Я. Федия (Омск) и И. Гричик (Давид-Городок Брест- 
ской обл.). 


Н. Ш. Слободецкий. 





К «<Задачам 
на бумаге 
в клетку 


1. Добавим с каждого из 
четырех концов к кресту 
но две точки. Количество ту 
возможных квадратов © вер- Шт, Е у: > 
ишчами в выделевных у3- | г.у 4 
лах увеличится на 10 (че- 
тыре маленьких красных 
кзвадратика (см. рис.), че- 
тыре квадрата, образец ко- 
торых окрашен черным; 
два квадрата, один из ко- 
торых выделен синим). 

Крест в задаче можно рас- 
сматривать как дополнение 
шереиг узлов к центральной 
клетке, допускающей только 
один квадрат. Он допускает 
построение 10:8--1=81 газ- 
личных квадратов. {Окончание сч. на стр. 61). 








«У Огленясо 





1 УМАСНЫЙ 


КОСИНЧИКИЙ 





В фантастике можно почти все. 
Например, в «Маракотовой бездне» 
Конан Дойля используется милая 
гннотеза о том, что вода па любой 
глубине не оказывает ннкакого дав- 
ления, и ничего — получился отлнч- 
ный роман с наукой, любовью, древ- 
ними греками и так далее. 

В отличие от фантастики, всякая 
развитая наука больше запрещает, 
чем разрешает; но зато, если уж она 
что-то разрешила, то это наверняка. 

О космическом холоде много ска- 
зано и фантастами, и инженерами: 

«..Стиснув зубы, закрыв глаза, 
Светлана с остервенением рвапула ру- 
коятку (люка космического корабля}... 
ни вскрикнуть, ни пошевелить рукой 
она не успела. Смерть от космиче- 
ского холода была быстрее мысли» 
{Б. Фрадкин, Тайна астероида 
117—03, Молотов, 1956). 

«...Холод мирового пространства 
оказывается скорее полезным, ... так 
как отпадает необходимость взятия 
с собой охлаждающих веществ н 
устройств» (М. Валье, Полет в мн- 
ровое пространство, ОНТИ, 1936). 

Итак, холодно ли в космосе? 

А что значит «холодно»? Давайте 
уточним это понятие. Будем считать, 
что при «холоде» от нас уходит много 
тепла в единицу времени, например, 
@ джоулей в секунду (Ож/сек). А так 


как одни из нас могут быть малень- 
кого роста, другие великаны, то луч- 
ше смотреть, много ли тепла уходит 
в едипицу времени с единицы нло- 
щади. В качестве меры «холода» при 
мем отток тепла в одну секунлу с одно- 
го квадратного метра поверхности 
нашего тела: 


< — оюжисек М2). 
5 

На Земле мы научились почти не 
думать о Том, почему нам, собствен- 
но, ис очень жарко; скорее, живя в 
умереняом поясе, мы думаем о том, 
чтобы не было холодно (заботимся о 
нубах, шапках и т. д.). А станет 
жарко,— к нашим услугам мороже- 
ное, морские лучины, глубокие омуты, 
ветер в лицо. Движение воды, воз- 
духа, лед — все это немедленио и 
привычно обеспечивает достаточную 
величину 4. Молекулы окружающей 
среды сталкиваются с поверхностью 
любого нагретого тела и уносят теп- 
ло. (При некоторой изобретательности 
вы можете даже сфотографировать 
над собою столб дрожащего воздуха, 
похожий на марево над горизонтом 
в жаркий день.) 

А что делать, если в космосе ста- 
нет жарко? В вакууме — ни воздуха, 
ни воды, там все жалко выбросить за 
борт корабля. Остается одио: излу- 
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чать тепло. Этот процесс и на Земле 
заметен: излучают электропечь, пно- 
нерский костер (в этом легко убе- 
диться, заслонившись своим товари- 
щем). Но на Земле с этим процессом 
успешно конкурируют теплопровод- 
мость (передача тепла при назичии 
разности температур у соприкасаю- 
щихся неподвижных тел) и конвек- 
ция (унос тепла вместе с движущейся 
массой). В космосе излучение — сдин- 
ственный способ охлаждения. Ясно, 
что для болыцего излучения надо 
«раскалиться». Этот парадокс — чтобы 
быстро охладиться, надо иерегреть- 
ся — связан с известным законом 
Стефана — Больцмана. 


9 =0Т°. (1) 


Здесь © — физическая постоянная, 
значение которой можно посмотреть в 
справочнике: в—=5,7- 10-8 втум?-град?. 
Знак равенсгва имеет место только для 
так называемого абсолютно черного 
тела, а реально всегда (< 07". 

Из закона (1) видно, насколько 
быстро растет теплоотвод с увеличе- 
ннем температуры Т излучающего те- 
ла: Т увеличится в три раза — 4 воз- 
растет в 33—81 раз (почти в сто раз!). 
Надо помнить только, что температу- 
ра Т выражается по шкале Кельвина. 

А дальше, чтобы в чем-то убедить- 
ся, нужно считать. 





Рис: 1 


52 


Необходимо отметить, что охлажде- 
ние может вызываться и испарением 
воды, содержащейся в организме, с от- 
крытой поверхности тела. Мы не бу- 
дем здесь рассматривать этот эффект, 
считая, например, что рассматривае- 
мое намн тело помещено в плотно при- 
легающий идеально прозрачный по- 
лиэтиленовый мешок. 

В живом оргапизме происходят 
процессы, приводящие к выделению 
тепла (@’ кал/сек). Установлено, что 
вместе с пищей ученому нужно по- 
треблять 3000 ккал в сутки, грузчи- 
ку 5000 ккал. Так как в космосе, по- 
видимому, придется быть и тем и дру- 
гим, примем в качестве рацнональ- 
ной диеты 4000 ккалхутки, из кото- 
рых пусть 1/, превращается в мы- 
шечную энергию, а 3/,;, то есть 
3000 ккалутки, остается в виде 
тепла @’, подлежащего излучению. 
Переведем ©’ в единицы системы СИ: 


3.103 ^Ка2 дз Кая до дж 
©’ сутки ккая ” кал 


24 Ч _.3600 < 


сутки ч 





== 150 вт. 


Далее оценим поверхность нашего 
тела 5. Как это сделать? Можно вооб- 
разить себя цилиндром с высотой Й, 
равной росту (пусть для школьника 
#=1,5 м), а радиус цилиндра г подо- 
брать так, чтобы получился объем те- 
ла У (рис. 1). Этог объем, если его вы- 
ражать в литрах, численно равен 
массе тела т в килограммах (вспом- 
ним, что при вдохе мы плаваем, при 
выдохе тонем, значит, удельный вес 
тела близок к удельному весу воды). 
Тогда для т=50 кг получим г=0,1 м, 
$ = 2лий - 2яи? =1 м”. — (Конечно, 
человек гораздо сложнее, но для фи- 
зических оценок это годится.) 

Пусть теперь этот модельный че- 
ловек — водяной цилиндр, обладаю- 
щий нормальной температурой Т= 

= 37 °С = (273--37) °К-=310 °К с посто- 
янным тепловыделением ©’=150 вт, 
неожиданно оказывается в совер- 
шенно открытом космосе, причем на 
него не попадает излучение звезд, пла- 
нет или других тел (очевидно, это 


«самый холодный» случай). Как оп 
тогда будет охлаждаться? В одну се- 
кунду с его поверхности будет излу- 
чаться энергия © = с Т*$ = 526 вт. 
Эта потеря частично восполняется 
внутрепним тепловыделением (@’, так 
что суммарная потеря тепла равна 
0—0’ = 525 — 150 = 375 вт. „Инте- 
ресно, за какое время т сего средняя 
температура может упасть, например, 
на АГ = 2“? Теплоемкость человека — 
водяного цилиндра равна тс = 50 кёехХ 
х 1ккалже.град =— 200 кдож/град. 
Предполагая потерю тепла ‘излуче- 
нием постоянной, получим 


200-103 9% „2 





тсёТ град 

тя = >> 15 мин. 
9—6 375 8% 
сек 


И это только при охлаждении с 37 
до 35"! Таким образом, до мгновенно- 
го («быстрее мысли») превращения в 
«перемороженный лед» сще очень да- 
леко даже в этом «самом холодном» 
случае. (Попробуйте рассчитать уста- 
новившуюся температуру прн то.) 

А теперь будем считать, что мы 
находимся в Космосе на орбите Земли 
вокруг Солниа. Найдем равновесную 
температуру ТГь нашего тела, когда 
оно должно излучать неё только вы- 
деляемое внутри тепло, но и то тенло 

5 


9с`—5_, которое поглощается в одну 


секунду половиной нашего тела, об- 
ращенной к Солнцу (величина потока 
солнечного излучения на орбите 
Земли, так называемая солнечная 
постоянная, равна приблизительно 
1400 вт/м?). Имеем уравнение 


5 с 
4-5 + 9’ = сТь 5, 
из которого 
__1/ (1400-0,5 - 150) _ оо 
пы Бе 89 К, 
=77°С. 
Это гораздо больше, чем могут 
позволить нам врачн. Конечно, можно 
ту половину тела, которая облучается 


Солнцем, сделать зеркальной (но тог- 
да опа не будет ничего излучать}, 





Рис. 2. 


а другую, © которой должно отводить- 
ся внутреннее тепло организма О’ — 
абсолютно черной (рис. 2)*), но этот 
пестрый костюм арлекина будет сви- 
детельствовать скорее о боязни изжа- 
риться, чем замерзнуть в признанном 
царстве ужасного вечного холода. 

Здесь уместяо вспомвить, что «ку- 
сочек космоса» (впрочем, довольно 
неглубокий вакуум) используется в. 
сосуде обычного термоса в качестве 
лучшей теплоизоляции; его стенки сде- 
даны блестящими, отражающими, 
чтобы ничего не поглощать и не из- 
лучать. Таким образом, почти полное 
отсутствие вещества в вакууме само 
по себе является лучшей шубой. 

Ну а если иужио охлаждать не 
собственное тело с жалкой печкой 
внутри, а громадный корабль для 
полетов в Солнечной системе с мощ- 
ным ядерным реактором? Допустим, 
у вас есть реактор, который выделя- 
ет в секунду тепловую энергию поряд- 
ка десяти миллионов киловатт (= 
—10'° вт). Часть ее (->10%) вы прев- 
ратите в. энергию реактивной струи, 
осветительных лампочек, радиоволн 
и других полезных вещей. А почему 
не всю? Это запрещает сделать важ- 
ный закон, именуемый теоремой Кар- 
но: если вы хотите получить полезную 


*) Найдите средвюю  установившуюся 
температуру тела в этом случае при т-+ со. 
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работу за счет беспорядочной тепло- 
вой энергин, нужно обеспечить -не 
только «горячий конец» Т, тепловой 
машины (температура реактора), но 
и «холодный» Г. < Г,. И тогда в луч- 
шем случае коэффициент полезного 
действия этой машины 1] будет равен 
т 
© < 1. (2) 


(Это похоже, например, на падение 
воды с высоты А, до высоты й»; тогда 
относительное изменение энергии 
тет — тей: мб _ Сам Кар- 
тей, В: 
но использовал эту аналогию, но надо 
помнить, что это только аналогия.) 
Чтобы тепловая машина работала 
(то есть выполнялось условие (>> 0), 
нужен перепад температур между на- 
гревателем и «холодильником». Хо- 
рошо бы приблизить Т. к нулю или 
ТГ, к бесконечности; тогда к. н. д. был 
бы близок к единице, а это древняя 
мечта техники. Но Г, не может быть 
слишком болыпим, оно ограничено 
хотя бы плавлением материалов. А 
уменышать Г. особенно тоже нельзя, 
ведь для интенсивного охлаждения 
нужно Т., наоборот, увеличивать. 
Компромиссное решение дает | 10%. 
Пусть, например, Т, = 2000° К. 
(Такие металлы, как вольфрам, при 
этом не плавятся.) Тогда из формулы 
(2) получим, что Т,=1800° К. Далее, 
нз (1) найдем максимальный поток 
излучения 9 = оТ+ = 6- 10$ вт/м*. 
Тогда для излучения бесполезной 
энергии реактора (1—1) № потребу- 
ется площадь не меныше чем 
—1) № 0,9-10 
В да 1,5.10 м8. 
Полтора гектара площади, нагре- 
той до 1800°К и выставленной длая 
ударов метеоритов, потоков моле- 
кул и частиц! И все эти гектары — 
вся эта масса трубок, текущего в них 
расплавленного металла или раска- 
ленного газа — теплоносителя, омы- 
вающих реактор, — нужны только для 
того, чтобы не перегреться, и только 
потому, что не существует никакого 
космического холода. 
54 


будет 


(Начало см. на стр. 16.) 


нз первых (п—1) столбцов 
и в любой из верхних 
{п—|) строк, то есть может 
занимать (л-—1)? положений. 

Аналогично можно по- 
казать, что число квадратов 
размерами 3х3 равно 
("—2)" и так далее, 

Число всевозможных квад- 
ратов равно 


п (п— Пе 
2)... 


_ ва и 9-1 
= т 


Оказывается вместе с тем, 
что можно подсчитать и кс- 
личество возможных — пря- 
моугольников для того же 
заданного исходного листа 
бумаги в клетку; оно равно 


аз (п И3З- (2)... 
Е. 


Попробуйте это доказать. 


3. Сколько 
треугольников? 


На листе бумаги в клетку 
размерами 3м%3 выделены 
все девять его узлов. Каж- 
дый узел может служить вер- 
шиной невырожденного тре- 
угольника (треугольника, 
три вершины которого не 
лежат на одной прямой). 

На рисунке показаны семь 
таких треугольников, 





причем онн не равны, их 
нельзя совместить наложе- 
нием. Найдутся ли еще не- 
вырожденные треугольннкя, 
не равные показанным здесь, 
вершины которых можно 
разместить в узлах нашего 
листка бумаги? 


Шахматы и 
матика имеют до- 
ВОЛЬНО много общих 
точек соприкосновения. 
В наших заметках речь 
пойдет в основном о ма- 
тематических задачах 
на шахматной доске. 

Перелистывая книж- 
кн с такими  привле- 
кательными названиями, 
как «Математический 
калейдоскоп», «В ми- 
ре тайн и чудес», «Ве- 
селые и занимательные 
числа фигуры», вы 
наверняка обратили 
внимание на то, что в 
каждой из них содер- 
жится немало задач о 
фигурах на шахматной 
доске. 

Иногда это 
воломкн, с которы- 
ми справится любой 
сообразительный чс- 
ловек, чаще для этого 
необходимы определен- 
ный математический 
опыт и знания. Такие 
задачи можно найти 
не только в нопулярных 


мате- 


голо- 


книжках, они регу- 
лярно предлагаются в 
математических  круж- 
ках, на олимпиадах, не- 
редко встречаются н 
в серьезной математи- 
ческой литературе. Ко- 
роче. говоря, существу- 
ет множество  матема- 
тических задач. как 


простых, так и слож- 
ных, с различным шах- 


матным содержанием. 
Цель настоящих за- 


меток как раз и со- 
стоит в том, чтобы по- 
нытаться в какой-то сте- 
пени систематизировать 
эти задачи и хотя бы 
кратко рассказать о 
наиболее интересных из 
НИХ. 

Мы надеемся, что 
вы знакомы с ходами 
шахматных фигур, хотя 
заранее предупреждаем, 
что особого умення иг- 
рать в шахматы не по- 
требуется. 

Возможно, 
нз вас решат, 


некоторые 
что ма- 





тематики совсем сошли 
с ума и вместо того, 
чтобы заниматься  де- 
лом, развлекаются, рас- 
ставляя фигуры на 
доске {уж лучше бы иг- 
рали просто в шахматы!). 
Однако труд математи- 
ков в этом направлении 
нмест свой смыел. Де- 
ло в том, что для реше- 
ния ряда важных матс- 
матических задач шах- 
матную доску и фигуры 
очень удобно — исполь- 
зовать в качестве мо- 
дели. 

Не случайно шах- 
матные термины можно 


встретить в литера- 
туре по теорни игр, ки 
бернетике, теорни гра- 
фов. комбинаторике, те- 
орин чисел, — ирограчм- 
мировании. 

Приведем один при: 
мер. Что общего между 
чисто шахматным — ио- 
нятием «ладья» и чисто 
математическим «МНО- 
гочлен»? Тем ине менее 
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американский  матема- 
тик Д. Риордан в сво- 
ей книге «Введение в 
комбинаторный анализ» 
{М., ИЛ, 1963) как раз 
нрименяег термин «ла- 
дейный многочлен»! Чем 
это вызвано? 
Оказывается, боль- 
шой класс комбина- 
торных задач сводится 
к определению числа 
размещений ка шахмат- 
ной доске заданного чис- 
ла ладен, не угрожа- 
ющих друг другу (ни 
одна пара ладей не 
должна находиться на 
одной вертикалн или го- 
ризонтали). А при рас- 


смотренни еще более 
сложных задач  суще- 
ственную роль играет 
мпогочлен 
Ю(х)=щ-Них 
ах? + 
И... АМ. 
где г, — число раз- 
мещений на доске раз- 


мера лхп не угрожа- 
ющих друг другу № ла- 
дей (#=0; 1, 2,...); Этот 
многочлен и был на- 
зван Риорданом ла- 
дейным: как мы видим, 
такое название виолне 
оправдано. 

Заметим, что бездон- 
ное море задач и про- 
блем возникает тогда, 
когда речь заходит о 
создании машины, иг- 
рающей в шахматы (а 


точнее, программы для 
нее). 
Этой МОДНОЙ В 


наши дни теме посвя- 
шены десятки и сотни 
специальных статей, 
книг, дискуссий и даже 
диссертаций, и мы не 
станем подробно оста- 
навливаться на ней. 
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От персидского шаха 
до наших дней 


Наш разговор  есте- 
ственнее всего начать с 
рассмотрення свойств 
шахматной доски, но- 
ка не расставляя на ней 
фигур. 

Конечно, каждый из 
вас слышал знаменитую 
легенду о происхожде- 
ннн шахмат. Мудрец, 
придумавший их, —По- 
требовал. в награду от 
персидского шаха, ко- 
торому игра очень ло- 
нравилась, столько зсе- 
рен ишеницы, сколько 
понадобится для покры- 
тия всех клеток шахмат- 
ной доски, если на ее 
первую клетку — поло- 
жить одно зерно, а на 
каждую следующую 
вдвое больше, чем на 
предыдущую (рис. 1). 





Рис. 1. 


Оказалось, что для 
этого не хватит пше- 
ницы, хранящейся не 
только в амбарах пер- 
сидского шаха, но и во 
всех амбарах мира. Муд- 
рек скромно — потребо- 
вал 
+22 + 23 +... 
пе 28 =" — 1 


зерен. Это число зани- 
сывается двадцатью циф- 
рами и прсвышает 18 
квинтиллионов — (21 


= 102422103). Конечно, 
с математикой здесь 
небольшая Связь, ско- 
рее, полученный  ре- 
зультат как бы симво- 
лически иллюстрирует 
грандиозные матема- 
тические возможности, 
скрывающиеся в шах- 
матной доске. 
Пожалуй, самое лю- 
бопытное свойство шах- 
матиой доски заклюма- 
ется в том, что кратчай- 
шее расстояние на ней 
измеряется не обяза- 
тельно по прямой. На- 
пример, ‘геометрически 
расстояние от ноля 
а! до поля Н8 больше, 
чем до а8, а королю на 
любой из этих переходов 
требуется ровно 7 хо- 
дов. Для математиков, 
которым приходится 
сталкиваться с самыми 
разнообразными рассто- 
яннями {метриками), это 
обычное — дело. 
Особенно эффектно 
указанное свойство про- 
является в знамени- 
том этюде Рети (рис. 2). 
Кажется, совершен- 
но невероятным, что в 
этом положенни белый 
король в состоянии до- 
гнать черную пешку. 





Рис. 2. Р. Рети, 
Ничья. 


1921 г. 


Однако это становится 
возможным, = ссли он 


отправляется за ней 
не по прямой... 

$. Кри8 — 57 п5— 
—14 2. Крё7т— 6. Те- 
перь грозит 3. Кр6— 
—е6, и при поддержке 
короля белая пешка 
проходит в ферзи од- 
новременно с — враже- 
ской. 

2... Краб— 6 3. Кр6— 
—е5. Грозит 4. Креё— 
— 6, и, несмотря на то, 
что король довольно да- 
леко удалился от вер- 
тикали ВБ, носле выну- 
жденного 3...КрЬб : сб 
он возвращаегся и по- 
спевает к пешке на 
пороге ее превращения 
в ферзя: 4. Кре5 —М 
64—13 5. КрМ— 53 
63—12 6. Крбз : 12. 
Ничья! 

Конечно, за доской 
шахматиста никто не 
заставляет решать ма- 
тематические задачн,— 
чтобы хороню —иг- 
рать в шахматы, сов- 
сем ие обязательно 
быть математиком. Бес- 
лрерывный расчет ва- 
рнантов, который прн- 
ходится вести шахма- 
тисту во время партии, 
имеет совершенно иную 
специфику, чем анало- 
гичная работа матема- 
тика. И все же мате- 
матический навык иног- 
да оказывается весьма 
полезным для  шахма- 
тиста, особенно в энд- 
шпиле. Возвращаясь к 
упомянутому свойству 
шахматной доски, прн- 
ведем пример, когда упу- 
щенне сго из виду при- 
вело к трагедии. 

Позиция на рисунке 
3 возникла в Шестой 
партии матча на пер- 
венство мнра М. Бот- 


винник — Д. Бронштейн 
(1951 г.). Здесь .Брон- 
штейн, игравший белы- 
ми, легко делал ничью 
путем 1. Ка8—еб-и 2. 
Кеб—4, однако снача- 
ла он решил подтянуть 
короля к опасной пешкс: 
1. КрЬ3З—с2. — Разуме- 
ется, гроссмейстер хо- 
рошо видел возможность 





лоявления черного ко- 
роля на поле 12, однако 
он рассматривал толь- 
ко 1...КрМ-—3 и 2... 
Кр!3—12 и полагал, что 
здесь также успест сы- 
трать 2. Ка8—е6 е3— 
—е2 3. Кб ЧА с 
ничьей. Король Бот- 
винника действительно 
отправился на 12, но 
не по прямому пути, 
а по обходному. После 
1...Кр4— 53"! белым 
пришлось сдаться, так 
как пешку ©3 остано- 


вить невозможно: на 
2. К8— сб следует 
2...е3—е2, и конь ио- 


падает на 44 без шаха. 

Расемотрим теперь 
несколько уже внолне 
математических за- 
дач, связанных с шах- 
матной доской. Во мно- 
гих из них требуется 
определить, можно ли 
данную доску покрыть 
целиком теми или нными 
геометрическими фигу- 


рами. Вот один краси- 
вый пример на эту тему. 

На рисунке 4а изо- 
бражен урезанный квад- 
рат размером 


8х8. 





Спрашивается, мож- 
ню ли покрыть его це- 
ликом (и 663 наложе- 
ний) костями домино 
размером 2х1? 

Мы могли бы пустить 
в ход громоздкие алгс- 
браические уравнения, 
однако «шахматное» ре- 
шение задачи лаконич- 
нее и изящнее. Окрасим 
этот квадрат (без угло- 
вых клеток), каки пола- 
гается в черно-белый 
цвет *), превратив его в 
урезанную шахматную 
доску (рис. 46). Теперь 
заметим, что каждая 





Рис. 46 


кость домино — покры- 
вает одно белое поле и 
одно черное. У нас же 
белых клеток на две 
меньше, чем черных. а 
*) На всех рисунках к 


этой статье счерныех поля 
окрашены голубым цлетом 
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потому необходимого по- 
крытия не существует! 

В некоторых зада- 
чах требуется так раз- 
резать шахматную дос- 
ку, Чтобы ири этом 
выполнялись определен- 
ные условия. Сейчас на 
такнх задачах мы не 
будем останавливаться. 

Иногда вместо обыч- 
ных шахмат  рассмат- 
риваются их различные 
видоизменения, свя- 
занные с преобразова- 
ниями Блахматной доски, 


а) 





причем эти преобразо- 
вания носят вполне ма- 
тематический характер. 
Чаще всего этим за- 
нимаются шахматные 
проблемисты. В «Кван- 
те» (см. № 5, 1970) уже 
рассказывалось © ци- 
линдрических и то0- 
роидальных шахматах. 
Любопытно рассмот- 
реть цилиндрическую 
доску, у которой вы- 
резана одна вертикаль 
(рис. 5а). На такой дос- 
кс слов становится ха- 
мелеоном: превращается 
из белопольного в чер- 
нопольного и наоборот! 
Разумеется, цилиндр 
н тор (рис. 56) — да- 


леко не единственные по- 








Рие. 5. 


«) Иилиндрическая шахматизя доска без вертикали с. 
9) Тороидальная шахматная лоска. 


*) Конусоилальная 


шахматная 


доска получается 


прикленванкем вертикали а к восьмон горизонтали. 
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верхности, которые мож- 
но склеить из шахмат- 
ной доски. Много хит- 
ростей имеют и кону- 
соидальные — шахматы 
(рис. 58). 

Легко привести при- 
меры — шахматных за- 
дач, которые решаются 





аьБсчегат 


Рис. 6. Мат в один ход. 


на одной из упомянутых 
досок и не решаются на 
хрутих. Например, за- 
дание «мат в одии ход» 
на рисунке 6 выглядит 
нелепым. Однако на 
цилиндрической доске, 
получающейся — склеи- 
ванием вертикалей а и 
И, оно выполнимо: 1. 
13—14 мат! Поля 64 
и 56 здесь держит конь, 
аб и 65 — слон, на 
линию п черного ко- 
роля не пускает его бе- 
лый оппонент. Заметим, 
что при белой пешке на 
Н2 мата уже нет, так 
как носле 1. Н2—Н4 чер- 
ные берут на проходе *): 
\...24: 13. 

Однако н на цилинд- 
рической доске уда- 
*) Взятие 
ходе — взятие неприя- 
тельской (скажем, черной) 
пешки, продвиннувшейся из 
вачального положения на 
ива поля я ставшей рядом 
по горизонтаян с белой пеш- 
кой. При этом пешка про- 
тивника (черная) снимается 
так, как если бы опа про- 
двинулась на одно поле, 


на про- 


ется не все, что воз- 
можно на обычной. На- 
пример, чтобы  зама- 
товать королем и ла- 
дьей одинокого короля 
противника, его не- 
достаточно прижать на 
линию а или В, требу- 
ется еще загнать его на 
первую или восьмую го- 


ризонталь, а на ци- 
линдрической доске 
это невозможно. На 


тороидальной доске, как 
нетрудно убедиться, с 
«голым» королем про- 
тнвника не может спра- 
виться даже ферзь. 

А вот еще один за- 
бавный пример {рис. 7). 
Здесь мат в два хода 
дается как на обычной, 
так и на цилиндриче- 
ской доске, но на каж- 
дой из них по-своему. 





Рис. 7. Мат в два хода, 


На обычной доске 
все очень просто: 
1. Лаб : аб КрЬ1— «1 


2. Лаб—а| мат. 

На  цилнидрической 
же после хода 1. Лаб : 

аб пронгрывается 
ладья ввиду ответа 1... 
№7 : аб! С другой сто- 
роны, если ладья уйдег 
< а5, то черные про- 
двинут вперед пешку а6, 
н мата нет. — Решает 
1. Лаб—аб! ладья 
проходит но окружности 
и возвращается на ис- 





ходное поле! Дальней- 
щее известно: 1...КрЬ1— 
с1—2. Лаб—а1 мат. 
Предлагаем вам са- 
мим придумать ана- 
логичные примеры на 
тороидальных и кону- 
сондальных досках. 
Средн югославских 
шахматных пробле- 
мистов распространены 
так называемые проек- 
тивные шахматы на бес- 
конечной шахматной 


Рис. 8. Сферическая шахмат- 
ная доскз. С дополнительно- 
го внешнего поля (красного), 


окружающего всю доску, 
можно войти на доску в 
любом месте и в любом на- 
правлении {по вертнкали, го- 
ризонтали или днагонали). 
Например, ладья на пустой 
доске может одним ходом 
пройти по всем полям (прс- 
ходя 7 раз через внешнее 
ноле). 


доске с четырьмя дс- 
полнительными полями. 
На сбычной доске © од- 
ним дополнительным но- 
лем получаются сфери- 
ческие шахматы (рис. &). 
Однако подробное изу- 
чение шахматной нгры 
на полученных досках 
невходит в наши планы. 

В заключение этого 
раздела предлагаем вам 
несколько задач для 
самостоятельного реше- 
ния, ответы к ним по- 
-явятся в следующем но- 
мере. 


= 


1. Доказать, что стокле- 


‘точную доску размером 19Х 


Ж 1 нельзя целиком и без на- 
ложеннй покрыть фзгурами, 
образец которых приведен 
на рисунке 


бе т 


Рис. 9. Вис. 10. 


2. Обычная костяшка до- 
мино состоит из двух квад- 
ратов. Назовем  «тримино» 
фягуру, составленную изтрех 
квадратов (рис. 10). Если 
шахматную доску покрыть 
двадцатью одиим чтримиио», 
то одно поле останется сво- 
бодным. Каким оно может 
быть? 

3. Из доски размером 8х 
Х9 вырезаны 12 нолей 
{рис. 1). Доказать, что ос- 
тавшуюся часть нельзя по- 
крыть «тримино», 





Рис. И. 


4. Пусть доска имеет не- 
четное число полей (напри- 
мер, ее размер 7.9). Поля 
с общей стороной назовем 
смежными. Поставим на каж- 
дое поле доски по пешке., 
затем соберем эти пешки н 
снова расставим их на доске. 

а) Может ля теперь каж- 
дая пешка оказаться на поле, 
смежном с”тем, которое она 
заннмала при первой рас 
становке? 

6) Пусть прн вторичной 
расстановке пешки, — зани- 
мавшие паньше левые углы, 
остались на месте, а пешки, 
стоявшие прин первой рас- 
становке рядом друг < дру- 
гом, по-прежнему стоят ря- 
дом. Могла ли какая-нибудь 
пешка изменить свое поло- 
жение? 
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РЕЦЕНЗИИ. БИБЛИОГРАФИЯ 





Всегда ли прав наш глаз? 


Аж. Трей 


ОПЫТЫ 
СО ЗРЕНИЕМ 


ПИРА 





В разделе «Лаборатория 
Кваита» в 10 и Им 
номерах нашего журнала за 
1970 г. было рассказано 
о некоторых эксперимех- 
тах со зрением. Цель их 
состояла в том, чтобы чни- 


Татели  покяли, что не вся- 
кое зрительнсе ощущение 
надо принимать как фи- 


зическую реальность.  Че- 
ловеческий глаз — уиикаль- 
ный физический прибор, сб- 
ладающий поразительной 
чувствительностью и 50ч- 
ностью восприятия окружз- 
ющего мира. Но и ои в 
определенных условиях мо- 
жет совершать ошибки. 

Знаменитый русский лн- 
тературный герой Х1Х в. 
Козьма Прутков советовал: 
«Бели на клетке слона уви- 
дивь надпись «Буйвол» — ие 
вопль глазам своим». Одна- 
ко нередко глаза подволят 
пас даже там, где все над- 
нисн сделаны правильно. 

В студенческие годы ав- 
теру этих строк довелось 
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делать серьезный научный 
доклад на, казалось бы, со- 
асршенно анскдотическую те- 
му: «О влиянии пения на 
зренне». Речь шла, в част- 
ности, о том, что глаза че- 
ловека, напряженно — ожи- 
дающего каких-то экспери- 
ментальных фактов, быстро 
устают и начинают видеть 
то, чего нет в действитель- 
ности. Так вот, оказывает- 
ся, музыка помогает вос- 
становлению нормальной ост- 
роты и точности зрительных 
восприятнй. 

Так как глаз — важней- 
ший «инструмент» физика, 
надо хороню знать основ- 
ные принципы его работы 
и границы его возможностей, 
Этому знакомству может су- 
щественно помочь книга 
Лжеймса Грегга «Опыты со 
зреннем в школе и дома», 
выпущенная в 1970 году из- 
дательстном «Мир» *). 

Кннга эта содержнт опи- 
сание почти четырех десят- 
ков опытов, которые, как 
правило, не требуют ника- 
кой специальной аппаратуры 
ни прн достаточной настой- 
чнвостн вполне могут быть 
воспроизведены в домашней 
обстановке. Последователь- 
но проделывая эти опыты, 
можно узнать много инте- 
ресных н порой неожидан- 
ных сведений о механизме 
зрительного воспрнятия ок- 
ружающей действительности. 

Многие из приведенных 
Греггом опытов характерн- 
зуют различные стороны гла- 
за, рассматриваемого — как 
оптическая система:  отра- 
жение н преломление света 
глазом человека (опыты 2 
и 4); живая диафрагма гла- 

*) Джеймсе Грегг, 
Опыты со зрением в школе 
и дома, М., «Мир», 1970, 
197 стр- 


за — зрачок (опыт 6); хро- 
матическая аберрация опти- 
ческой системы глаза (опыт 
8); поле зрения (опыт 13); 
острота зрения (опыт 15)— 
вот некоторые из опытов, 
касающихся оптических 
свойств глаза. Это, так ска- 
зать, физика нашего зрения. 

Процессы, благодаря ко- 
торым мы вндим окружаю- 
щий мир, очень сложны и 
нх нельзя понять без учета 
работы нашей нервной сн- 
стемы, то есть без исследо- 
вания физиологии зрення. 
Лучи света, проходящие в 
наш глаз, раздражают окон- 
чания нервных волокон зрн- 
тельного нерва. Эти сигна- 
лы поступают в наш мозг 
н во многом еще непонятным 
нам образом вызывают кар- 
тины увиденного. При этом 
мозг корректирует, под- 
правляет информацию, по- 
лученную от наших глаз, 
используя накопленный че- 
ловеком опыт. 


Видели ли-вы, как нере- 
шительны движения ручо- 
нок малыша, еще не научив- 
шегося ироизноснть первые 
слова? Как часто он пыта- 
ется схватить яркую нгруш- 
ку совсем не там, где она 
действительно находнтся. 
А все потому, что мозг ребен- 
ка еще ие научился помогать 
его глазам. На это нужно 
некоторое время. 

Однако и у взрослых лю- 
дей с так называемым нор- 
мальным зрением существуют 
определенные границы 103- 
можностен, за пределами ко- 
торых зрение начинает их 
сбманывать, полученная © 
номощью глаза информация 
оказывается недостоверной. 
Многне опыты в книге Грег- 
га помогают нащупать этн 
границы, понять, когда мы 
можем доверять нашему зре- 


нию, а когда оно может нас 
сбмануть, снабдить ложны- 
ми сведениями. Влияние фо- 
на на восприятие нзобра- 
жения (опыт 20); физиоло- 
гическое удваиванне иЗо- 
бражений (опыт 26}; со- 
перничество фигур, при ко- 
тором нх изображения как 
бы борются друг < другом, 
подавление изображений н 
слияние цветов (опыт 28); 
ошибки в оценке расстояний 
и размеров предметов (опы- 
ты ЗО ин 33) — все это застав- 
ляет нас более осторожно 
относиться к тому, что мы 
видим в действительности. 

Недаром в послесловни пе- 
реводчика книги эпиграфом 
к одному из разделов послу- 
жила следующая история из 
судебной хроники Х1Х века: 

— «Изложите жалобу, Нс- 
тец. 

— Ваша честь, темной 
ночью я стоял в своем доме 
у широко раскрытого окиз. 
Вот этот человек — Ответ- 
чнк — подошел с улицы к 
окну — в темноте я не увн- 
дел его — и ударил меня 
по лицу. 

— Скажите, Истец, если 
темнота помешала вам увн- 
деть человека, то как вы 


смогли опознать в ием От- 
ветчика? 

— От сильного удара, Ва- 
ша честь, в моем глазу вспых- 
нул столь сильный свет, что 
я отчетливо разглядел лицо 
этого человека». 

Несколько  заключитель- 
ных опытов посвящено раз- 
личньм видам зрительных 
иллюзий, вроде тех, о ко- 
торых мы рассказали в 
статье Л. и Р. Пенроузон 
*«Невозможные объекты», опу- 
бликованной в пятом номере 
нашего журнала за 1971 год. 

Далеко не на все вопросы, 
связанные с описанными Грег- 
гом опытами, наука о зре- 
нии может сегодня дать стро- 
гий и однозначный ответ. 
В некоторых случаях, как 
предупреждает автор. сбЪ- 
яснения пока вообще не най- 
дены. В других случаях за- 
интересовавшемуся эксие- 
риментатору придется за- 
ставить потрудиться свое во- 
сбражение, порыться в дру- 
гнх книгах, чтобы расшнрить 
свон познания. Автор ча- 
стенько сам наталкивает чи- 
тателя на попытки изменить 
условня опыта, провести се- 
рию различных измерений и 
самостоятельно оценить по- 


лученные результаты. Сло- 
вом, эта книга, как говорит. 
ся, «не для умов ленивых» 
Она пробуждает интерес, обо- 
стряет наблюдательность, ак- 
тивнзирует работу мысли 
И в этом ве несомненное 


достоинство. 
Автор предпослал своим 
опытам небольшое — введе- 


ние, где рассказывается об 
устройстве глаза и основных 
прииципах его работы. Пе- 
реводчик дополнил кннгу об- 
ширным послесловием, рас- 
ширяющим — представления 
читателей о физнологии зре- 
ния. В нем имеется много 
ннтересных фактов о том, 
как относятся к свету ра- 
стения и животные, как из- 
менялось, — совершенствова- 
лось в ходе эволюцни жн- 
вотного мира зрение. 

К сожалению, перевод 
книги на русский язык сде- 
зан недостаточно четко. Осо- 
бенно много ошибок и не- 
точиостей допущено прн пс- 
реводе сведений низ физиче- 
ской оптики. Издательству 
следовало бы привлечь к ра- 
боте над книгой кого-либо 
низ специалистов в этой об- 
ласти. 

В. А. Лешковцев 





(Начало см. на стр. 50.) 
2. Воспользуемся фор- 
мулой, справедливость ко- 
торой можно проверить с 
помощью метода математи- 
ческой индукции илн дру- 
гим способом. Вот она: 


ПР (и— (и 2)... 
= а-2-3+... 
„Нта-2+з-...-Н п). 


Число  прямоугольников, 
ширнна которых сверху 
вниз равна т, 3 слева на- 
право равна # равно 


"фт и. 


Число возможных пря- 
моугольников всех  допу- 


стимых размеров’ как раз 

и равно 

И-Е2-ЕЗ-..--7)0+2+3-— 
+...-5 я). 


3. Найдется еще одчи тре- 
угольник. 





Действительно, три вер. 
шины из девяти можно вы- 


брать | 84 способами 


Из них 8 вырожденных тре- 
угольников, 4 треугольника, 
равных иоказаниому на ри- 
сунке За (в задаче), 16 
треугольников типа 3, 6, 4- 
тина 3, 8, 8 — типа 3.е, 4 — 
тниа 3,0, 1 -— тина 3.е, 
8 — типа 3, ж. 

Наконец, найдутся 16 тре- 
угольников, равных привс- 
денному в данном ответе. 
Тем самым исчерпываются 
все 84 возможности. 
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УГОЛОК КОЛЛЕКЦИОНЕРА 


МАРКИ, ПОСВЯЩЕННЫЕ СОЗДАТЕЛЯМ 
ЯДЕРНОЙ ФИЗИКИ 


В этом номере мы отмечаем столетие 
<о дня рождения выдающегося английского 
„физика Эрнеста Резерфорда, одного мз осно- 
воположников физики атомных — ядер. 
В 1908 году за изучение радиоактивности ему 
была присуждена Нобелевская премия. 
На шведской марке 1968 года, посвященной ла- 
уреатам Нобелевской премии за 1908 год, 
первым справа изображен Резерфорд. 
На втором н третьем планах — знаменитый не- 
мецкий ‘врач Пауль Эрлих м выдающийся 
русский бнолог Илья Ильич Мечников. 

Большой вхдад в ядерную физику внес 
Альберт Эйнштейн. Ето знаменитая формула 
Е==тс*, связывающая энергию и массу, 
лежит в основе всей ядерной энергетики. 
Портрет Эйнштейна мы ‘видим на парагвай- 
‚ской марке, выпущенной в 1965 году. 

Другим великим физиком, существенно’ 
пролвинувшим вперед наши представлення 
о природе атомпых ядер, был датчанин Нильс 
Бор, портрет которого изображен на датской 
марке 1963 года. На марке нарисована плане- 
тарная модель атома м формула ду = Е, —Е,|, 
определяющая энергию излучения атома. 

Французский физик Мите Жолно- 
Кюри вместе со своей женой Ирэн в 1934 
году открыл искусственную радиоактивность 
атомных ядер. Он изображен на советской 
С: В ВАЗ ОТА 

Пераый атомный реактор был построен 
в США в 1942 году под руководством итальян- 
ского физика Энрико Ферми. На итальянской 
марке 1967 года Ферми изображем в лабора- 
торми, где монтировался этот реактор. 

В Советском Союзе работы по изучению 
природы атомных ядер долгое время возглав- 
лял академик Игорь Васильевич Курчатов. 
К 60-летию со дня рождения И. В. Курча- 
«това у нас была выпущена марка с его яйорт-. 


ретом. 
В 1956 году в городс Дубна начал рабо- 
тать еси институт ядерных ис- 
. т следований. В кем успешно трудятся ученые 
ФвуезйеЙ оюткига!с С ТВ 
- - $ щенная десятилетию работы этого Ще 
м а Че. ЛА- была выпущена в 1866 году в грим. 
® заре: И На ней изображено здамне, где находится один 
р > 


® ми а ие мз самых круплых ускорителей заряженных 
> й частиц — синхрофазотрон на ` энергии 


* Ви. 10 миллмардов электрон-вольт. 
Рина 1956 1966 [0 . Ге ь А. В. Затыкис 
МАСУАН РОЗТА 








ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 





К статье 
«Принцип Дирихле» 
{см. «Кваит» № 7) 


3. Рассмотрите «клетки» 0, 1, 2, ..., 
100 000 — номер «клетки» равен числу волос 
у «содержащихся» в ней людей. 

6. Не может быть, чтобы в некоторый 
момент времени одна из команд не сыграла 
еще ни одного матча в первенстве, а другая 
уже встречалась со всеми. 

19. Построим 51 «клетку»: «клетка» 0— 
для чисел, кончающихся на 00; «клетка» 
1— кончающихся на 01! или 99; еклетка» 
2— на 02 илн 98; ...; «клетка» 49 — для кон- 
чающихся на 49 или 51; «клетка» 50— на 
50. Какие-то два числа из 52 данных попа- 
дут в одну клетку. Тогда либо их сумма, 
либо разность коячается на 00. Среди 51 
числа такой пары может не быть: 1, 2, 3, ..., 
50, 100. 

12. Разбейте квадрат на 50 равных пря- 
моугольников. 

14. Спроектируйте окружности на сто- 
рону ВС. 

18—19. По принципу Дирихле остатки 
от деления степеней А на 107 рано или поздно 
повторятся, то есть существуют т<Ё такие, 
что АТ и А* имеют одинаковые остатки при 
делении на 107. 

Докажите, используя взаимную про: 
стоту А ни 107, что АП-Ги АА-1 тоже имеют 
одинаковые остатки. 

20. Рассмотрим ряд 1. И, И, 1111, 
11111,... Найдутся два числа из этого ряда, 
дающие одинаковый остаток при делеини иа 
1970. Остается из большего — вычесть 
меньшее. 

21. а) От клетки с [| до клетки с 100 
можно добраться, «перешагнув» ие больше 
чем 18 раз из клетки в соседиюю. 

в) Постройте несколько «путей» из клет- 
ки с 1 в клетку с 81. 

23. Расположите жильцов по возрасту 
и возьмите 100 самых старших. 

24. Если все углы одинаковы, то каж- 

с 


{0 
дый из них равен ——= а, 25°<а<26°. 


Рассмотрите иаименьший угол. 

25. Расположите мысленно в ряд листья 
по величине отбрасываемой ими на землю 
тени и оборвите 8/15 из них, начиная с 
«наименее теневого» конца ряда. 

26. Однн из способов раздачи: первому 
мальчику не дать орехов, второму — один 
орех, третьему — два,.... двадцать первому 
— двадцать. При этом нужно иметь 210 
орехов. Докажите, что при любом другом 
способе раздачи нужно еще больше орехов. 


27. Расположим отрезки по величине: 
а.<а.=<..<3а:. Докажите, что из отрезков 
ава +15Зав+: можно составить треуголь- 
ник тогда и только тогда, когда ак +ав41> 
>ак+.. Предположим, утверждение задачи 
неверно. Значит, ак -+ав +1548 (Ё==1,2, ... 
..., 5). Докажите, что длина а, будет наимень- 
щей, если а1=а.710 см, акьз-ав Ракчт- 
Но даже в этом случае а.—=130 см. 

28. Ровно 100 нечетных чисел меньше 
200. Для каждого числа а из них «кустом 
а» назовем совокупность чисел а, 2а, 4а, 
8а...Каждый член рассматриваемого в зада- 
че ряда попадет в один из «кустов». Ясно, 
что из двух чисел «куста» одно делится на 
другое. Остается применить принцип Ди- 
рнихле. 


К замегке 
«У нас в гостях Вася 
Смекалкин 


{См. «Квант» № 7, 4-я стр. обложки) 


«Сколько медалей?». 30 золотых, 31 се- 
ребряная, 35 бронзовых. 

«Попробуйте разделить» Яблоки получи- 
ли отец, сын и внук- 

«Сколько конфет было у Сашн?». 25 кон. 
фет. 

«60 стуленек до Нины. А до Тани?». До 
Тани 20 ступенек. 

«Где какие шарики?». В первом ящике — 
зеленый шарик, во втором — белый, в 
третьем — черный. 

«Как расположить одним приемом?» . 
Взять пятый стакан, перелить содержимое- 
во второй стакан, а его поставить на место. 

«Какне цифры поставить?». 12х 89=- 1068. 

«Сколько денег у Коли?».3 копейкн. 


К статье 
«Инверсия ин залача 
А поллони я 


1. По свойству 5 окружности персходят 
в прямые, их общая точка переходит в об- 
шую точку полученных прямых. следова- 
тельно, указанные окружности переходят 
в прямые, пересекающиеся в одной точке. 

2. По свойствам 2? и 7 параллельные 
прямые переходят в окружности, касающи- 
еся в точке О — центре инверсин. 

3. Пусть А и В — данные точки, а ис- 
комая окружность касается данной прямой 
в точке Х. Проведем секущую искомой ок- 
ружности через точки А и В до пересечення 
с данной прямой в точке С (рнс. 1). Тогда по 
известной теореме СХ=СА-СВ. Но от- 
резки СА и СВ можно считать данными, 
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следовательно, можно: построить и отрезок 
В СХ, после чего по трем точкам А, Ви Х 

восстанаванвается искомая окружность. 
4. Инверсор Поселье. Проведсм отрез- 
А ки ОМ’и АВ, пусть М — точка нх нересе- 
чения (рис. 2). Обозначим через х отрезок 
ММ. Поскольку АМ’ВМ — ромб. то по 

теореме Пнфагора находим 


АМ = АМ, 
С х отсюда 
Рис 1 О№2=ОА?— А № =0ОА2— АМ ха. 
А Отрезок ОМ равен 


Ом —х= У 04: — АМА —х, 
а отрезок ОМ” равен 


у Ом -х = ИбА— АМ хх. 
а Их произведение, 


ом.ом' = (Ибд— АМ ха —х)х 


х (И бА— АМ яя + х) = ОД — АМ:, 
Рис. 2. что и требовалось доказать, 
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Елце несколько задач 


Васи Смекалкина 


1. Дан ряд целых чисел, который 
составлен по определенному матема- 
тическому закону: 


4, 7, 12, 21, 38, ... 


Продолжить ряд до получения 
восьмого числа. 

2. Сумма уменышаемого, вычита- 
емого и разности равна 624. Найти 
уменьшаемое, вычитаемое и разность, 
если разность меныце вычитаемого 
на 56. 

3. Найти последние три цифры 
произведения всех натуральных чи- 
сел от 1 до 18. 

4. Имеются два сосуда вмести- 
мостью в Злибл. Как с помощью 
этих сосудов налить из водопровод- 
ного крана 4 л воды? 

5. В таблицу вписаны числа 
по некоторому правилу. Найти это 


правило и вписать недостающие 
числа. 

|2 [35| 09| | зз | 
|1 | 5 | 6 | | | 28 


В. М. Розентуллер 


6. В магазине имеется мастика 
в ящиках по 16 ке, 17 же и 81 кг. 
Как получить одной организации 
185 кг мастики, не вскрывая ящики? 

Найти все решения. 

7. На доске было произведено дей- 
ствие умножения. Потом часть цифр 
стерли и заменили звездочками. Вос- 
становить стертые цифры: 

+#%+% 

*8 

%ак 
ух 


**+*0 


8. Ученик купил 4 книги. Все кнн- 
ги без первой стоят 42 коп., без вто- 
рой — 40 коп., без третьей — 38 коп., 
без четвертой — 36 коп. Сколько сто- 
ит каждая книга? 

9. В каких случаях месяц имеет 
5 понедельников? 

10. На столе лежат 15 каранда- 
шей. Двое берут по очереди один, 
два или три карандаша. Проигры- 
вает тот, кому осталось взять один 
последний карандаш. Как должен 
играть начинающий игру, чтобы он 
заставил своего противника взять по- 
следний карандаш? 


ЦЕНА 30 коп. 
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ИГРА С ДОМИНО 


В этой игре могут прнин- а 9 в +, 

` мать участие несколько че- 
°ловек› но мы предположим, 

я что игроков только двое. Каж- 
дый делает следующее: пока 

его партнер выйдет из ком- 
наты, он персворачивает все 

28 штук домино обратной сто- 


роной и составляет из них, 
совершенно произвольно, пря- 
моугольник размером 7% 8, 
Потом он, перевернув кости 
домино, записывает — полу- 
чнашееся расположение то- 
чек, заполняя числами соот- 
ветствующие клеточки нари- 
сованной решетки, но не ука- 
зывает расположения са-. 
мих костей домино. — За- 
тем игроки обмеиниваются за- 
полненными карточками, и 





победителем считается тот, 
кто первым придумает спо- 
<06 построения такой решет- 
хи. Так как некоторые вари- 
анты решетки размером 7х8 
допускают более одиого ре- 
шения, нет необходимости 
отгадызать именно первона-. 
чальное расположение доми- 
но, из которого получилась 
эта решетка. 

Решетка, = изображенная 
сверху, допускает одно реше- 
ние. Успешно справившись 
с ней, вы можете попробовать 
разобраться с очень трудной 
‘второй решеткой, Этн две 
решетки были предложены 
варшавским кинокритиком 
“Лехом Пнановским. Вторая 
допускает по крайней мере 
два решения. 
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Р. С. Гутер 


Маленькую логарифмическую ли- 
нейку можно положить в карман. 
Маленькая электронная вычислитель- 
ная машина (например, «Проминь») 
имеет размеры письменного стола, 
а болышая поместится не в каждой 
комнате. Еще больше различие в ско- 
ростях: настольная клавишная машн- 
на ВММ-2 выполняет около двухсот 
пятидесяти действий в час, машина 
БЭСМ-6 — около миллиона действий 
в секунду. Но при классификации 
вычислительных машин за основу 
принимаются не размеры и не ско- 
рость, а принцип действия. По прин- 
ципу действия вычислительные маши- 
ны делятся на машины непрерывно- 
го действия (иначе — моделирующие, 
или аналоговые) и цифровые (дискрет- 
ные) машины. 

Простейшую вычислительную ма- 
шину непрерывного действия легко 
самостоятельно собрать в школьной 
физической лаборатории. Для этого 
достаточно взять любой источник пос- 
тоянного тока и замкнуть его на 
сопротивление. Включив в цепь ам- 
перметр и вольтметр, как показано 


| Квант №9 


на рисунке 1, мы получим машину 

для умножения и деления. 
Действительно, ток в такой цепи 

подчиняется известному закону Ома: 


=-в `Зная напряжение {/ и сопро- 


тивление Ю, мы можем по показаниям 
амперметра находить частное / от де- 
ления {/ на А. Зная ток и сопротив- 
ление, по показаниям вольтметра 
можно получать произведение {/=1Ю. 
Этот элементарный пример хоро- 
шо разъясняет странное, на первый 
взгляд, утверждение:  вычислитель- 
ные машины непрерывного действия 
на самом деле не выполияют 
никаких вычислений. Они 
лишь воспроизводят  (моделируют) 
процесс, который описывается данной 
функцией, уравнением или системой. 
Числа представляются здесь фи- 
зическими величинами, которые мо- 
гут изменяться непрерывно. Это 
могут быть ток или напряжение в 
электрической цепи, температура, 
давление, длина отрезка, угол по- 
ворота вала и т. п. Точность такой 
машины определяется — точностью 
1 





Рис. ]. 


физических приборов, измеряющих 
соответствующие величины. 

Совсем иначе представляется чис- 
ло в цифровой машине. Тут оно за- 
писывается всвоей обычной числовой 
форме и, следовательно, требует ис- 
пользования некоторой определен- 
ной системы счисления. 

Для изображения каждого разря- 
да числа в цифровой машине отво- 
дится специальный элемент, имеющий 
определенное число различных ус- 
тойчивых состояний. Например, в 
обычных русских счетах (которые яв- 
ляются более близкими родственни- 
ками современных вычислительных 
машин, чем логарифмическая линейка) 
для изображения цифры каждого 
разряда отводится спина с надетыми 
на нее десятью косточками. Точность 
записи числа на счетах опреде- 
ляется количеством разрядов числа, 
а значит — количеством имеющихся 
на раме спиц, 

К цифровым машинам относятся 
также арифмометры и клавишные вы- 
числительные машины. В них для 
изображения каждого разряда числа 
используется шестеренка с пеземен- 
ным числом зубцов, которая может 
находиться в одном из десяти раз- 
личных устойчивых состояний, В за- 
висимости от угла поворота шестерни 
на валу, или ступенчатый валик, 
также с десятью возможными состо- 
ЯНИЯМИ. 

Во всех упомянутых случаях речь 
идет одесяти состояниях каждого 
элемента. Легко сообразить, что это 
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связано с десятичной системой счисле- 
ния: в каждой позиционной системе 
счисления количество различных зна- 
ков (цифр), требующихся для изобра- 
жения числа, равно основанию систе- 
мы. Мы видим здесь, что система 
счисления предъявляет свои требо- 
вания к конструкции вычислительной 
машины. Удовлетворить ‘этим тре- 
бованиям нетрудно: на спицу счет 
можно надеть любое количество кос- 
точек или ца шестерце нарезать дюбсе 
нужное количество зубцов. 

Но бывает и так, что машина 
предъявляет свои требования к сис- 
теме счисления. Скажем, дяя элек- 
трических, релейных и электровных 
элементов характерным является на- 
личие двух устойчивых состояний. 
Например, электромеханическое реле 
может быть замкнуто или разомкну- 
то (как и обычный выключатель), 
конденсатор — заряжен или разря- 
жен, электронная лампа — проводит 
или не проводит ток (открыта или 
заперта), ферритный сердечник на- 
магсничен в одном или противополож- 
ном направлении и т. п. Использова- 
ние таких элементов требует обра- 
щения к системе счисления, в которой 
достаточно двух цифр. Такова 
двоичная система счисления: пози- 
ционная система © основанием два. 

В такой системе единица каждого 
следующего разряда вдвое больше’ 
единицы предыдущего. Поэтому чис- 
ло «два» изображается как 10, число 
«четыре», как 100, а «восемь» — как 
1000. 











Вот как выглядят некоторые 
числа в двоичной системе; 
Десятич- Е Десятич- Двоичные 
ные числа числа ные числа чксла 
1 1 6 110 
9 10 7 о 
3 11 8 1000 
4 100 50 110010 
5 101 100 1 100 100 





Преимущества двоичной системы 
для вычислительных машин не ис- 
черпываются тем, что она позволяет 
непосредственно использовать элемен- 
ты с двумя устойчивыми состояниями. 
Для построения вычислительной ма- 
шины имеет значение суммарное чис- 
ло различных устойчивых состояний 
всех элементов. И в этом отношении 
двоичная система счисления оказыва- 
ется более выгодной, чем десятичная. 
Действительно, для записи, например, 
целых чисел в интервале 15/^№=999 
в десятичной системе достаточно трех 
элементов (по одному для каждого 
разряда), с десятью состояниями каж- 
дый. Всего мы получим 30 возможных 
состояний. В двоичной системе потре- 
буется десять элементов, так как 
2*—512<999, а 219» 1024>>999, но 
зато всего лишь по два состояния, 
то есть всего 20) возможных состояний. 

Еще одно достоинство двоичной 
системы связано с особенностями 
арифметических действий. Во всех по- 
зиционных системах счисления ариф- 
метические действия над многозначны- 
ми числами сводятся к действиям над 
однозначными, иоэтому для их вы- 
полнения достаточно знать таблицы 





Рис. 2. 
|* 


Рис. 3. 


сложения и умножения однозначных 
чисел. В двоичной системе такие 
таблицы‘ предельно просты: 


0---0=0 0х0=0 
0--1=1-50=Ё  0х1=1х0=0 
1-1 =Ю ЕТ 


Так как здесь нет иных цифр, 
кроме нуля и единицы, то умножение 
многозначных чисел сводится лишь 
к сдвигу чисел и сложению. Таким 
образом, основой арифметического ус- 
тройства вычислительной машины, ра- 
ботающей в двоичной системе счис- 
ления, является многоразрядный дво- 
ичный сумматор, осуществляющий 
сложение двух многозначных двоич- 
ных чисел. С его же помощью выпол- 
няются и все остальные арифмети- 
ческие операции. В свою очередь, 
многоразрядный сумматор может быть 
составлен из одноразрядных двоич- 
ных сумматоров, каждый из которых 
предназначен для сложения элемен- 
тов олного разряда. 


Такой одноразрядный двоичный сумма- 
тор должен иметь три входа: на два из. 
них поступают значения соответствующих 
разрядов двух слагасмых, а третьим явля- 
ется возможный перенос в данный разряд 
нз младшего. Выходов У этого сумматора 
должно быть два: один из них — сумма, 
которая должна получиться в данном раз- 
ряде, а второй — возможный перенос из 
данного. разряда в старший. Двоичный одно- 
разрядный сумматор изображают на схемах 
так, как показано на рисунке 2. Миогораз- 
рядный двончный сумматор легко составить 
из нужного количества  одноразрядных 
(рис. 3). 

Каждая цифра. подаваемая на любой 
вход одноразрядного двончного сумматора, 
может быть либо нулем. либо единицей. 
Так как всех входов три, то всего возможно 
восемь (23) различных комбинаций. Дая 
любой такой комбинации сумматор должен 





давать определенные цифры на выходе. При 
этом все входы равноправны н значения вы- 
ходов определяются ве тем, что подается на 
тот нли иной вход, а общим количеством еди- 
ниц, поддающихся на входы. 

Например, если на вход подаются две 
единицы и один нуль, то на выходе сумматор 
должен дать нуль в качестве цифры суммы 
в данном разряде и единицу переноса в стар- 
ший разряд (1--1-0=10), независимо от 
того, будет ли нуль на входе переносом из 
младшего разряда или цифрой одного из 
слагаемых. Поэтому работу двоичного одно- 
разрядного сумматора можно описать приве- 
денной ниже таблицей. В ней А и В означа- 
ют входы, на которые подаются цифры соот- 
ветствующего разряда первого н второго 
слагаемых, С — выход, содержащий цифру 
данного разряда в сумме, а би 2, — пере- 
носы соответственно из младшего разряда 
в данный (вход) и из даиного разряда в стар- 
вгий (выход). Проверьте самостоятельно пра- 
внльность приведенных результатов. 


Таблица работы одноразрядного двоичного 











сумматора 
Входы Выходы 

А Диз: [1:88 ое | 
0 0 0 0 0 
1 0 0 

0 | 0 1 0 
0 0 1 

1 1 0 | 

1 0 1 0 1 
0 | 

| 1 1 1 1 


Прежде, чем рассматривать схемы, да- 
ющие возможность осуществить работу сум- 
матора в соответствий с приведенной табли- 
цей, познакомимся с так называемыми лдо- 
гическими операциями»). определенными на 
множестве из двух элементоз: 0 и 1. 

1. Операция «илня (ее называют также 
логическим сложением). Результат этой опе- 
рацин равен единице, если единице равно 
хотя бы одно слагаемое. Обозначая эту опе- 
рацию знаком \/, получим таблицу: 

0\/0==0, 0\/1= 1 \/0:=1, А/Л==Т. 

2. Операция ки» (нначе — логическое ум- 
ножение). Ее результат есть единица, если 
оба сомножителя — едяницы. Эту операцию 
обозначают А: 


0д0=0, оДи=1Д0=0, 1. 


3. Операция отрицания обозначается 
знаком |. Она переводит единицу в нуль и 


наоборот: 
70=1, 71=0. 








*) См., например, «Квант» № 4, -1971, 
стр. 14. 
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Рис. 4. 


Для реализации операций С=А\/В 
и С=АЛВ легко ностроить простые 
контактные схемы (рис. 4). Здесь 
значение | для А и В выражается 
замкнутым контактом, а 0 — разомк- 
нутым. Для С значению 1 соответст- 
вует наличие ‘напряжения в указан- 
ном месте схемы, а 0 — отсутствие 
напряжения. Язно, что для операции 
«и» ток через точку С пойдет тогда 
и только тогда, когда замкнуты оба 
контакта, а для операции «или» — 
когда замкнут хотя бы один. 

Употребительны схемы и других 
типов. Например, для логического 
сложения и умножения легко соста- 
вить диодные схемы, в которых зна- 
чение { характеризуется наличием 
в соответствующей точке высокого 
потенциала относительно земли, а зна- 
чение 0 — отсутствием потенциала. 

На рисунке 5 показана диодная 
схема совпадения, осуществляющая 
операцию «и», на рисунке 6 — соби- 
рающая схема, осуществляющая опе- 
рацию «или». В них используются пс- 
лупроводниковые диоды, проводящие 
ток лишь в одном направлении, по- 
казываемом направлением сторон тре- 
угольника. Вместо них можно было 
бы использовать электронную лам- 
пу — диод с двумя о электродами, 
которая пропускает ток лишь от 
анода к катоду. 

Если приложить высокий поло- 
жительный потенциал в точках Аи В 
схемы совпадения (рис. 5), то оба 
диода окажутся запертыми и в точке С 
мы получим высокий потенциал Е 
относительно земли. Это соответствует 


+Е 
А 
В 
[А С= АЛВ 
7 у 
Рис. 5. Рис. 6. 


равенствам А==В=1| и С-==1. Если 
же хотя бы в одной из точек А или В 
высокий потенциал отсутствует, то 
есть А =0 или В=0, то соответству- 
ющий диод будет открыт, ток пройдет 
через него и потенциала в точке С 
не будет, то есть мы получим С-==0. 

Аналогично работает и собираю- 
щая схема (рис. 6). Если хотя бы 
в одной из точек А или В приложен 
высокий потенциал, то он же будет 
и в точке С, то есть получится С=1. 
Отсутствие потенциала в точке С, 
то есть значение С=0 получится 
только в том случае, когда А=В=0. 

Схему для операции отрицания 
(инвертор) оказывается нельзя со- 
брать из одних диодов — здесь не- 
обходим триод: электронная лампа 
с тремя электродами, имеющая, кро- 
ме анода и катода, еще иправляющиую 
сетку. Полупроводниковый триод — 
транзистор — также имеет три кон- 
такта: эмилитер, коллектор и базу. 
Транзистор проводит ток лишь в од- 
ном направлении (это направление 
указывается на схеме стрелкой); база 
играет роль управляющей сетки: при 
подаче на нее соответствующего по- 
тенциала транзистор отпирается (про- 
водит ток), а без него — запирается. 
Сказанного достаточно для понимания 
работы инвертора (рис. 7). 

Обладая элементами, осуществля- 
ющими три описанные здесь операции, 
можно построить схему двоичного 
одноразрядного сумматора, работа- 
ющего в соответствии с приведенной 
выше таблицей. Одна из возможных 


С=А\В 





Рис. 7. 


схем сумматора изображена на ри- 
сунке 8. Ее составными элементами 
являются инвертор, собирающие схе- 
мы и схемы совпадения. Все они 
изображены на схеме в виде пря- 
моугольников, в которых написаны 
сокращенные наименования осуще- 
ствляемых ими операций. 
Рассмотрев последовательно ра- 
боту всех этих элементов, легко убе- 
диться, что для всех возможных ком- 
бинаций входных данных выходы бу- 
дут соответствовать указанным в таб- 
лице. Для облегчения такой проверки 
на рисунке 8 рассмотрен случай 
А=1, В=0, 7,=1, для чего у всех 
входов и выходов отдельных элемен- 
тов схемы поставлены соответствую- 
щие цифры. На выходе получается 
С=0 и 0.=1|, что и должно быть. 


АВ 
4 о 





Рис. 8. 





Вычислительные машины, работающие 
в повиционной системе счисления, можно 
сказать, нмитируют поведенне человека, счи- 
тающето «столбиком». В сущиости, все ма- 
шины начинались с подражания виденному, 
живому: первые «самодвижущинеся повозки» 
были с «ногами» (рис. 9), а первые летатель- 
ные аппараты пыталнсь делать с машущим 
крызом. Не исключено, что будущие, более 
совершенные вычислительные машины будут 
работать с совсем иными системами счисления. 
Пока трудно сказать, каковы должны быть 
такие системы, но попытки искать новые 
принципы уже делаются, и об одной из ннх 
мы сейчас расскажем. 

Недостатком позиционных систем счисле- 
ния (прн использовании нх в машинах) яв- 
ляются межразряднее связи, задерживаю- 
щие выполиение операций: для получения 
окончательного результата в каком-либо раз- 
ряде нужно, чтобы предыдущий (младший) 
разряд был уже обработан. Непозиционные 
же системы (в других отношениях, как из- 
вестно, менее удобные) позволяют работать 
с каждым «разрядом» независимо и отдельно. 


Одним из возможных  снособов 
представления натуральных чисел, 
который можно рассматривать как 
«непозиционную систему счисления», 
является система остаточных классов. 
В системе остаточных классов число 
представляется своими остатками от 
деления на выбранную систему осно- 
ваний («модулей). 

При выборе одного модуля р раз- 
личными остатками от деления на р 
обладают р целых чисел, взятых 
подряд из натурального ряда. Если 
же модулей несколько, то возможный 
диапазон чисел, обладающих различ- 
ными представлениями, расширяется. 

Принимая соответствующие ос- 
татки за знаки изображения числа, 
мы получаем непозиционную систему 
счисления, разрядами которой явля- 
ются остатки ио каждому модулю в от- 
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дельности. Цифрами в каждом раз- 
ряде служат различные остатки, мепь- 
шие модуля. Чем болыним выбран 
данный модуль, тем больше диапазон 
представляемых чисел и тем больше 
возможных значений остатков (цифр 
в данном разряде). Вместе с тем, все 
разряды числа в такой системе счис- 
ления совершенно независимы друг 
от друга. 

Арифметические действия в такой 
системе выполнять очень просто. На- 
пример. остаток от деления суммы 
двух чисел на данный модуль р равен 
сумме остатков, образованных отдель- 


‚нымн слагаемыми, если эта сумма 


меньше р, либо на р меныне этой 
суммы. Аналогичное правило верно 
и для операции умножения. 
Рассмотрим в качестве примера 
систему остаточных классов, опреде- 
ляемую тремя модулями р; =7, р.=9, 
рз=10. Число п в этой системе будем 
записывать в виде (а, 6, с), где а, Ь, 
с — соответственно остатки от деле- 
ния л на р, р», р». Такое представ- 
ление определяет однозначно нату- 
ральные числа вдиапазоне 0<я=<629, 
причем возможные значения а, 6, с 
заключены в пределах 0=а=6, 
0=6=8, 0-с<9. Например: 


5=(5, 5, 5); 20= (6, 2, 0}; 
Арифметические действия: 


(3, 2, ЕЦ, 4, 4) = (4, 6, 5); 
(2, 5, 3) х{2, 7, 6)-=(4, 8, 8). 


(В десятичной системе эти равен- 
ства переходят соответственно в 101-- 
-274=375, 23х 16-368.) 

Мы вовсе не утверждаем, конечно, 
что именно арифметика остаточных 
классов непременно найдет примене- 
ние при создании новых вычислитель- 
ных машин (хотя бы по той причине, 
что прни этой системе затруднено срав- 
нение чисел, нужное для многих це- 
лей). Но она представляет простой 
и поучительный пример связи ‹«аб- 
страктных» (и несколько «старомод- 
ных» и вполне традиционных) теоре- 
тико-арифметических закономерностей 
с «чисто техническими» проблемами 
современной машинной математики. 


Бесеца 


М. Я. Азбель 
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Во втором номере нашего журнала за 1971 год была напечатана статья 
М. Я. Азбеля «Диалог о температуре» Статья вызвала много откликов 
читателей. Во всех письмах говорилось о том, что статья интересна. Одно- 
ко в статье было много опечаток, за которые редакция и автор приносят 
свои извинения. В письмах читатели ставили очень интересные вопросы 
Поэтому мы решили не давать просто список опечаток, а попросить авто- 
ра продолжить разговор с читателем. 


Автор. Я никак не ожидал, 
что редакция поможет мне превра- 
тить воображаемый диалог с чита- 
телем в реальный, и даже не диалог, 
а беседу. Вот что пишет читатель 
Володя Маргулис из Саранска. 

В. Маргулис. В вашей статье 
«Диалог о температуре» содержится, 
мне кажется, множество опечаток 
Постоянные Больцмана и Планка за- 
вышены на два порядка, заряд элек- 
трона — на порядок и так далее 

Автор. Вы совершенно правы. 
Открою вам професснональный сек- 
рет: как и многие физики-теоретики, 
я помню только одну систему единин: 
Са$Е. В ней были проведены все 
оценки н приведены константы в моей 
статье: постоянная Планка А==6,5 х 
х 10-2? эре-сек, постоянная Боль- 
цмана А ^^ 10-15 эре/ерод, заряд элек- 
трона г ^——5. 10-1 ед. С@$Е. (Наном- 
ню, что нас интересует только поря- 
док величины!) 

Однако в статье, вышедшей в жур- 
нале, все вычисления оказались в сис- 
теме СИ и притом в «деформироваином 
виде». Это, конечно, неприятно, но 


большой беды тут нет Каждому чи- 
тателю-школьнику, которому полс- 
жено знать системы единиц, будет 
полезно проделать расчеты и вернуть 
им правильный вид. Полезно и ноу 
чительно. Дело в том, что описк! 
и опечатки в научных статьях — яв- 
ление нередкое, и надо учиться отно- 
ситься к ним без волнения, исправ- 
ляя по мере надобности. 

В. Маргулис. Я так и посту- 
пня, но правильный расчет дал для 
электронов потенциальную энергию 
на два порядка меньше кинетической. 
А для гелия потенциальная энергия 
оказалась значительно больше ки- 
нетической! *) 


*) Для тех, кто не читал статья «Диалог 

о температуре», поясню. о чем ндет речь 
Из так называемого принципа неопределен 
ности следует, что нанменьшее возможное 
значение импульса рим частицы, сосредото 
ченной в областв, размеры которой порядка 
Л 

а. Рлт ^ ‘а. 


можная кннетнческая энергня 


2 
Рип 1? 
— ———_ гдегт — масса частнцы 
2т Эта? 


. Отсюда наименьшая воз- 


Ехин 
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Автор. Вас подвела очередная 
опечатка. Во всех формулах статьи 
правильнее писать постоянную План- 


ка й, а не й=эд` Поэтому кинети- 


ческая энергия нулевых колебаний 
в гелии порядка 

я 2-10-18 : 

зна ^” 2°10 эрг—20°К 
(поскольку т 107232, а^—3. 10-8 см). 
Эта величина всего в 5 раз превы- 
шает действительную, несмотря на 
грубость оценки. 

Расчет потенциальной энергии вза- 
имодействия атомов гелия я не про- 
изводил, так как этого нельзя сде- 
лать, исходя из общих соображений. 

В. Маргулис. Теперь мне ясна 


также снтуация с электронным га- 
2 


зом. По формуле Етш ^ 5тср ПРИ 


2 
а —3.Ю-8 см получается около 
2.10° К. А поскольку а может ме- 
няться, оценка имеет смысл только 
по порядку величины. Электронный 
газ действительно имеет энергию в 
десятки, даже сотни тысяч градусов. 
Автор . Совершенно верно. Дол- 
жен в заключение сказать, что мне 
очень понравилось ваше письмо. С удо- 
вольствием желаю вам успехов в про- 
движении к науке. И еще — прошу 
прощения иу вас, ну всех остальных 
участников нашей беседы за превра- 
щение их писем в реплики. 
Читатель М. Мохнат- 
кин (Саратов). А меня вы еще не 
убедили. Ведь согласно принципу 
неопределенности 


Ар, - Ах=И, 


а не Ар. Ах—Й, как написано в«Диа- 
логе». Значит, поскольку р?—р?-- 
-- р? р?, приведенное значение ми- 
нимальной энергии следует утроить! 

Автор. Если бы в соотноше- 
нии неопределенности стоял знак 
равенства, вы были бы совершенно 
правы. Но очень важно помнить: 
речь идет только о порядке величи- 
ны. Допустим, для определеннос- 
ти, что наиболышим из Ар,, Ар,, 
Ар, является Ар,. Тогда для Ар = 


$ 


—У (Ар,)* + (Ар)? + (Ар.)* получа- 

ем Ар. Ар=Ар,уУЗ , так что заве- 
домо Ар-Ар. и АрАх-В. 

При вычислениях порядков вели- 
чин важно не превышать точности 
расчета, «уточняя» коэффициенты — 
это может только ухудшить дело. 
Такие расчеты очень полезны, но они 
не могут дать больше того, на что 
рассчитаны — ошибка в десять раз 
естественна. 

В частности, для свободной части- 
цы, «запертой» в сферическом ящике 
диаметра а, точный расчет дает как 
раз 

Е лат == В" /2та? 


Ч итатель В. Рубин 
(Москва). А почему вы в случае 
электронного газа говорите о куло- 
новском взаимодействии? Ведь элек- 
троны сами по себе никак не могли 
бы образовать кристалл — они от- 
Талкиваются друг от друга! 

Автор. Конечно. Поэтому я го- 
ворил об электронах в металле. Там 
им не дают разлететься положитель- 
ные ионы. К взаимодействию с ними 
и относился расчет. А кулоновским 
взаимодействие было взято по сле- 
дующей причине. Само по себе элек- 
тростатическое взаимодействие явля- 
ется классическим. Пусть на каждый 
атом приходится один свободный 
электрон, так что единственное харак- 
терное расстояние задачи — межатом- 
ное (точнее, межионное) расстояние а, 
и нас интересует расстояние только 
такого порядка. Тогда единственная 
величина, имеющая размерность энер- 
гии, которую можно сконструировать 

е 


—. 


из а н заряда электрона е, есть д 


Конечно, такая запись верна толь- 
ко по порядку величины и только 
на таких расстояниях. На больших 
расстояниях разноименные заряды эк- 
ранируют друг друга, и взаимодей- 
ствие быстро убывает с расстоянием. 

В. Рубин. Еще один вопрос. 
Почему, если у вас для электрона в 
ядре получается скорость, превышаю- 
щая световую, вы все-таки исполь- 
зуете нерелятивистские формулы? 


Автор. Потому что мне хоте- 
лось показать: в нерелятивистской 
квантовой механике наличие «запер- 
тых» электронов в ядре приводило бы 
к неприятностям. А это наводит на 
мысль, что, вероятно, они там не мо- 
гут быть заперты. Однако вы, конеч- 
но, правы: подобное рассуждение не 
есть доказательство. 

Коль скоро об этом зашла речь, 
давайте произведем более аккуратный 
расчет. Используя опять принцип 
неопределенности, получаем порядок 
минимального импульса риш элек- 
трона, «запертого» в ядре радиуса 


в 
Ю, Рип ^— В ° По теории относитель- 
ть 
. = = У (1 — мас 
ности р=пи Ут ( о — масса 


вокоя частицы, и — ее скорость). 
«Наш» импульс риш» И с. Это озна- 
чает, что ис и рёетс (т — масса 
релятивистского электрона}. Значит, 
для электрона, «запертого» в ядре, 
ти^ = ‚ что дает величину порядка 
‘массы покоящегося протона. Следо- 
вательно, близость массы ядра к сум- 
ме масс только протонов и нейтронов 
означает отсутствие электронов, «за- 
лертых» в ядре: попав в ядро, они 
с легкостью вырываются оттуда. 

Вы видите, сколь существен раз- 
мер области, в которой сосредоточе- 
ны частицы. Эта область может лнбо 
строго ограничивать их движение, 
как ядро — движение протонов и ней- 
тронов илн атом — движение элек- 
тронов, либо быть характерной лишь 
с точки зрения принципа неопреде- 
ленности. 

Читатель А. Петров 
(Ленинград). Если среднее рассто- 
яние между частицами а, то Аха 
и возможно даже Ах=/., где [р — 


А 
размер системы. Значит, рии» 7! 


Автор. Совершенно верно. Мы 
оцениваем характерную энер- 
гию, а она определяется средним 


расстоянием а. Наименьшая же 
12 
возможная энергия есть 5;у=, при- 





чем возможны и промежуточные 


> Квант №9 


значения энергии, соответствующие 
а Ах< ЕЁ. 

Поясню это замечание подробнее. 
Среднее расстояние между электро- 
нами в металле а определяет харак- 
терное расстояние в принципе неопре- 
деленности и характерную энергию 
нулевых колебаний, оценивавшую- 
ся нами. Однако, в принципе, от- 
дельные электроны могут находиться 
в редко встречающихся состояниях, 
оказываясь друг от друга на рас- 
стоянии порядка размеров системы [.. 
В соответствин с этим минимальная 
кинетическая энергия (энергия ну- 
левых колебаний), которую имеет 
очень небольшое чнсло электронов, 
порядка тг, то есть крайне мала. 

И здесь уже проявляется карди- 
нальное отличие фермиевских и бо- 
зевских частиц. 

Поскольку бозевские частицы мо- 
гут в любом состоянии собираться 
В неограниченном количестве, при 
очень низких температурах они нач- 
нут скапливаться именно в состояни- 
ях с ничтожной энергией — начина- 
ется так называемая конденсация 
Бозе — Эйнштейна в пространстве 
энергий. 


Сказанного достаточно, чтобы получить 
основные характеристики Бозс-газа. Начнем 
с рассмотрения теплового нзлучения, сосре- 
доточенного в полости нагретого тела (н 
находящегося в равновесии © этим телом). 
Так как тепловое излучение состоит из кван- 
тов электромагнитных воли (фотонов), число 
которых в единнце объема определяется тем- 
пературой излучающего нх нагретого тела, 
едииственной энергетической характеристи- 
кой оказывается температура. Поэтому сред- 
няя энергия фотона’ = порядка АТ. Теперь 
у нас задано не размытие расстояния, а теи- 
ловое размытне энергин. Перепишем прин- 
цил неопределенности в несколько ином виде, 
введя характерное время АЕ: 

Ар 
й — АрАх — А АхАЕ. 
Но изменение импульса за данное время есть 
произведенне силы на время ее действия: 


А 
Ар=ЕАр Значит, [и Ах = РАх есть ра- 


бота силы на пути Ах, то есть, согласно 
закону сохранения энергии, изменение энер- 
гни АЕ, Таким образом, 


АБАЬ- И 


(очень важиая форма принципа неопределен- 
ности}. 

Для фотонов АЕ--е, а величииа АЁ— 
порядка времени т, характеризующего пе- 
риод колебаний фотонов. Поэтому ет—Й ни 


1 
е-м(у==)- 


Из полученного равеиства, учитывая, 
что Е—АТ. иаходим  пернод колебаний 


1 В 


т=-— — 7 н длину волны А (расстоя- 


ние, проходимое волной, движущейся со 
скоростью света с за пернод колебания 1): 


сн 
1" рт ° 


Длнииа волны определяет характернсе 
расстояние, «приходящееся на квант» *). Сс- 


ответствующий объем есть АЗ, так что число ^ 


‘фотонов в единице объема порядка 


ЕТ \3 
№ (*) - 


Полная же их энергия в едннице объем: » 
то есть плотиость энергии теплового излу“ 


чения, 
у (#Т)! 
Е: — ЕТ-А8 — ис . 


Мы получили знаменитую формулу Стефа- 

на — Больцмана! Точная формула отлнча- 
д? 

«т-я коэффициентом -50` == = 


А теперь перейдем от макромира 
газов к’ микромиру ядра. Попробуем 
оценить порядок величины ядерных 
сил, ничего не зная о них, кроме 
того, что радиус ядра Ю—10-1*?— 
—10-—13 см, и оно состоит из взаи- 
модействующих между собой прото- 


нов и нейтронов. Кинетическая энер- 
2 


МЕ? ` 
не разваливается и не сжимается, а 
удерживается в равновесии ядерны- 
ми силами, потенциальная энергия 
взаимодействия должна быть порядка 
кинетической! . 

Вот мы и добрались до энергии 
в тысячи миллиардов (1012) градусов. 
Не забывайте только, что это именно 
энергия, измеренная в градусах, 


гия порядка А так как ядро 


*) Конечно, это утверждение выглядит 
не очень убедительным, но оно оказывается 
правильным, а нотому просто примите его 
ва веру. 


49 


а отнюдь не температура час- 
тиц в ядре! 

А разница масс ядерных частиц — 
протона и нейтрона — порядка мас- 
сы электрона т,. (Это не случайно, 
поскольку нейтрон может превра- 
щаться в протон и электрон.) Значит, 
связанная с зарядом энергия порядка 
т,с?, то есть «всего» порядка 10*° гра- 
дусов и значительно меньше энергии 
ядерного взаимодействия. Поэтому 
ядерные силы практически не зави- 
сят от заряда, а говорить о нейтро- 
нах и протонах в ядре как об отдель- 
ных частицах не имеет смысла, и их 
называют просто «нуклонами». 


А какова скорость ядерных частиц? 
з 


й Мо 
В нерелятивистской механике но 


- Получается ско- 


р. 
“ 


Е 
^^ МВЕ МВ 
рость порядка скорости света! Более 
точная оценка приводит к &—0,1 с, 
поэтому во многих случаях для час- 
тиц в ядре в грубом приближении 
удается ограничиться нерелятивист- 
ской теорией. 

Как видите, понимание фунда- 
ментальных физических законов дает 
фундаментальные физические след- 
ствия, из которых мы затронули 
лишь малую часть. 


иэ> 


Упражнения 


1. Определите зависимость давления от 
плотности частиц (их числа в единице объема) 
в ндеальном фермневском газе *) при низких 
температурах. Получите уравнение состоя- 
ния такого газа (с точностью до числеиного 
множителя). Сравните его с уравнением со- 
стояния классического газа. 

2. Найдите критерий квантовости иде- 
ального фермневского газа. 

3. Определите зависимость от темпе- 
ратуры теплоемкости бозевского газа прн 
низких температурах. 

4. Найдите критерий классичности н 
квантовости бозевского газа. 

5. Оцените размер атома подорода- 

6. Зная, что связь атомов в жидкостях 
и кристаллах определяется в основном элек- 
тростатнческим взаимодействием, оцените рас- 
стояние между атомамн. 


*) См. «Диалог о температурс». 


И.А.МАРОН 


М.В. ОСТРОГРАДСКИЙ 


(К 170-летию со дня рождения) 


По-разному складываются судь- 
бы научных идей и открытий. 

Одни, заинтересовав поначалу соЕ- 
ременников, умирают еще при жизнн 
их автора. Другие, просуществовав 
многие годы, все же, в конце концов, 
морально устаревают и заменяются 
новыми, более оригинальными, более 
целесообразными. Третьи, как бы 
оказываются неподвластными време- 
ни. Им нет износа. Таким завидным 
запасом прочности и долговечности 
обладает научное и педагогическое 
наследие выдающегося русского ма- 
тематика и просветителя Михаила 
Васильевича Остроградского. 

М. В. Остроградский родился 
24 сентября 1801 года в деревне 
Пашенной Кобелякского уезда Пол- 
тавской губернии (теперь Козель- 
щанский район Полтавской области 
УССР) в семье небогатого поме- 
щика. 

В 1816 году он поступил на фи- 
зико-математическое отделение Харь- 
ковского университета и вскоре стал 
удивлять всех своими необыкновенны- 
ными успехами в изучении математи- 
ки. На Остроградского обратил вни- 
мание ректор университета, профессор 
Т. Ф. Осиповский — талантливый мг- 
тематик и выдающийся педагог. Он 
приблизил к себе многообещающего 
юношу и руководил его занятиями. 

В октябре 1818 года Остроградский 
окончил Харьковский университет, 
ав 1820 году он успешно сдал эк- 
замены на звание кандидата наук, 
н перед ним, казалось, открывалась 
прямая дорога к университетской 
профессуре. 

Однако ученой степени Остроград- 
ский не получил, и причиной тому 
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послужила острая идейная борьба, 
развернувшаяся в Харьковском 
и других университетах России, 
вызванная наступлением реакции в 
последние годы царствования Алек- 
сандра 1. Первыми жертвами реакции 
стали просвещение и университеты. 

Мракобесы разных мастей и ран- 
гов — от понечителей учебных окру- 
гов, которым подчинялись универсн- 
теты, до проходимцев, захвативших 
там кафедры, ополчились на все пе- 
редовое и прогрессивное. Разумеется, 
в таких условиях профессор Оси- 
повский — любимец передового сту- 
денчества, человек откровенно мате- 
риалиёгических убеждений — при- 
шелся не ко двору. Его уволили 
в отставку, одновременно нанеся удар 
и по его единомышленникам и пок- 
лонникам. Одному из первых доста- 
лось лучшему ученику Осиповского — 
Остроградскому, на которого донесли, 
что он не посещал лекций по фило- 
софии и по обязательному для всех 
студентов «богопознанию и христи- 
анскому учению». На этом ничтожном, 
надуманном основании ему не только 
отказали в присуждении степени 
кандидата наук, но и лишили его 
диплома об окончании университета. 
Это было неслыханным глумлением 
над будущим ученым, чей талант 
был замечен уже тогда. 


К счастью, мракобесам не уда- 
лось погубить талант Остроградского. 
Наоборот, в нем сильно укрепилась 
любовь к математике, и он решает 
продолжить свои занятия в Париже 
под руководством выдающихся ма- 
тематиков Политехнической школы — 
детища французской революции. Он 
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приезжает туда в мае 1822 года. 
В политехнической школе, Сорбонне, 
коллеж де Франс он слушает лекции 
знаменитых ученых: Коши, Фурье, 
Лапласа, Монжа, Пуассона, Лежак- 
дра, Штурма, Понселе, Бине и дру- 
гих, пролагавших новые пути в ма- 
тематическом анализе, математичес- 
кой физике и механике. Изучив и 
усвоив результаты, достигнутые фран- 
цузской математической школой, Ос- 
троградский и сам стал заниматься 
важными и актуальными вопросами 
того времени, часто опережая своих 
парижских коллег. В 1826 году рус- 
ский ученый представил Парижской 
Академии наук свою первую научную 
работу — «Мемуар о распространении 
волн в цилиндрическом бассейне», 
высоко оцененную Ксши и напеча- 
танную в трудах Академии. О науч- 
ном значении этой работы можно 
судить хотя бы по тому, что еще 
в 1816 году Академия объявила спе- 
циальный конкурс на ее решение. 

В 1824—1827 годах Остроград- 
ский представил еще несколько мему- 
аров. Эти работы укрепили научную 
репутацию молодого ученого и за- 
воевали ему дружбу и уважение 
многих французских математиков. 

Но Михаила Васильевича неумо- 
лимо тянет на родину, где об его успе- 
хах хорошо знали. Недаром молодых 
людей, отправлявшихся учиться за 
границу, родные и близкие напут- 
ствовали словами: «Становись Остро- 
градским». 


В 1828 году он выехал в Рос- 
сию. Тяжелой была эта поездка. 
В дороге его обокрали, и ему при- 
шлось от Франкфурта-на-Майне до 
Петербурга добираться пешком. «Рус- 
ский пешеход»,  пробирающийся к 
тому же из-за границы, выглядел 
весьма подозрительным, и мнитель- 
ные власти, которым везде чудились 
восстания декабристов, установили 
за ним тайный полицейский надзор. 
Вероятно, об этом Остроградский не 
знал до конца своих дней. 

Сразу же после приезда Остро- 
градского в Петербург началась его 
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плодотворная работа в Академии наук 
и кипучая педагогическая деятель- 
ность. Академия наук высоко оцени- 
ла научную деятельность Остроград- 
ского: в августе 1830 года его избрали 
экстраординарным, а через год — ор- 
динарным академиком по прикладной 
математике. С этого времени его 
жизнь была полна творческих удач, и 
деятельность его отмечалась присвое- 
нием ряда почетных ученых званий. 
Так, в 1834 году он был избран членом 
Американской Академии наук, в 1841 
году — членом Туринской Академии, 
в 1853 году — членом Римской Ака- 
демии Линчей и в 1856 году — чле- 
ном-корреспондентом Парижской 
Академин. 


"Нужные интересы Остроград- 
ского определились рано, еще до 
отъезда в Париж. В объяснении сове- 
ту Харьковского университета Острс- 
градский еще в 1820 году писал, что 
желает «усовершенствовать себя по 
части наук, относящихся к приклад- 
ной математике». И действительно, 
многие свои труды он посвятил мате- 
матической физике и механике, зало- 
жив вместе с Лапласом, Пуассоном, 
Фурье, Коши, Якоби, Гамильтоном 
фундамент этих наук. 

По математической физике Остро- 
градский написал 15 работ. Болышая 
часть их относится к задачам распро- 
странения тепла, теории упругости и 
гидродинамики. Наибольшее научное 
значение имеют его работы по теории 
теплоты. Эти исследования, помимо 
того, что содержат важнейшие резуль- 
таты, относящиеся непосредственно 
к теории распространения тепла, име- 
ют огромное общематематическое зна- 
чение, поскольку в них, с одной сто- 
роны, заложены начала для ряла 
важных теорий, развивающихся и в 
наше время, а с другоя стороны, В 
них получены теоремы, являющиеся 
одним из центральных результатов 
математического анализа. 

Первым из русских ученых Остро- 
градский стал заниматься аналити- 
ческой механикой. Его труды по ме- 
ханике, включая «Лекцли по анали- 


тической механике» и «Курс небесной 
механики», явились фундаментом, на 
котором строилась и развивалась рус- 
ская школа в области механики. 
Работы Остроградского по математи- 
ческому анализу в болынинстве слу- 
чаев вызваны его исследованиями по 
математической физике и механике: 
они дают решение математических 
вопросов, поставленных теоретиче- 
ским естествознанием того времени. 
Так, в связи с исследованиями вопро- 
сов распространения тепла в твердом 
теле он получил знаменитую формулу, 
вошедшую теперь во все учебники ма- 
тематического анализа под именем 
формулы — Остроградского — Грина. 
В настоящее время эта формула игра- 
ет огромную роль в математической 
физике, векторном анализе и других 
разделах математики и ее приложе- 
ний. Не будет преувеличением ска- 
зать, что Остроградский внес выдаю- 
щийся вклад и в область математиче- 
ского анализа. Его результаты 
вошли в современную математику в 
качестве существенной и неотъемле- 
мой ее части и представляют собой 
то необходимое оружие, без которого 
математика уже не может обойтись. 

В круг интересов Остроградского 
входили также и алгебра, и теорня 
чисел, и теория вероятностей. По 
словам Н. Е. Жуковского, «в творе- 
ниях М. В. Остроградского нас при- 
влекает общность анализа, основная 
мысль, столь же широкая, как широк 
простор его родных полей». 

Остроградский оказал неоценимую 
услугу русской науке, воспитав це- 
лую плеяду талантливых учеников, 
ставших впоследствин выдающимися 
представителями русской науки. В 
числе его учеников были: И. А. Выш- 
неградский — основоположник  тео- 
рии автоматического регулирования; 
Н. П. Петров — создатель  гидроди- 
намической теории смазки и автор 
классических исследований по теории 
механизмов; А. Н. Тихомандрицкий, 
Е.И. Бейер, Д. М: Деларю, Е. Ф. Са- 
бинин — известные профессора ма- 
тематики, и многие другие математики 
и выдающиеся инженеры. 





З амечательной чертой передо- 
вых представителей русского естест- 
вознания вообще и математиков в 
частности являлось то, что они были 
не только новаторами в науке, смелы- 
ми мыслителями, но и учителями в 
широком смысле этого слова; они не 
замыкались в круг своих научных ин- 
тересов, а значительную часть време- 
ни н сил отдавали делу просвещения. 

Прогрессивное значение педагоги- 
ческой деятельности русских мате- 
матиков. заключается не только в их 
личном преподавании, а втом, что они 
принимали активное участие в общем 
педагогическом движении и оказали 
существенное влияние на развитие 
математического просвещения и куль- 
туры в России. Педагогическая де- 
ятельность М. В. Остроградского в 
этом отношении особенно характерна. 

Человек своего времени, смелый 
мыслитель и блестящий лектор, он 
много и плодотворно работал на педа- 
гогическом поприще. В разные годы 
он преподавал в Офицерских классах 
при Морском кадетском корпусе, от- 
крытых по инициативе известного 
мореплавателя и ученого И. Ф. Кру- 
зенштерна; был профессором Инсти- 
тута корпуса инженеров путей 
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сообщения, лучшего в то время тех- 
нического учебного заведения страны 
(ныне Ленинградский институт же- 
лезнодорожного транспорта); читал 
курс лекций на физико-математиче- 
ском отделении Главного педагоги- 
ческого института, в стенах которого 
учились Д. И. Менделеев, Н. А. Дс- 
бролюбов, И. А. Вышнеградский. Он 
преподавал с 1841 года в Офицерских 
классах Главного артиллерийского и 
Главного инженерного училищ. Остро- 
градский до конца своей жизни оста- 
вался профессором всех этих учебных 
заведений. Ему принадлежит заслуга 
высокой постановки математического 
образования во всех существовавших 
тогда военно-технических учебных за- 
ведениях Петербурга. 

Педагогическая деятельность Ост- 
роградского не ограничивалась толь- 
ко личным преподаванием. Около 
двадцати лет он руководил препода- 
ванием математики в военно-учебных 
заведениях России, занимая долж- 
ность главного наблюдателя. За это 
время Остроградский провел огром- 
ную организационную и методиче- 
скую работу, направленную на повы- 
шение общего уровня математическо- 
го просвещения. Он привлек к этому 
крупнейших математиков и механи- 
ков того времени: В. Я. Буняковско- 
го О.И. Сомова, А. Н. Савича, 
И. А. Вышнеградского, Г. Е. Паукс- 
ра, Д. М. Перевощикова, П. Л. Че- 
бышева и др. 


Н. основе составленных при 
участии и под руководством Острс- 
градского учебных планов, программ 
и конспектов были составлены учеб- 
ные руководства по математическим 
наукам для военно-учебных заведе- 
ний. Эти книги оставили глубокий 
след в преподавании математических 
дисциплин в России и в истории раз- 
вития учебных руководств по мате- 
матике. Не остался в стороне и сам 
Остроградский, написавший несколь- 
ко учебных пособий и трехтомное 
«Руководство начальной геометрии». 

Остроградский был решительным 
сторонником введения в старших клас- 


4 


сах средних школ идеи функции и на- 
чал анализа. По его инициативе в 
1850 году в кадетских корпусах были 
введены элементы высшей математики. 
Он шел еще дальше и утверждал, 
что основные понятия высшей мате- 
матики должны стать достоянием ши- 
роких кругов грамотных людей. 
Остроградский настойчиво доби- 
вался, чтобы преподавание математи- 
ки и механики было увязано с физи- 
кой и естествознанием. По его ини- 
циативе созывались объединенные со- 
вещания математической и физиче- 
ской комиссий для совместного обсуж- 
дения программ *). Таким образом, 
есть все основания заключить, что в 
ряде пунктов Остроградский пред- 
восхитил идеи известного междуна- 
родного движения за реформу пре- 
подавания, возникшего в ХХ веке. 
Педагогические интересы Остро- 
градского не ограничивались лишь 
вопросами методики математики. Его 
глубоко интересовали и общие пробле- 
мы воспитания и образования, кото- 
рыми он особенно увлекался в послед- 
ние годы своей жизни. Примечатель- 
но в этом отношении его сочинение 
«Размышления о преподавании», на- 
писанное совместно с французским 
математиком А. Блумом. 
Высказанные в нем идеи настолько 
свежи, интересны, что, появись эта 
брошюра в наши дни, она была бы 
воспринята советским читателем как 
увлекательное педагогическое сочи- 
нение, толкующее о вполне совре- 
менных педагогических проблемах. 


Таким образом, Остроградский 
выступает перед нами не только как 
крупнейший математик своего време- 
ни, но и как замечательный деятель, 
отдавший много труда и творческой 
энергин делу отечественного просве- 
щения вообще и математического в 
частности. Эту прекрасную традицию 
с честью продолжают наши советские 
математики. 





*) Главным наблюдателем за преподава- 
ннем физикн в военно-учебных заведениях 
был академик Э. Х. Ленц. 








Существует ряд механических дви- 
жений, которые хотя и различны, но 
описываются одними и теми же фор- 
мулами. Поэтому, если мы выясним, 
как меняются какие-то величины при 
одном движении, можно сделать вы- 
воды для аналогичных. Расскажем о 
двух таких движениях. 


1. Гармонические колебания 


Между движением по окружности 
и гармоническим движением можно 
установить полезное — соответствие. 
Рассмотрим материальную точку, ко- 
торая движется равномерно по окруж- 
ности. Ее скорость равна и и направ- 
лена по касательной к окружности. 
Если радиус окружности обозначить 
через К, то центростремительное 


я 
ускорение точки равно -_- и направ- 


лено по раднусу к центру (рис. 1). 

Посмотрим, как движется проек- 
ция точки на днаметр окружности. 
Из рисунка ясно, что если положение 
точки на окружности задается углом 
ф, то положение ее проекции опреде- 
ляется координатой 


х = Ю с03$. (1) 

Проекция скорости на диаметр 
(обозначим ее через и) равна 

и = —очпф (2) 


и, наконец, проекция ускорения 
З 


К —-р- 503 $. (3) 


Я. А. Смородинский 


ОХО2ЖИЕ 
ДВИЖЕНИЯ 


Из формул (1) и (3) легко получить, 
что 


ми (=) д (4) 


С таким же ускорением двигалась 
бы матернальная точка с массой т 
под действием силы 

Г \\ 


Р=ат = — (=) хт. (5) 


Такая сила, пропорциональная ко- 
ординате, называется гармонической, 
а движение под действием такой си- 
лы — гармоническим движением. 

Введем вместо линейной скорости 


угловую ® = = (в рад/сек). Тогда 
ф=оЁ и 


х=Ю с05®Ё и=оЮ зп о 
а=—®?Ю 60$ @Ё. 





Рис. 1. 


Таким образом, мы получили все ха- 
рактеристики гармонического движе- 
ния. Отсюда можно сделать вывод, 
что проекцию точки на окружности 
можно заменить реальной частицей, 
движение которой будет описываться 
полученными выше формулами. 

Напомним, что входящие в урав- 
нение Ньютона величины Ри @а— 
векторы. Их, следовательно, можно 
спроектировать на любое направле- 
ние, и зависимость между проекциями 
будет  описываться уравнением 
Ньютона. 


Туннели в Земле 


Покажем, что на точку, находя- 
щуюся внутри Земли, действует тоже 
гармоннческая сила (вне Земли на 


точку действует сила Р =?м и). 

Пусть материальная точка массы 
т находится на расстоянии г от 
центра Земли. Действие, которое ока- 
зывает на точку Земля, можно раз- 
бить на две части (рис. 2): действие 
внутренней сферы (красной) и дей- 
ствие внешнего сферического слоя 
{желтого). 


Как известно, сферический слой 
не создает внутри себя поля тяжести 
(если плотность р в нем постоян- 
на) *). Поэтому на точку будет дей- 
ствовать только «красная часть», мас- 
са которой 

4 3» 

Г р. (7) 

Сила, < которой действует на точку 
«красная часть». равна 


Мт Злот 
ПРИ - "ЧЕ, 0 


Следовательно, внутри Земли (в 
туннеле) на точку действует гармони- 
ческая сила, пропорциональная рас- 
стоянию от центра Земли. Движение 
в туннеле оказывается похожим на 
движение тела, подвешенного к пру- 
жине — упругая сила пружины также 
пропорциональна ее растяжению. 

Теперь мы можем решить такую 
задачу: через центр Земли прорыт 
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Рис. 2. 





Рис. 3.. 


узкий туннель (рис. 3). В него урони- 
ли ‘из точки А (без начальной скорос- 
ти) камень. Камень долетит до точки 
В и начнет падать обратно, долетит 
до точки А и начнет падать к точке 
В и так далее. Как найти период ко- 
лебаний? 

Фактически, эту задачу мы уже 
решили. Движение камня в туннеле 
можно рассматривать как движение 
проекции точки, вращающейся вокруг 
Земли у ее поверхности (например, 
спутника на круговой орбите вблизи 
Земли). Поэтому частота колебаний 
камня в туннеле равна угловой часто- 
те вращения спутника вокруг Земли. 
Так как центростремительное ускоре- 
ние спутника а—©?А (расстояние от 


спутника до поверхности Земли 
< В) и а=-—, то 
Я ИЕ 4лотВ _ 
о й == У в —ЗтВ _ 
4л. 
= Уз = = (9) 





*) Или плотность зависит только от 
раднуса. но не зависит от углов (см. «Квант» 
№ 5 (1971. решение задачи № Ф4З «Задач- 
ника «Кваита»). 





Рис. 4 


Период колебаний, следовательно, 
равен 





т “= ие .. (10) 
© о} 

Следует отметить, что формула (10) 
определяет н пернод колебаний тел 
в туннеле, проведенном через Землю 
в любом направлении (не обязательно 
через иентр). Это следует из приве- 
денного выше утверждения о том, 
что уравнение Ньютона остается спра- 
ведливым, если входящие в него 
векторные величины заменить их 
проекциями на любое нанравление. 
Однако, можно провести доказатель- 
ство и непосредственно, заметив, что 
хорда во столько же раз меньше диа- 
метра, во сколько проскция силы на 
направление хорды меньше самой си- 
лы. Попробуйте слелать это сами. 

Тот же период будет описывать 
и движение точки по подземному 
круговому туннелю с нентром в цент- 
ре Земая. (Докажите. ) 

Теперь вы, наверное, сами можете 
показать, что если одновременно уро- 
нить несколько тел в разные тунне- 
ли, исходящие из одной точки А 
(рис. 4); то в любой момент времени 
1, 1, ... они булут находиться на 
окружлости, проходящей через точ- 
ку Л. 


3 Квант №3 


ДВЕ ЗАДАЧИ 


т. После смертн отца на: 
следство размером в 1320 
рублей было распределено в 
соответствни с завещаннем 
между его тремя сыновьямн 
и больницей. Если’ бы пер- 
вый сын. наряду со своей 
долей лолу4йл также и до- 
лю, завещаиную больнице, 
то общея сумма полузенно- 
го им наследства равия- 
авсь бы сумме долей двух 
других сыновей. Если бы 
доля, завешанная  больни- 
нице, досталась второму сы- 
нууто вместе с причитаю: 
щейся ему лолей он полу: 
чинил бы в два раза болыпе, 
чем его › братья. Если бы 
доля _ больницьг перешла в 
пользование ‘третьего сына, 
то вместе с причитающейся 
ему долей общая сумма ле- 
нег в тон раза превысила бы 
сумму  наследств двух его 
братьев. Найти размер: каж- 
лого наследства. 

2. В известной игре в «пят 
налцать>. фишки расположе: 
ны таким образом, как это 
показано на рисунке: 
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Необходимо ^ переместить 
их так. чтобы сумма фишек, 
расположевных в каждом 
нз четырех столбцов, в каж> 
дой из четырех ‘строк изв 
каждой из двух днагоналей 
равнялась бы 30. Найти кан- 
меныцее число. движений и 
указать < нх последователь» 
ность, Ремемие может быль 
нандено при помоши само- 
дельных картонных фишек 
< цифрами, которые доаж- 
ны располагаться в указан- 
ном выше порядкс. 


А.Дмитриев 





Отражения самых различных ис- 
точников света от поверхности воды 
часто имеют вид длинных дорожек 
света, направленных от источника к 
нашему глазу. Всномните хотя бы от- 
ражение Солнца в море во время за- 
ката или отражения уличных фонарей 
на набережной в реке. Широкую по- 
лосу света отбрасывает Луна, отра- 
жаясь в море или озере. 

Все эти явления происходят вслед- 
ствие того, что каждая маленькая 
волна на поверхности воды дает свое 
отдельное изображение. Попробуем 
разобраться, почему все освещенные 
волны вместе образуют продолгова- 
тую фигуру, вытянутую от источника 
света к наблюдателю — дорожку. 

Рябь образуется на воде при ветре 
от 2 до 13 м/сек. При меньшем ветре 
поверхность воды отражает как плос- 
кое зеркало (состояние штиля). При 
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большем — она покрывается белыми 
барашками, и световая дорожка теря- 
ет резкие очертания. Рябь можно 
представить как множество мелких 
волн, разбросанных по поверхности 
воды абсолютно неправильно и возни- 
кающих одинаково часто во всех 
направлениях. Крутизна склона волн 
при этом не превышает. некоторого 
предельного значения @, которое за- 
висит от силы ветра и может достигать 
20—30°. 

Попробуем теперь найти границу 
полосы света, несколько упростив 
задачу. Именно, будем считать, что 
в каждом месте поверхности имеется 
большое число маленьких зеркальных 
волн, крутизна склонов которых ме- 
няется в пределах от нуля дос, и вол- 
ны имеют различные направления. 
Кроме того, для простоты будем счи- 


тать, что наблюдатель ‘и источник 
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Рис. 3. Скорость ветра (слева направо} : 2 м/сек, 5 м/сек. 12 м/сек. 12 м/сек. Высота Солнца 
над горизонтом: 7°, 13°, 20°, 30°. : 


света находятся на одном уровне 
над поверхностью воды (рис. 1). 

Маленькое горизонтальное  зер- 
кальце будет отбрасывать свет в глаз 
наблюдателя О только в том случае, 
когда расстояния от него до наблю- 
дателя и до источника одинаковы 
(в точке М). Если же зеркало накло- 
нено под углом а в сторону наблюда- 
теля, то для того, чтобы отраженный 
свет попадал в глаз, оно должно быть 
несколько сдвинуто от наблюдателя 
(точка №). Зеркальце, наклоненное 
под углом © в противоположную сто- 
рону, должно находиться в точке №". 

Наклонные положения зеркала 
аналогичны крайним положениям 
волн, при которых отраженный от них 
свет еще попадает в наш глаз. Расстоя- 
ние между М и №’ поэтому определяет 
длину световой дорожки. Во всех 
точках между № и №’ найдутся участ- 
ки волн, имеющие достаточный на- 
клон для того, чтобы отражать лучн 
в наш глаз. 

Рассмотрим теперь. углы между 
лучами света. Из чертежа видно, что 
В+а=»+6,  В-@--=6, — откуда 
у=а--В-—(В—@)=2а. Таким образом 
мы приходим к выводу, что угол, 
под которым мы видим большую ось 
светового пятна, просто равен углу 
между двумя наиболее крутыми скло- 
нами. Нетрудно посчитать и линейный 
размер большой оси пятна №№" 

Короткая ось пятна отраженного 
света легко находится аналогичным 
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способом. Если сместить зеркальце 
нз точки М в направлении, перпен- 
дикулярном №№’, то для того, чтобы 
отраженный свет попал в глаз наблю- 
дателя, зеркальце надо повернуть на 
некоторый угол вокруг оси, царал- 
лельной ММ’ (рис. 2). Считая, что 
предельный угол поворота зеркаль- 
ца по-прежнему равен «, находим, что 
ширина полосы света РР*’=2{ва, и, 
следовательно, короткая ось стяги- 
В в 2 ра 

УЕ | 

Отношение двух видимых полу- 
осей пятна будет равно В/2& илн, 
считая, что пятно невелико и угол @ 
мал, равно В/2% =, где ®.— угол, 
под которым мы смотрим на воду. 

Чем меньше этот угол, тем более 
вытянуто пятно. Если взгляд сколь- 
зит по поверхности, то пятно света 
будет до бесконечности вытягиваться 
н суживаться. 

При наблюдении световых доро- 
жек на поверхности моря угол © 
обычно мал — световые дорожки до- 
стигают горизонта (см. фотографии. 
на рисунке 3), так что можно говорить 
только о ширине дорожки. И хотя по- 
лученные нами формулы буквально не 
применимы в этом случае, пользуясь 
ими, можно не только качественно 
объяснить происхождение дорожек, 
но и понять зависимость их ширины 
от силы ветра и высоты Солнца над 
горизонтом: с увеличением & и В 
ширина дорожки возрастает. 


вает угол 
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Тяга к блестящему запрятана где- 
то в глубинах сознания. Ребенок, 
впервые увидевший свет, тянется к 
яркому; туземцы отдают за блестящие 
безделушки и пищу, и воду. Одарен- 
ный. глубокнй ум люди называют 
«блестящим». Мы не будем иитересо- 
ваться, связано ли это внимание к 
блестящему с атавистическими вос- 
поминаннями о пляшущем огне или 
с гипнозом, мы попробуем разобрать- 
ся, почему появляется блеск — будь 
то блеск золота, алмаза или кошачьих 
глаз в темпоте. 

Мы судим о яркости предмета по 
количеству света, которое отразилось 
от него и попало к нам в глаз*). 
Ясно, что это количество зависит и от 
доли отраженного света, и от его на- 
правлениости. Белый лист бумаги 
отражает лучше черного, зеркальная 
поверхиость — лучше матовой. 

Направление света, отраженного 
от гладкой поверхпости, определяст- 
ся хорошо известным законом: угол 
падения равен углу отраження. 
А энергия отраженного света зависит 
еше н от коэффициента преломления 
среды п. Если свет падает по нормали 
на границу сред с показателями ире- 
ломления п, н Но, то доля отраженной 


*) Яркость определяется световым по- 
током, попадаюни1м на сетчатку глаза. 
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Г п -— ль 2 
энергии равна п= [нозев | 
стекла п=1|.52, для воздуха п=1, 
так что отражается всего 4,3% па- 
дающего света. Для стеклянной пла- 
стинки доля отраженной энергии бу- 
дет примерно в два раза больше, так 
как часть прошедшего света отразит- 
ся от второй поверхности стекла и 
вернется назад. Если лучи падают не 
вертикально, а под углом, они отра- 
жаются лучше (рис. 1). При 60° от- 
ражаются от стекла не 4,3%, а 9%; 
при 80 уже 39%. Когда угол падения 
приближается к 90’ — скользящий 
луч,— почти весь свет отражается 
(коэффициент отражения стремится к 
100%). Даже очень черные тела, та- 
кие как графит, сажа, бархат, начи- 
нают блестеть, если смотреть на них 
нод маленьким углом к поверхности. 

При нормальном падении света на 
стеклянную пластинку доля отра- 
женной энергии близка к 8,6%. Мало 
это или много? Оказывается, немного. 
Свежий снег отражаег 80—85% иа- 
дающего света, столько же отражают 
облака. 

Однако осколок стекла на снегу 
легко заметить, так же как и блестки 
отдельных снежинок. Это объясняет- 
ся не столько отражательными свой- 
ствами пластинки, сколько парал- 
лельностью солнечных лучей — рас- 


Дая 


ходимость их составляет всего 31” 
(примерно 0,5”, или М, ред). Если 
осколок плоскай, то и отраженный 
` пучок лучей будет расходиться сла- 
бо — ца расстоянии 100 м его размеры 
будут порядка метра (ссли осколок 
стекла маленький). А поверхность 
земли, на которой лежит осколок, 
отражает свет во все стороны (на 180”) 
поровну, поэтому осколок легко за- 
метить на окружающем фоне. По той 
же причине «светятся» в темноте ко- 
шачьн глаза — падающий на них свет 
отражается почти иараллельным пуч- 
ком. Подойдите близко — и блеск 
пропадает, так как преимущество на- 
правленного пучка исчезает. (Впро- 
чем, исчезновение блеска при близком 
рассмотрении — довольно обычная 
жизненная. ситуация.) Если вы ле- 
тали на самолете, то могли заме- 
тить, что реки и озера блестят па 
солнце точно так же, как далекий 
осколок стекла. В этом случае коэф- 
фициент отражения от поверхности 
воды 7% — почти такой же, как у 
стеклянной пластинки, и хотя по- 
верхность озера или реки не бывает 
такой ровной, как стеклянная плас- 
тинка, размеры ее гораздо больше. 

Почему же тогда сверкающие сне- 
жинки заметны только на небольшом 


расстоянии, а дальше все сливается - 


в одну белую пелену? Мы уже рас- 
сматривали количество света, отра- 
женного от осколка стекла. Однако, 
кроме «полезных сигналов», есть еще 
«шум» — средняя освещенность  по- 
верхности земли или снега. Особен- 
ность нашего глаза состоит в том, 
что мы способны различить два объек- 
та, если их яркости отличаются не 
менынс чем на 5—10%. (Правда, это 
относится к тем случаям, когда яр- 
кости не очень малы.) Поэтому, на- 
пример, способность различать звез- 
ды зависит от общей освещенности 
неба. Теперь ясно, что происходит со 
снежинкой. Чем дальше, тем меньше 
ее яркость, так как отраженные лу- 
чи все же не строго параллельны. 
При этом яркость снежинки убывает 
пропорционально квадрату расстоя- 
ния. Яркость снежного фона, который 
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можно считать матовой поверхностью, 
убывает с расстоянием линейно. Про- 
ще всего в этом убедиться, заметив, 
что свет, отраженный равномерно ос- 
вещенной матовой поверхностью боль- 
ших размеров, вблизи нее является 
плоской волной. Для наблюдателя, 
зрачок которого параллелен поверх- 
ности, ее яркость не зависит от рас- 
стояния. Если же расстояние до по- 
верхности задано ростом паблюдателя, 
а угол зрения меняется, то количество 
света, попадающего в глаз, уменьша- 
ется пропорционально косинусу угла 
зрения. Когда яркости фона и сне- 
жинки сравняются, мы — снежинку 
просто не заметим. Попробуйте оцс- 
нить, на каком расстоянии это долж- 
но произойти, и проверьте зимой 
получившийся результат. 

До сих нор мы считали, что луч 
падает на поверхность из воздуха. 
При этом большая часть света прохо- 
дила внутрь тела или поглощалась 
нм. Тело блестело, ссли отражение 





Рис. 2. Для рыб большая часть поверхности 
зеркальна. 





Рис. 3. Отражение от пузырька воздуха. 


отличалось направленностью. Искаю- 
чение составляли «скользящие» лучи. 
Тогда блеск был саедствием почти 
100% отражения ладающего света. 
Подобное положение наблюдается, ес- 
ли луч попадает на границу раздела 
двух сред из более плотной ‘среды. 
Если свет падает по нормали, то доля 
отраженной световой энергии опре- 
деляется той же формулой, что и 
раньше. Для воды это означает, что 
98% света выходит в воздух. С уве- 
личением угла падения В интенсив- 
ность преломленного луча уменыма- 


ется, ипри зтВ = -;„ преломленный 


луч исчезает. При этом весь падающий 
свет отражается от границы — про- 
усходит так называемое полное внут- 
реннее отражение. Для стекла п= 
—=1,52, так что лучи, идущие под 
углом к нормали В-36°, не выходят 
наружу. Для воды п=1,33, так ято 
рыба может видеть небо’ только в 
«лунку» с углом раствора’ около 45° 





Рис. &. Ход лучей в капле воды. 
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(рис. 2). Остальная поверхность воды 
{с точки зрения рыб) блестит и отра- 
жает только дно водоема. Граннца 
раздела при полном внутреннем от- 
ражении — идеальное зеркало. 

Еще одна интересиое применение 
этого эффекта — светопроводы. Если 
пустить луч внутрь стекловолокна, 
то можно потом плавно изгибать этн 
волокна, даже крутить узлы, и луч 
света покорно закрутнтся; следуя за- 
кону полного внутреннего отраже- 
ния. 

Опустите в воду лист серебристой 
ивы. Обратная сторона листа, по- 
крытая множеством пузырьков, на- 
чинает серебриться. А сверкание кап- 
ли росы вам наверняка приходилось 
видеть. В обоих случаях дело в пол- 
ном внутреннем отражении: в первом 
случае — от внешней, во втором — 
от внутренией поверхности пузырь- 
ка воздуха или капли росы (рис. 3, 4). 
Угол между вошедшим в каплю и 
вышедшим лучами легко определить, 
если учесть, что радиус перпендику- 
лярен поверхности шара. Этот угол 
ф=4?—2а. Впервые такой расчет сде- 
лал Декарт. Труднее проанализиро- 
вать ‘зависимость угла отклонения ф 
от прицельного параметра 4. 

Если падающие лучи параллель- 
ны, то, пройдя сквозь каплю, сии на- 
чинают расходиться. Однако сущест- 
вует минимальный угол отклонения. 
Он близок к 42°. Вблизи этого направ- 
ления преломленные лучи идут гуще, 
то есть основная доля преломленных 
лучей идет именно в этом направле- 
нии. Росинка, наблюдаемая под этим 
углом, блестит особенно ярко. Под 
этим же углом к солнечным лучам 
видна радуга. 

Где бы ни находился яркий источ- 
ник света (Солнце, яркое небо), вы 
всегда сможете наблюдать в росин- 
ке его искру-изображение (рис. 5). 
Отраженные от поверхности капли 
лучи могут попадать в глаз, даже если 
угол я близок к 180°. В этом смысле 
в капле воды действительно отражает- 
ся весь мир. 

Говоря о блеске, нельзя ие вспом- 
нить о драгоценных камнях. Обычно 





Рис. 5. Отражение от капли, 


коэффициент преломления твердых 
тел равен 1,5—1,6. Исключительными 


свойствами обладает алмаз. М задолго ` 


до того, как человечество поняло его 
огромную ценность как самого твер- 
дого природного матернала, люди ис- 
кали, находили и воспевали алмаз. 
Коэффициент преломления у алмаза 
равен 2,42. Легко сосчитать, что коэф- 
фициент отражения при этом равен 
17% — почти в четыре раза больше, 
чем у стекла. Но прославился алмаз 
не за отражение от внешней поверх- 
ности, а за отражение от «внутренней» 
{так же, как это происходит в капле). 
А если вспомнить, что попадаются 
кристаллы без внутренних дефектов— 
алмазы «чистой воды», то сравнение с 
росинкой становится еще понятнее. 
Но только обработанный, огранен- 
ный алмаз — бриллиаит завораживает 
людей. Угол полного внутреннего 
отражения алмаза (24724’) позволяет 
создать такую огранку, которая за- 
меняет сферическую поверхность кап- 


ли, концентрируя вышедшие лучи 
вблизи определенных направлений 
(рис. 6, 7). Эффект усиливается 
тем, что коэффициент преломления 
зависит от длины волны света. По- 
этому условия полного внутреннего 
отражения для лучей разного цвета 
различны. В зависимости от угла 
наблюдения бриллиант меняет не толь- 
ко яркость, но н окраску луча. Неда- 
ром один из них назван «Кохинур», 
что означает «гора света». Определе- 
ние лучшего способа огранки алма- 
за — серьезная задача. Первый ва- 
риант огранки был найден еще в 
1454 году, а попытки улучшить ее 
делаются и поныне. Но носят брил- 
лнанты да и видят их не так уж много 
людей. Гораздо популярнее техни- 
ческий алмаз. В инструментах (на 
что ндет 80% добываемых алмазов) 
он применяется в виде алмазной пыли 
или полировочных паст. И если при 
этом говорят о блеске, то имеют в виду 
блеск обработанных поверхностей, не 
требующих добавочной шлифовки и 
полировки. 

Блеск золота стал нарицательным 
понятием. Блестят все металлы. 
Так даже и говорят: «металлический» 
блеск. Полностью это свойство про- 
является, если поверхность металла 
гладкая. При нормальном падении 
лучей слой серебра отражает 85— 
95% падающего света, слой никеля — 
55—65%, стали — 50—55%. Это 
свойство металлов тесно связано с 
другой их особенностью — высокой 
проводимостью. Чтобы разобраться, 





Рьыс. 6. в} Огранка бриллнанта; 6} огравка нижней поверхиости бриллнанта. 





Рис. 7. Ход некоторых лучей в бриалианте. 


в чем тут дело, нужно «влезть» внутрь 
металла. Рассмотрение возникающих 
явлений потребовало бы отдельной 
статьи. Укажем только, что особен- 
ности металлов объясняются слабой 
связью части электронов с атомами и 
образованием благодаря этому легко 
подвижного «газа» свободных элект- 
ронов. Поэтому движение электронов 
в поле электромагнитной волны в 
мегаллах совершенно отлично от дви- 
жения в дизлектриках, где каждый 
электрон «знает» свой атом. Свободные 
электроны легко поглощают и излу- 
чают обратно болыную часть света, 
падающего па поверхность металла. 
Именно поэтому металлы хоровю от- 
ражают радиоволны и даже видимый 
свет. Обычно при этом электромагнит- 
ные волны, прошедшие внутрь метал- 
ла, сильно поглощаются. Интересно, 
что иногда иаблюдается обратная кар- 
тина: вещества, поглощающие свет на 





Рае. 8. Разность хода АВС между зучеми 
Ги 2 лолжиа составлять нечетное число’ по- 
луволн. 


онределенном участке спектра, при- 
обретают металлический блеск (на- 
пример, засохшие фиолетовые чер- 
нила). 

Окисленные металлы блестят 
гораздо хуже, поэтому нужно ожи- 
дать. что электрический ток они про- 
водят хуже, чем чистые. 

Конечно, блестящие вещи чаше 
всего красивы, но иногда с блеском 
приходиться бороться. Если линзы 
бинокля или фотоаппарата блестят, 
это означает, что к глазу или фото- 
пластинке приходит меньше света: 
часть его отражается. Убирают блеск, 
нанося на поверхность линзы очень 
тонкую и прозрачную пленку. Тол- 
щину ее и коэффиниент преломления 
нодбирают так, чтобы лучя, отражен- 
ные от двух поверхностей пленки 
(рис. 8), были сдвинуты по фазе на 
180° и, интерферируя, гаснли друг 
друга. Этого нельзя добиться ‘для 
зсей области видимого света, но мож- 
но для той длины волны, к которой 
фотопленка или глаз наиболее чув- 
ствительны. 

Мы ие рассматривали такое ии- 
тересное явление, как блеск счастья 
в глазах — но его, видимо, нельзя 
описать одними физическими зако- 
нами, да вряд ли к этому и нужно 
стремиться. 


Упражнения 


1. Как изменяется яркость Луны для 
подлетающего к ней космонавта? 

2. Отраженная волна исчезает  пол- 
ностью, если интенсивности лучей Ги 2 
{рис. 8) одннаковы. Докажите, что для это- 
го должно быть 


та 
и 
Плленки й у и 


3. Отражение снветА можно уменьшить, 
если егладнть переход от п кл>> 1. Срав- 
ните количество отраженного света от. гра- 
ницы воздух — стекло и от стекла, на кото- 
рое. налит слой воды (поглощеннем в воде 
пренебречь}. 

4. Можно ли (п как) увеличить коли- 
чество отраженного света, нанося прозрач- 
ную пленку на стекло? 

5. На некоторых чканях нод опреде- 
ленными угламн виден глянец. Дайте объ- 
ясисние этому эффекту- 


р м 
И МАШИНА ПЕРЕВОДИТЬ? 





В. В. Раскин 


Вавилонская башия и что из-за нее получилось 


Начнем с общих мест. Человек живет в обществе. А в обществе надо 
общаться с себе подобными. Как общаться? А язык-то на что? И вот с не- 
запамятных времен люди только и делают, что говорят. Выходит, все в по- 
рядке. Есть потребность общаться — разговаривай. Но вот беда: люди 
могут разговаривать друг < другом, только если они говорят на одном 
и том же языке. А языков — великое множество. И если ты говоришь 
на другом языке, непонятном окружающим, тебя прозовут «немцем», от сло- 
ва «немой», как будто ты вобще не умеешь говорить. 

Почему так вышло? Откуда это множество языков? Попытки объясне- 
ния содержатся в самых древних мифах. По библейской легенде бог лишил 
людей взаимопонимания (он-то знал, как важно оно для совместной дея- 
тельности!) и заставил их говорить на разных языках, чтобы они не смогли 
достроить Вавилонскую башню — башню до небес, символ человеческой 
гордыни. Но эта легенда явно не принимала и не могла еще принять в расчет 
достижений сравнительного языкознания. Примерно полтора века назад 
было доказано, что многие языки родственны друг другу и происходят 
из общего источника. 

Разноязычие — результат естест- 
венного процесса. Но от этого не лег- 
че. Потребность поговорить с ино- 

племенниками возникла давно.И для 

улаживания пограничных конфлик- 
тов, и для торговли, и в процессе 
войны необходим был человек дей- 
ствительно древнейшей профессии — 
толмач, переводчик. 

Перевод с одного языка на дру- 
гой обходится человечеству очень до- 
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рого. Ведь нодумайте: если бы на 
свете было только 100 языков, то для 
перевода с каждого языка на любой 
другой (и наоборот) понадобилось бы 
100х 99:2=4950 переводчиков. Но 
языков гораздо больше, да и не для 
каждой пары языков можно обойтись 
одним переводчиком. Неудивительно, что с появлением мощной электрон- 
ной вычислительной техники забрезжила надежда переложить бремя пе- 
ревода на машину. 





Начало этой странной истории 


Идея автоматического (машинного) перевода овладела массами (речь 
ндет, конечно, о массах ученых) в послевоенный период, на заре кибер- 
нетики, в первые годы электронной эры. 

1946 год. Между американскими учеными У. Уивером и А. Д. Бутом 
происходит дискуссия о границах применения автоматических цифровых 
вычислительных машин. Первый считает, что осиовные «элементы языка» 
можно обнаружить при помощи дешифровочных устройств, разработанных 
во время войны для раскрытия секретных кодов противника, и на базе 
этих «элементов» построить машинный перевод. Другой осторожнее: он го- 
ворит о принципиальной возможности лишь пословного перевода, да и то 
ири очень небольшом словаре — объем машинной памяти был еще очень 
невелик. {В следующем году Бут со своим коллегой Бриттеном разработал 
программу такого перевода.) Но Уивер полон онтимизма. Он затевает нере- 
писку с «отцом кибернетики» Норбертом Винером. Винер отнесся к идее 
Уивера с осторожностью и указал на большие трудности, которые встают 
на пути исследователя. Уивер не унывает. Его кредо: «Предложение на 
одном языке — это просто зашифрованная фраза другого языка». Надо 
научить машину расшифровывать. Однако Уивер не обратил внимания 
на одно крайне важное обстоятельство: при помощи формальных дешифро- 
вочных операций, легко осуществимых в машине, удается дойти лишь 
до первоначального текста на языке оригинала. Но понять текст на этом 
языке машина не может: ведь для этого язык надо знать. В годы первой 
мировой войны дешифровщики долго бились над разгадкой одного секрет- 
ного кода, но дело не двигалось с места, пока кто-то не догадался, что за- 
шифрован текст на японском языке. Сам-то шифр был обнаружен сразу, 
но узнать смысл сообщения удалось только после того, как стало известно, 
на каком языке оно написано, и только при помощи знания этого языка. 
В годы второй мировой войны немецкие деши- 
фровщики, лихо расшифровывавшие все наисек- 
ретнейшие коды американских радистов, сломг- 
ли себе зубы об один такой код, который оказал- 
ся просто-напросто открытым текстом на неизвест- 
ном им индейском языке. Таким образом в распо- 
ряжении ученых не было пока никаких сведений 
о том, что естественный человеческий язык под- 
дается «расшифровке». 

Ниже приводится задача, в которой сообща- 
ется, на каких языках написаны зашифрованные 
тексты, и произвести дешифровку в этом случае 
оказывается совсем несложно. 





Задача 1. {Три варианта: англо-русский, немецко- 
русский ин французско-русский.} 

Слева записаны в зашифрованном виде слова иностранного 
языка, справа (напротив) — нх перевод (иногда для одного слова 
несколько переводов, но ие обязательно все) на русский язык. 
Латинские буквы закодированы (взаимнооднозначно} числами, 
записанными арабскими цнфрами, русские — римскими, Буквы 
одного и того же слова отделены друг от друга запятыми, слова 
в заданнях — точками с запятой, фразы в заданиях — точками. Надстрочные знакн 
и анострефы не учитываются, по «и» н «й» считаются разнымн буквами. 





Епе5й — Визяап 


1 — ] 8, 4 —Х 
2. 3. 4,5, 6,7— И, НП №, У И, 3, 12 — №, ХГ или ХИ, Х! 
8, 9, 10 —\У или ИП 9, 3 — ХНЬ 1Х, № 
2. И — НН. УП, УПЕ или И, 4,7, 6, 6, — ХМ. Х, ХУ, [Х, ХИ, 
УП, Гили И, УП, 1Х у, 1 
5, 6, ? — Хх 14, 7, №, 6, 9, 10. 13 — — ХМ, Х\, Х, ХУ М, 1 
Переведите на английский: 
, ХИ; ПП. УП, ХУ, ТХ. ТУ, Х, 1№; УГ; №, ПН. 
ХН, Х, ХМ, ХИЬ УИ. 
Н.Х. ХИЕ, Г; ХУЕ УИ, ХИ, Х, №; №, УЦ, И. 
ХИ, УП, №; И, УИ, УИС Хх, УИ, И. 
ДРешзск — Ви$45сй 
1, 2, 3 —1 1, 2, 10 — УП, УП № 
4,5. 6 —пП 1, 4, 12 — УПГ, 1Х 
2, 7,8 — Ш 1, 5, 6, 13, 10’ —Х. ХЬ ХИ, М, УБ 
9; 2,7. 8 №, ХМ. аи хШ 
Переведите на немецкий: 
УИ, М, ХЕ ЛУ 
Г. УГ; УП, УПЬ У ХШ 
У, У, ХЕ, МЕ Х 
ГУ, \. УБ Х, УТ, УИ 
УТ, УПС УН, У ХНЕХ, ХЕ ХИ, У 
Егапса:$ — Виззе 
2 — 1] 3, 8, 5 — И, НЕ У яли И, 1М, 
3,2 - И, ПЬ № или И, ИГ, Г или 1 
У, И, 1 10. 1, б — ПЬ хм 
4, 5 —\. НОМ, М и. 9 — ХИ, ХУ, У, Ш 
4, 5, 3, 2,6 — УНП, УБУЦЬ М, ХХ, 2,7 —\ или ХУ 
Хх 
7, 8, 9 — [Х, ХЕ ХН, Хх 


или [Х, ХЕ, ХИП. М 


Переведите на французский: 
ХИ, ХУ, \, ИБ ХУ, ПУ, НЫ Х. Г1Х, №, УП, Е МИ, УЕ, УПЬ УП, УТ, 


Шли годы. Росло число исследователей по машинному переводу, уве- 
личивалось количество работ. 

В 1954—1956 годах произошли весьма важные события. В Америке 
был произведен публичный эксперимент по машинному переводу при по- 
мощи электронной вычислительной машины. В Советском Союзе были 
проведены два опыта: в Институте точной механики и вычислительной 
техники переводили на русский язык английский научно-технический 
текст, а в Математическом институте им. Стеклова — французский мате- 
матический текст. Испытания прошли успешно. Так что же, праздновать 
победу? Нет. Вскоре выяснилось, что нужно, наоборот, считать раны. 
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Далеко ли уедешь на машине, или повесть о том. 
как мгновенный успех может обернуться затяжной неулачей 


Что умеет делать машина? Она умеет совершать простые, механи- 
ческие операции: сравнивать содержание двух ячеек своей памяти, скла- 
дывать, вычитать, перемножать и т. п. И ей безразлично, осуществляет ли 
она программу перевода или высчитывает траекторию спутника. Но таких 
операций машина может делать очень много, и, комбинируя их самым 
различным образом, программист может заставить машину совершать ка- 
кие-то определенные, целенаправленные операции. 

Какне операции должна произвести машина, чтобы перевести текст 
с одного языка на другой? Во-первых, она должна его «прочесть. 
Это сделать не так уж сложно. Текст вводится в закодированном виде 
в ячейки памяти машины, а заглядывать в свою собственную память ма- 
шина умеет. Затем машина должна опознать слова. Это делается 
так: каждое слово (от одного пробела до другого) сравнивается со словарем, 
который должен храниться в памяти машины. Машина должна определить, 
в какой форме стоит каждое слово (морфологический анализ), чтобы затем 
понять, в каких отношениях находятся все слова предложения по отноше- 
нию друг к другу (синтаксический анализ) А что потом? Потом надо пере- 
водить. Собственно, человек-переводчик проделывает все описанные опе- 
рации мгновенно и бессознательно, и сам процесс перевода начинается 
именно с этого момента. Нужно найти слова в том языке, на который текст 
переводится (этот язык называется выходным), экви- 
валентные словам языка, с которого осуществляется 
перевод (входной язык). Затем поставить эти слова 
в соответствующие формы, то есть упорядочить их 
согласно законам морфологической и синтаксической 
структуры выходного языка. Здесь уже что ни шаг, 
то трудности. Придется в них разобраться. 

Первые энтузиасты машинного перевода рассчитывали обойтись по- 
словным переводом (ну, может быть, с небольшими исключениями). Возьмем 
английскую фразу: 





Г Епош №5 аацаШег. 


Дословный перевод этой фразы оказывается правильным: 


Я знаю его дочь. 


Правда, английский глагол Ёнош спрягается иначе, чем русский гла- 
гол знать: в настоящем времени только в третьем лице единственного числа 
он имеет окончание -5$, а во всех других лицах имеет общую форму — Апош. 
Как тогда машине понять, что в русской фразе этому глаголу должна со- 
ответствовать форма знаю, а не знаешь и не знаете? Из словарной статьи 
для Кпош этого не выявишь, что бы там ни записать: одну форму знать 
или все возможные формы: знать, знаю, знаете, знаем, знают и, наконец, 
знай(те). Подсказка, однако, содержится в английском слове / — я, прямо 
указывающем на первое лицо единственного числа. Значит, нужно вложить 
в машину правило, согласно которому для перевода глагола Ёнош (как 
н других английских глаголов в настоящем времени) правильной формой 
русского глагола она должна учесть подлежащее, то есть перевод каждого 
слова по отдельности при помощи только словаря межъязыковых соответ- 
ствий оказывается недостаточным дла яравильного перевода. А если бы 
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в английской фразе был артикль, „оторого нет в рус- 
ском языке? Что записать в слова] ной статье артикля? 
Да и вообще, что писать в словаре? В русском языке 
слова могут выступать в разных формах: имена скло- 
няются, глаголы спрягаются. Указывать все возмож- 
ные формы русского слова при соответствующем 
английском? Но это раздует словарь, а мы должны 
экономить машинную память. И потом — главное! — как догадаться, 
какую из форм употребить? Ведь в английском языке у слов свои формы — 
какую из них писать в словарь? 

Ответы на эти вопросы удалось найти довольно быстро. Нужно создать 
отдельные словари основ и окончаний. Тогда, например, латинский гла- 
гол ата! машина будет опознавать так: сперва она разыщет в словаре 
основ самую длинную из содержащихся там ‘основ, которая вкладывается 
в это слово,— основы атаЁ она не найдет, ата — тоже, а вот основа ат 
там должна быть, и она соответствует понятию любить; это машина запоми- 
нает и проводит границу: ат/а?; аё — это окончание, и его надо искать 
в словаре окончаний; оно соответствует третьему лицу единственного 
числа. Значит, переводим так: основа люб, окончание ит — любит. Пра- 
вильно! Но нам повезло: латинские окончания более или менее соответству- 
ют русским. Однако и с латинскими окончаниями не всегда гладко. Есть 
в латынн самое короткое на свете предложение, оно состоит из одной буквы. 
Это [— Иди! Кроме того, & может обозначать еще 8 различных окончаний. 
Как догадаться, какое из них употреблено в тексте? Снова нужно обра- 
щаться к контексту. Причем разгадка может таиться не в соседнем слове, 
а через слово, через два. Как узнать, в каком? А лингвист должен все пре- 
дусмотреть и вооружить машину правилом на любой случай. 

Еще более твердым орешком оказывается синтаксис. Вы сами можете 
в этом убедиться. | 

Задача 2. Установите грамматические связи между словами во фразе: 

Раскалывайте  погребенных в земле слепых исполинов. (Задача принадлежит 
А. Е. Кибрику.) 

(Хорошим считается решение, где будет предложено не менее 9 спосо- 
бов — а всего их около 20). 

Эта фраза подобрана специально. Но в языке много таких фраз, в ко- 
торых синтаксический анализ можно сделать не единственным способом. 
А от этого меняется и смысл предложения. Возьмем фразу: «Мать любит 
дочь». Кто же кого любит (иными словами, что здесь подлежащее ‘и что 
дополнение)? Когда такая фраза попадет в машину, 
то, даже если машина правильно установит формы 
всех слов, она окажется в большом затруднении: что- 
бы верно определить синтаксическую структуру, нуж- 
но выйти за пределы этого предложения, обратиться 
к более широкому контексту, понять, о чем идет речь. 
Как быть? , 

Может быть, робко предложит запуганный читатель, записывать 
в словаре и переводить не отдельные слова, а целые словосочетания? Ведь 
все время приходится обращаться к контексту. А если переводить целыми 
словосочетаниями, может, будет легче? Пожалуйста! Давайте попробуем. 
Пусть в языке имеется 1000 слов {а сколько их на самом деле?!). В слово- 
сочетании «что бы то ни было» пять слов. Давайте записывать в словарь 
все пятисловные словосочетания (без повторений слов). Теоретически воз- 
можное их число равно М=1000 х 999 х 998 х 997 х996--10'?. 

Конечно, осмысленных словосочетаний много меньше, но все равно 
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их число превысит объем памяти самой памятливой из всех ныне действую- 
щих машин. Кроме того, машина будет долго искать каждое словосочета- 
нне в таком словаре. 

Долгие годы лингвисты искали выход из этого трудного положения. 
Придумывали новые очень хитрые алгоритмы, остроумные модели языка, 
изобретательные методы его описания. Соображали, как упростить ироцеду- 
ру обработки, как улучшить качество перевода. Встречались, обсуждали, 
спорили. Но позвольте, спохватится читатель, если дело оказывается таким 
сложным, то ночему же так удачно прошли первые опыты? 

Секрет прост. Эти опыты проводили на очень неболыном матернале. 
И понятно, что для небольшого и вполне определенного текста легко пре- 
дусмотреть все исключения и варианты, запастись необходимыми прави- 
лами на все случаи, которые имеются в этом тексте. И текст переводится. 
Вы сможете убедиться в этом сами на примере следующей задачн. 


Задана 3. Последовательностн арабских цифр при помощи системы правил пере- 
водятся в последовательности римских цифр. На каждом шату применяется одно правило, 
заменяющее одну арабскую цифру на одну римскую цифру. Используются правила следую- 
щих четырех видов: 


бесконтекстные: однокацускстные двойные: 
например, 2-— ИП заменить 2 на ИГ; а) 2 (3, 4)» ИГ заменить 2 на ИЦ, если 
одноконтекстные одинарные: 6} (3, 4) 2 ИТ после (перед) 2 стоят 
а) 2 (3)-»ТГ заменить 2 на ТИ, Зи 4): 
6) (3) 2-» ПП! если поеле (перед) двукоитекстные: 
2 стоит 3; (3) 2 (4)> 1 {заменить 2 на ИТ, если ие- 


ред 2 стоит 3, а после — 4) 


К каждой последовательности арабских цифр правила применяются в следующем 
порядке: сначала все двуконтекстиые, затем одиоконтекствые двойные, затем одинарные и, 
наконец, бесконтекстные. Любую совокупность правнл этнх видов назовем программой. 
В программе мюгут быть представлены правила ие всех вндов. 

Пропумеруем арабскими цифрами от 1 до 6 слелующие английские (французские. 
немецкие) слова: 

{аве, а, 411$, ува!, Вени, г5; 
спатр® ип, се, дие, оегё, зега; 
Беч, Ч4а$, каз, птйп, вгипе, 151. 


Задание |. Составить сиисок всех предложений, состоящих из данных слов. 
Задание 2. Составить мниимальный список русских слов, необходимых для пе- 
ревода предложевий из задания | на русский язык, и пронумеровать их римскимн цифрами. 
Задание 3. Составить программу перевода цифровых носледовательностей таким 
образом, чтобы каждая последовательность арабских цифр, соответствующая какому-либо 
предложению И из задания 1. персводилась в носледовательность римских цифр, соответ- 
ствующую русскому предложению, являющемуся правильным переводом предложення 1. 


Если эта задача решена правильно, то тем самым осуществлен машин- 
ный перевод всех предложений из задания | на русский язык: осталось 
только записать пронумерованные слова в соответствующие ячейки машин- 
ной памяти и ввести в машину программу из задания 3. Но ведь этого 
мало. Нужно придумать такие правила, создать такую программу обра- 
ботки и так составить словарь, чтобы машина могла перевести любой 
текст. А вот здесь-то и выплывают все те трудности, об очень пебольшой 
н не самой «трудной» части которых мы успели рассказать. 
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ЗАДАЧНИК 





ЗАДАЧИ 


Решения задач из «Задачника «Кванта» можно присылать не позднез 
полутора месяцев после выхода из печати соответствующего номера журна- 


ла. Решение каждой задачи должно быть написано на отдельном листе 
(листах); в конце каждого ранения нужно написать: фамилию, имя и отчест- 


во; шестизначный почтовый индекс, класс и школу, в которой вы учитесь. 


М101. В колонию, состоящую из 
п бактерий, попадает один вирус. 
В первую минуту он уничтожает одну 
бактерию, затем делится на два новых 
вируса, и одновременно каждая из 
оставшихся бактерий тоже делится 
на две повые. В следующую минуту 
возникшие два вируса уничтожают 
две бактерни, и затем оба вируса и 
все оставшиеся бактерии снова делят- 
ся, и так далее. Будет ли эта колония 
жить бесконечио долго, илн в конце 
концов погибиет? 
Р. М. Ковтун 


М102. Множество на плоскостн, 
состоящее из копечного числа точек 
обладает следующим свойством: для 
любых двух точек А и В множества 
найдется точка С миожества такая, 
что треугольник АВС равносторон- 
ний. Сколько точек может содержать 
такое множество? 

В. Гурари 


М103. Исследуйте, сколько реше- 
ний нмеет система уравнений 


у худ, 
фо, 
гле аи 6 — некоторые действитель- 


ные числа. 
Э. А. Ясимовый 


№104. Внутри треугольника АВС 
лежат такие две точки Р и 0, что от- 
резки АР и АО составляют равные 


углы с биссектрисой угла А треуголь-. 


ника, а отрезки ВР и ВО составляют 
равиые углы с биссектрисой угла В. 
Докажите, чтс отрезки СР и СО со- 
ставляют равные углы с биссектрисой 
угла С (рис. №. 

В. Н. Березин 


МГО5. Сумма цифр числа после 
умпожения на 8 может уменьшиться: 
75.8==300 — сумма цифр была 7--5= 
=], а стала 3. Однако она не может 
уменьшиться более чем в 8 раз. 


ны $8м 1 
Докажите, что м >28, ме 





М — натуральное число, а 5$ (А) — 
сумма цифр числа А (в десятичной за- 
писи). Для каких еще натуральных 
чисел к существует такое положитель- 
ное число ск, что 


$ (АМ) 
$ ® ><» 


для всех натуральных №? Найдите 
нанболышее подходящее значение С». 


И. Н. Бернитейн 





ФИЗ. Сосуд наполовину заполнен 
водой, в которой плавает кусок льда. 
Поверх льда наливают керосин, верх- 
ний уровень которого устанавливает- 


ся на высоте Й от дна сосуда. Как’ 


изменится эта высота, когда лед рас- 
тает? 


Ленинградская городская олимпиада 
по физике, 1971 г. 


Ф114. Два шарика с массами и и 
т. могут колебаться на пружинках 


—^, \ \ 2-5 >. >. 





Рис. 2. 


одинаковой жесткости вдоль стержня, 
прикрепленного к бруску с массой М 
(рис. 2). Брусок лежит на горизон- 
тальной плоскости. В начальный мо- 
мент шарики притянуты друг к другу 
с помощью ниточки, сила натяжения 
которой равна Т. Ниточку пережига- 
ют. При каком минимальном коэффи- 
циенте трения между  бруском н 
плоскоетью брусок не сдвинется с 
места? ; 

Г. Л. Коткин 


Ф!15. «Черный ящик» — коробка 
с неизвестной схемой внутри — имеет 
два вывода. Последовательно с ящи- 
ком включают сопротивление Ю—= 
—=4 ом и затем эту цепь подключают 
к источнику сэ. д. с. Е, 56 в (рис. 3). 
При этом по цепи идет ток /,= |1 а. 
Если цепь подключить к источнику 
сэ. д. с. Е» =20 в, то по ней будет идти 
ток /.=2 а. Какая схема находится 
внутри «черного ящика»? 





Рис. 3. 


Внутренние сопротивления источ- 
ников пренебрежимо малы. 


Я. А. Смородинский 


ФИ 6. Если температура воздуха 
в цилиндре, показанном на рисунке 4, 
равна #5 (>0° С), то он остывает до 


1 
температуры -5- примерно за 30 сек. 


Поршень начинают вдвигать и вы- 
двигать с некоторой частотой. В ка- 
ком случае растает больше льда, 
окружающего цилиндр, за 50 ходов 
поршня, если они сделаны а) за | мин; 
6) за \ ч; в) за 30 сутки? 

Г. Л. Коткин 





Рис. 4. 


$17. По обледевелой 


дороге 
обычно идут, делая маленькие шаги. 
С какой шириной шага должен идти 


человек, не боясь упасть, если 
длина его ног равна 1 метру, а 
коэффициент трения подошв обуви 
о дорогу равен 0,12 

И. Ш. Слободецкий 
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Редакция журнала получила более 2000 писем с 
решениями задач, помещенных в разделе «Задач- 
ник «Кванта». Среди авторов этих писем редак- 
ционная коллегия отобрала школьников, регулярно 
присылавших особенно оригинальные и удачные ре- 
шения. Они награждаются годовой подпиской на 
журнал «Квант» на 1972 год. 

Вот имена победителей нашего конкурса: 


Дмитрий Григорьев — Ленинград, 
школа-интернат № 45 при ЛГУ; — 
Юрий Оболонков — Воронеж, 
школа № 58; 

Эдуард Туркевич — Черновцы, 
школа № 9; 

Михаия Прегер — Томск, школа 
№ 51: 

Аркадий Черняк — Минск, школа 
№ 50; 

Леонид Брагинский — Фрунзе, шко- 
ла № 64; 

Виктор Кривицкий — дер. Клетное 
Борисовского р-на Минской обл.; 
Александр Григорян — Баку, школа 
№ 211: 

Григорий Зайцев — Гагра, школа 
№ 2: 

Иван Гричик — Давид-Городок 
Брестской обл., школа № 1; 
Александр Жуков — Кировск Хар- 
цизского р-на Донецкой обл., шко- 
ла № 11; 

Анатолий Анищенко — Сарапул, 
школа № 13 Удмуртской АССР; 


Евгений Губарев — Москва, школа 
№ 144. 





РЕШЕНИЯ 


В этом номере мы публикуем ре- 
мения задач М6!-М6б3З и Ф72-Ф74. 


м61 


Два мудреца играют в новую игру, со- 
стоящую в следующем. Выписаны чясла 
0. 1. 2,.... 1024: Первый мудрец вычеркивает 
по своему выбору 512 чисел, второй вычер- 
кивает 256 нз оставшихся чисел, затем сно- 
ва первый вычеркивает еще 128, потом вто 
рой — еще 64 числаси т.д. Сзоим послед- 
ним пятым ходом второй выцеркивает од- 
но число. Остаются два числа. н второй 
платит первому разницу между этями чис- 
ламн. Как надо играть первому игроку, чтобы 
получить как можно больше? Как второму, 
чтобы проиграть как можно меныше? Сколь- 
ко уплатит второй первому, если оба будут 
играть наилучшим образом? 


Ответ: При правильной игре 
разность оставшихся чнсел равна 32 
(как говорят, «иена игры» равна 32). 

На этот ответ наводят следующие 
соображения: первый игрок стремит- 
ся к тому, чтобы разность между ос- 


МАМАМ 


стРтегыя первого 


Рис. 1. 


4-й од 
Заход 
2-4 ХОД 


14 ход 


тавшимися числами была как можно 
больше, и он должен все время ста- 
раться максимально «разредить» ос- 
тающееся множество чисел, а второму 
выгодно вычеркивать числа «с красв» 
(рис. 1). Эти соображения, конечно, 
не являются строгим доказательством. 
Многие читатели. руководствуясь 
не менее правдоподобными, на первый 
взгляд, соображениями, например, та- 
кими: первый должен вычеркивать 
чнсла из середины, чтобы оставались 
числа с большой разностью, получали 
неверные ответы: | или 5, или би 
разные другие. 

Дая того чтобы полностью обосно- 
вать ответ, в этой задаче (каки при 
исследовании любой игровой снтуа- 
ции) нужно доказать два утвержде- 
ния: 1} как бы ни играл второй, 
первый может получить нс меньше 32; 
2) как бы ни играл первый, второй 
может потерять не болыше 32. 
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СТРАТЕГИЯ ВТОРОГО 


Для доказательства утверждения 
1} мы укажем такую стратегию перво- 
го игрока, которая независимо от хо- 
дов второго гарантирует, что разность 
оставшихся двух чисел будет не мень- 
ше 32. Эта стратегия описывается 
очень просто: при каждом ходе вы- 
черкивать числа через одно, то есть 
вычеркивать второе, четвертое, шес- 
тое,... число из оставшихся (мы счи- 
таем, что числа расположены в поряд- 
ке возрастания). Тогда после 1-го хо- 
да разность между любыми соседними 
из оставшихся чисел будет не мень- 
ше 2, после 2-го — не меньше4, после 
3-го — не меньше 8, после 4-го — не 
меньше 16 и после 5-го — не мень- 
ше 32. 

Для доказательства утверждения 
2) достаточно указать стратегию вто- 
рого игрока, которая независимо от 
ходов первого позволит ему проиг- 
рать не больше 32. Она состонт в 
следующем. Первым ходом он вычер- 
кивает все числа, меньшие 512, или 
все числа, большие 512 (ясно, что или 
тех, или других осталось не больше 
256). После этого разность между 
крайними из оставшихся чисел будет 
не больше 512. Аналогично вторым 
ходом он может добиться того, что 
все оставшиеся числа будут находить- 
ся только в одном из отрезков [0,256 |; 
[256, 512]; 1512, 768]; [768, 1024 }, 
то есть уменьшить разность между 
крайними числами по крайней мере 
до 256. Точно так же 3-м ходом он 
может уменышить эту разность до 128, 
4-м — до 64 и 5-м — до 32. 


Наиболее четкие решсиня этой задачи 
прислали Ю. Оболонков из Воронежа и 
В. Лузгеин из Москвы. 

Разумеется, аналогично можно было бы 
доказать, что если игра состоит из п ходов 
и начинается с чисел 0, 1, 2.... 22", то «це- 
на игры» равйа 27. Но детальное исследова- 
ние подобной игры, начинающейся с произ- 
вольного множества чнсел (не обязательно 
арифметической прогрессин) представляет со- 
бой существенно более трудную задачу. 
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Докажите, что для любого нечетного 
числа а найдется такое натуральное $, что 
26 — [1 делится на в. 


Вот наиболее короткое доказа- 
тельство. 

Рассмотрим числа 2°—1, 21—1,..., 
2а—1. Этих чисел (а--1). Какие-то 
два из них дают одинаковые остатки 
при деленин на а, потому что различ- 
ных таких остатков существует всего 
а (это рассуждение называется «прин- 
цип Дирихле», о его применениях рас- 
сказывалось в статье А. Орлова в 
«Кванте» № 7). Пусть, скажем, числа 
2—1] и 2”"—| дают одинаковые остат- 
кн при делении нааи А<т. Тогда 
число (2—1) —(2*—1)=2*(2"—*—]) 
делится на а и, поскольку а нечетно, 
2" —*— 1 делится. на а. 


Точно так же доказывается и более об- 
щий факт: если натуральные числа а нс 
взаимно просты, то найдется такое натураль- 
ное 6, что с?—1 делится на а. Многие чита-. 
тели заметили, что утверждение задачи вы- 
текает из следующей тееремы Эйлера”): для 
любых натуральных @ нс число <(@7Н —с 
делится на а, где ${а} — количество натураль- 
ных чисел, меньших а и взаимно простых 
с ним, и даже приводят формулу для вызчнс- 
ления офункции Эйлера» 


фр - + -рг) =. (ре р 1 | х 


В ВЫ 


Правильные решения прислали А. Чер- 
няк из Минска, Э. Туркевич, Ш. Слепой 
нз Черновцов, Г. „7евин из Куйбышева, 
Н. Демиденко из д. Колыбовка Гомель- 
ской обл., А. Пухальский из Москвы, Ю. Се- 
менюк из п. Мирный Краснодарского края 
и другие чнтатели. 
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Можно ли из 18 плиток размером [52 
выложить квадрат так, чтобы при этом не 
было ни одного прямого шва», соедния- 
ющего противоположные стороны квадрата 
и идущего по краям плиток? (Например, 
такое расположение плиток, как на рисунке 
2, не годится, так как здесь есть «шов» АВ.) 


Предположим, что нам удалось 
выложить квадрат 6х 6 плитками | х 
Х2 без «швов». Тогда каждая из де- 
сяти прямых, разрезающих этот квад- 


*) См, например, книгу И. М. Виногра- 
дова «Основы теории чисел» ГИТТЛ, М., 
1953 или другой учебник по теории чисел. 
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рат на клетки \х1, должна пересе- 
кать по крайней мере одну плитку 
] х2. Нетрудно доказать, что каждая 
такая прямая пересекает обязательно 
четное число плиток. Действительно, 
она отрезает от квадрата 6х 6` прямо- 
угольник 6х А, состоящий из четного 
числа клеток 1х |; этот прямоуголь- 
ник содержит некоторое количество 
нелых плиток 1х2 и еще некоторое 
четное количество клеток 1х1 — по- 
ловинок плиток, пересеченных пря- 
мой (рис. 3).. 

Но если каждая прямая пересека- 
ет не менее двух плиток, то общее 
число плиток должно быть не меньше 
2-10—20, а их всего 18. 

Таким образом, мы доказали, что 
квадрат 6хб разрезать требуемым 
образом на плитки нельзя. 


Нравильное решение этой задачи прн- 
слали А. Костюрин из Московской области, 
И. Кашопов из Уфы, В. Шварц из Ленин- 
града и другие. В болынинстве из прислан- 
ных писем обсуждается общий вопрос: когда 
прямоугольник тЖп можно разрезать на 
плитки 1Ж2 без швов. Легко доказать, что 
прямоугольники 2жл, ЗХ пи 4 п разрезать 
таким образом нельзя. Если же м5, и->5 
н ти четно (последнее условие, разумеется, 
необходимо), то во всех случаях, кроме 
рассмотренного выше 6ж6, нужное разби- 
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ение существует. Для доказательства доста- 
точно придумать разбиение прямоугольни- 
ков 5Хби 6х8 и заметить, что из разбнения 
прямоугольника хп легко получить разби- 
ение прямоугольника (т-Е2)Х п (рис. 4 и 5). 


Н. Б. Васильев 
Ф72 


Почему в марте продолжительность дня 
меняется быстрее, чем в декабре? 

Изменение продолжительности дня 
связано с углом наклона земной оси 
к пяоскости орбиты движения Земли 
вокруг Солнца (=2=23,5°). Если бы зем- 
ная ось была перпендикулярна к пло- 
скости орбиты, продолжительность 
дня практически не менялась бы. 

Наклон оси в пространстве не ме- 
няется, а так как Земля вращается 
вокруг Солнца, то она видна с Солн- 
ца по-разному (рис. 6) — Солнце 
различное время освещает участки 
земной поверхности, и продолжитель- 
ность дня не постоянна. Очевидно, что 
в декабре и июне, когда в северном 
полушарии продолжительность дня 
соответственно минимальна или мак- 
симальна, а северный полюс наклонен 
от Солнца или к Солнцу, положение 
земной оси относительно Солнца ме- 
няется очень медленно. Медленно ме- 
няется и прололжительность  двя. 
В то же время в марте и сеитябре по- 
ложение оси меняется быстрее все- 
го -—— быстрее всего меняется и про- 
должительность дия. 

Интересно нарисовать примерный 


- график зависимости продолжитель- 


ности дня от времени года. Грубо — 
это синусоида (рис. 7). Скорость из- 
менения продолжительности дня, оче- 
видно, пропорциональна тангенсу уг- 


м 
СЕНТЯБРЬ 


чай ИЮНЬ 
м 

ОЙ $ 

$ фе 4е 


Рис. 6 5 









$ 
ДЕКАБРЬ 





продолжительность 





МАРТ ИЮНЬ — СЕНТЯБРЬ ДЕКАБРЬ МАРТ бремя 
года 


Рис. 7. 


ла наклона касательной к графику. 
В декабре и июне касательная почти 
горизонтальна (она горизонтальна 
22 июня и 22 декабря), а в марте 
и сентябре ее наклон максимален. 


Правильное решение прислали Ф. Тах- 
ватулин и 3. Таракулов (Ташкент). 
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Внутрь стеклянной трубки налит раст- 
вор сахара. Нижний конец трубки затянут 
пленкой, проницаемой для воды, но це про 
нинаемой для молекул сахара. Трубку по- 
гружают в сосуд © чистой водой до уровня 
растеора сахара н закрепляют в этом поло- 
женни. Уровень жидкости в трубке при этом 
начннает подниматься и через достаточный 
промежуток времени устанавливается на 
некоторой высоте над уровнем воды в сосуде 
(рис. 8) 

Чем объясиястся это засасываиие воды 
внутрь трубки? Откуда берется энергия для 
поднятия жидкости? 


Если в сосуде, разделенном: пере- 
городкой, находятся по разные сторо- 
ны перегородки два различных (или 
одинаковых) газа, то как только мы 
уберем перегородку, газы перемеша- 
ются так, что концентрация газовой 
смеси и давление во всех точках сосу- 
да будут одними и теми же. Причем 





Рис. 8. 


давление в сосуде будет равно сумме 
парцнальных давлений, то есть дав- 
лений, которые были бы в сосуде, 
если бы весь объем сосуда занимал 
только один из этих газов (закон 
Дальтона). Но стоит перегородку сде- 
лать проницаемой только для одного 
из газов, и картина получится другой. 
Давление по разные стороны перего- 
родки будет различным, причем будут 
одинаковыми парциальные давления 
газа, проходящего через перегородку. 

Похожее явление есть и в жидкос- 
тях. Если два раствора с различной 
концентрацией растворениого вещест- 
ва разделены границей, через которую 
могут проходить как молекулы раст- 
воренного вещества, так и молекулы 
растворителя (например, они разде- 
лены пористой перегородкой), то через 
некоторое время — обычно доволь- 
но большое, концентрация раствора 
благодаря диффузии станет одинако- 
вой. Это вы могли наблюдать, напри- 
мер, заваривая чай в чашке и ие поме- 
шивая его ложечкой. 

Иное дело, если жидкости разде- 
лены полупроницаемой перегородкой, 
через которую свободно проходит 
растворитель, но не проходят молеку- 
лы растворенного вещества. В этом 
случае растворитель будет переходить 
в раствор, и уровень жидкости в той 
части сосуда, в которой находится 
раствор, будет повышаться, пока не 
установится некоторая разность уров- 
ней между раствором и растворите- 
лем. При этом давление по разные 
стороны перегородки будет различ- 
ным (рис. 9). В правой части сосуда, 
в которой находится раствор, давле- 
ние на перегородку больше на величи- 





ну давления, оказываемого молекула- 
ми растворенного вещества. Это дав- 
ление носит название осмотического 
давления. Условие равновесия жид- 
костей в сосудах — это не равенство 
гидростатических давлений по обе 
стороны перегородки, а равенство, 
грубо говоря, давлений молекул раст- 
ворителя. 

Молекулы растворенного вещества 
ведут себя подобно молекулам газа. 
Они стремятся занять как можно боль- 
ший объем, передвинув перегородку 
(им это удалось бы, если бы перего- 
родка была подвижной). Но так как 
перегородка закреплена, то смещает- 
ся не она, а уровень раствора. 

Аналогия между поведением моле- 
кул газа и молекул растворенного ве- 
щества полная. Если раствор слабый, 
то молекулы растворенного вещества 
находятся далеко друг от друга и 
слабо взаимодействуют друг с дру- 
гом — так же как и молекулы ндеаль- 
ного газа (они взаимодействуют друг 
с другом только сталкиваясь). По- 
этому осмотическое давление р должно 
быть связано с объемом раствора У, 
температурой Т и числом п молей 
растворенного вещества такой же фор- 
мулой, как и давление идеального 
газа: 


рУ=пКТ 


(Ю — газовая постоянная). 

Этот закон был открыт и доказан 
экспериментально Вант-Гоффом. Ос- 
мотическое давление не зависит от 
природы растворенного вещества и 
определяется лишь концентрацией 
раствора. Для сильных растворов 
(растворов большой концентрации) 
можно записать уравнение, подобное 
уравнению Ван-дер-Ваальса для ре- 
ального газа. Если у нас имеются в 
растворе разные вещества, то, по 
аналогии с газами, осмотическое дав- 
ление равно сумме осмотических пар- 
циальных давлений отдельных раст- 
воренных веществ. Аналогично с иде- 
альным газом будет вести себя раствор 
в поле тяжести: именно таким же бу- 
дет распределение числа молекул 
по высоте. Это позволило Перрену 
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«взвесить» атом (см. статью М. П. 
Бронштейна «Как был взвешен атом», 
«Квант» № 2, 1970 г.). 

Энергия на поднятие жидкости бе- 
рется из тепловой энергии движения 
частичек растворенного вещества. Точ- 
но так же, как и настоящий газ, 
«газ» частичек растворенного вещест- 
ва, расширяясь и совершая работу, 
охлаждается. При этом, конечно, ох- 
лаждается весь раствор. 

Осмотическое давление — играет 
очень важную роль в жизни человека, 
животных и растений. Оболочки мно- 
гих органов представляют собой по- 
лупроницаемую перегородку — на- 
пример, стенки кровеносных сосудов 
и кишечника, поверхность корней 
растений и так далее. Именно осмотн- 
ческое давление обусловливает обмен 
веществ. 


Эту задачу правильно решилн многие 
читатели: В. Соколов (пос. Мышанск Гомель- 
ской обл., БССР), С. Арасланова (пос. Ннж- 
неивкино Куменского р-на Кировской обл.), 
Н. Федин (Омск), Н. Коленко (Бондар Одес- 
ской обл.), Н. Егоров (с. Майя Мечинокан- 
галасского р-на, ЯАССР), М. Козловский 
ке С. Панфинь — (Новосибирск), 

- Хмара (Ворошилозград), А. Фиалков (Ка- 
раганда), Т. Рудакова (Иркутсю, 0. Ким 
(Ульяновск), В. Тапезян (с. Мщарское Гу- 
даутского р-на, Абхазская АССР), К. Ки- 
риллов (Минусииск Ао края), 
О. Маслюк (Новомиргород Кировоградской 
обл.. УССР), М. Максименко  (Балаклая 
Харьковской обл.), А. Вере (Орехов За- 
порожской обл., УССР), С. Ивано {Москва). 
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Два конденсатора включены последо- 
вательно. Первый имеет емкость С; в рас- 
считан на максимальное напряжение (т, 
второй — емкость С, и рассчитан иа иапря- 
жение ({/,. К какому напряжению можио 
подключить эту батарею конденсаторов? 


Так как конденсаторы соединены 
последовательно, то их заряды ‘оди- 


наковы, а емкость батареи равна 
С „СС 

— с, +6, ` Если на батарею кон- 
денсаторов подано напряжение (/, то 
ее заряд будет равен 9=СИ = 


— _ СС 
ЕЕ Е: И. Этот заряд не должен 


превышать максимальный заряд, на 
который рассчитан каждый из кон- 
денсаторов: 9.=С:И. и 9.=С.0.. 
Поэтому должны выполняться нера- 
венства 


С.С. 
о 


ЗА 


Ясно, что заряд конденсаторов не 
должен превышать меньшего из воз- 
можных максимальных зарядов кон- 
денсаторов. Пусть для определен- 
ности 


9=С:И:<9.=С.И.. 


Тогда 


гс И < С 


И 


С: - С. 
с 


Если С, =С.Ц», то мы получаем 
естественный результат: 
С: + С: 


и= 


с. 0 = е, -6,- 


Правильное решение этой задачн прн- 
слалн В. Чупик (фо жок Калининской обл.), 
Н. Николаева {с. Белая Глина Краснодар- 
ского края), О. Маслюк (Новомиргород Ки- 
ровоградской обл.)., С. Иванов (Москва), 
В. Соколов (пос. Мышанск Гомельской обл., 
БССР), Н. Федин (Омск), Н. Коленко (Бон- 
дар Одесской обл.), Н. Алексеенко (Кировск 
Мурманской обл.}, А. Старченко (пос. Пет- 
ропавловка Петропавловского р-на Днепро- 
петровской обл.). М. Козловский (Москва), 
П. Хмара (Ворошиловград), Е. Головко (Став- 
рополь), В. Пархоменко (д. Поколюбичи Го- 
мельской обл.), Ю. Батыгин (Москва), 
М. Рамазанов (Махачкала, ДАССР), Е. Сви- 
ридчук (Ровенкн Ворошниловградской обл.). 
Г. Селина {с. Салтыково Пензенской обл.), 
В. Сычев (Алга Актюбинской обл.), А. Ко- 
стюрин (пос. Красново Московской обл.), 
К. Кириллов (Минусинск Красноярского 
края). 

И. Ш. Слободецкий 


ИГРА 
НА 
ПЛОСКОСТИ 


На плоскости нарисовано 
несколько точек (вершин). 
Некоторые из них соедннеиы 
отрезками. Вася и Петя нг- 
рают в такую игру: оии от- 
мечают поочередно вершн- 
ны — Вася крестиками, а 
Петя иуликами. После того 
как все вершины отмечены, 
Вася подсчитывает, сколько 
у него  «свонх» отрезков, 
то есть таких отрезков, у 
которых обе вершины отме- 
чены крестиками, а Петя — 
сколько отрезков у него. 
Выигрывает тот, у кого от- 
резков больше. Исследуйте, 
как нужно играть в эту иг- 
ру. Кто может обеспечить 
себе выигрыш или ничью? 
Разберите следующие слу- 
чаи: 

а) когда нарисован мно- 
ГОуголЬник; 

6) когда у нарисованиой 
фигуры в каждой вершине 
сходится ровно # отрезков; 

в) когла в разных верши- 
нах сходится разное число 
отрезков. 

“Л. Лиманов 


ФУНКЦИОНАЛЬНОЕ 
УРАВНЕНИЕ 


Дано уравнение: 
а-+-х ча—х 
маи) (=.)- 
= ЁЙХ. 
(тэЕП). 
Определить функцию | (х). 








Я. Килимник 





ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 





В текущем учебном году на страницах «Кванта» 
будет продолжена публикация материалов под руб- 
рикой «Практикум абитуриента». Поступающие в 
редакцию письма показывают, что этот отдел вызы- 
вает живой интерес у многих читателей журнала. 
Мы очень благодарны всем, кто высказал нам свои 
замечания и предложения. 

Конечно, нет никакой возможности осветить все 
вопросы, входящие в программу вступительных 
экзаменов по математике м физике. Да в этом и нех 
необходимости —эти вопросы изучаются в школе 
и подробно рассмотрены в школьных учебниках. 
Поэтому редакция наметила лишь некоторые темы, 
которые имеют принципиальное значенме м в том 
или ином виде наиболее часто используются при 
решении конкурсных задач, м обычно вызывают за- 
труднения у поступающих. 

„ Например, мы предполагаем рассказать о равно- 
сильности неравенств, о решении систем нелиней- 
ных уравнений, о задачах на комбинации простран- 
ственных тел, о графическом методе решения неко- 
торых задач на составление уравнений и т. д. По 
физике будут опубликованы статьи, касающиеся 
таких вопросов, как кинематическое уравнение дви- 
женмя, решение задач на равновесме тел, тепловые 
процессы, законы тока и другие. 

Эти статьи будут содержать по возможности 
подробное изложенме теоретического матермала, 
сопровождаться разбором задач, взятых мз прак- 
тики вступительных экзаменов. 

Мы предполагаем также в порядке информации 
помещать образцы вариантов по математике и фи- 
змке, предлагавшихся в 1971 году на вступительных 
энзаменах в различных вузах страны. Эти варманты 
будут снабжены топько ответами (ипи указа- 
ниями]) — надеемся, что читателям будет интересно 
самостоятельно попробовать свои силы на решении 
конкурсных задач. 






и 


КВАДРАТНЫЙ 
ТРЕХЧЛЕН 






7\чА 


Квадратным трехчленом называется многочлен второй степени общего 
вида 


М. С. Атамукас 


ах? - фх с, @=-0. 

На вступительных экзаменах по математике задачи, прямо или кос- 
венно связанные с квадратным трехчленом, предлагаются довольно часто. 
Да это и не удивительно — в школьной программе уделяется много места 
и времени изучению квадратного уравнения 


ах ох--с=-0, 


выяснению свойств квадратичной фуикции 
у-=ах?- 6х-- с. 


Эта функция встречается и в физике; например, при описании движения 
материальной точки, брошенной наклонно к горизонту. 

Школьники, конечно, хорошо знают все формулы, относящиеся к квад- 
ратному трехчлену, умеют они и изобразить график квадратичной функ- 
ции — параболу. Однако, когда речь идет о решении конкретной задачи, 
большинство пытается действовать чисто аналитически, привлекая лишь 
формулы. Между тем очень часто использование геометрических сообра- 
жений позволяет получить ответ проще н быстрее. 

Мы покажем на нескольких примерах, как важно бывает при решении 
задач мыслить одновременно и на алгебраическом, и на геометрическом 
языках. 

Для того чтобы проверить, насколько хорошо вы знакомы со свой- 
ствами квадратного трехчлена, рассмотрим сперва такую задачу (она пред- 
лагалась на устных экзаменах в МГУ). 

1. На рисунке 1 изображено несколько графиков квадратных трех- 
членов. Рисунок приблизительный, масштаб не указан. Для каждой из 
этих парабол определить знаки соответствующих коэффициентов а, в и с. 

Возьмем, например, параболу 4; она является графиком некоторой 
квадратичной функции 


р (< =ах2- вх--с. 


Так как ветви этой параболы направлены вверх, то коэффициент а>>0. 
(Докажите! Многие поступавшие объясняли это так: «В учебнике доказы- 
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Рис. 1. Рис. 2. 


вается, что если @>>0, то парабола направлена вверх». Убедительно ли 
такое объяснение?). Далее, коэффициент с равен значению функции у в 
точке х=0, то есть с-={ (0). Из рисунка видно, что парабола 4 пересекает 
положительную полуось ординат, а потому с>0. Абсцисса вершины па- 


раболы равна — =; Из рисунка ясно, что она положительна. Мы уже 


знаем, что а>>0, и, следовательно, 5<0. 

Ответ: @>>0, 65<0, с>0. 

Остальные случаи, представленные на рисунке 1, читатели могут 
разобрать самостоятельно. 

Во многих задачах необходимо выяснить поведение квадратичной 
функции } (х)=ах?-- фх--с на заданном промежутке (а, В), описать рас- 
положение корней этого трехчлена ‘относительно фиксированной точки 

= оси абсцисс и т. д. В этих задачах геометрический язык делает рас- 
суждения простыми и наглядными (и притом вполне строгими!). 

2. На оси абсцисс указан промежуток а<х<3В. При каких а, Бис 
уравнение 


ах2--фх--с=0, 50, 52—4ас>0 


имеет на этом промежутке только один корень? 

Иными словами, надо выяснить, при каких а, В и с график функции 
[ (х)=ах? + вх--с пересекает ось абсцисс на промежутке «< х<<В ровно 
один раз. 

Если пытаться решить этот вопрос аналитически, с помощью формул 
для корней х; и х. квадратного трехчлена, то условия, при которых только 
один корень лежит между числами а и В, записываются весьма громоздко. 
Геометрический же подход дает возможность получить это условие сразу 
и в простом виде. 

Представим себе, как может вести себя график трехчлена, удовлетво- 
ряющего поставленному в задаче условию; очевидно, возможно одно из 
четырех положений, представленных на рисунке 2. Заметим, далее, что 
в каждом из этих случаев значения функции } (х) в точках а и В имеют 
противоположные знаки, то есть 


[(@) [Г (В) < 0, 
или, более подробно, 
(ао? -- фа -| с) (ав? + Во —< 0. 


Это условие необходимо и достаточно для того, чтобы уравнение ах? -- 
-- 6х--с=0 (при 49520, 5?—4ас>>0) имело ровно один корень на интерва- 


ле (, В). 
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Итак графики помогли нам найти это условие. Они же подсказывают, 
как доказать, что это условие необходимое и достаточное. 

Необходимость. Пусть уравнение имеет два корня х, и 
хо (х,<ха), причем один корень лежит внутри интервала (<, В}, а другой — 
вне его. Тогда одно из чисел а, В лежит внутри интервала (х,, х.), а дру- 
гое — вне его. Но в школьном учебнике доказывается, что значения функ- 
ции [ (х) = ах? + Вх -Е с вне интервала (х,, х.) между корнями и значе- 
ния функции внутри этого интервала имеют противоположные знаки. 
Следовательно, | (©) } (В)< 0. 

Достаточность. Пусть числа |{ (@) и | (В) имеют разные знаки. 
Тогда *) 62— 4 >0, уравнение ах?--Ьх--с=0 имеет два корня х, и Хх», 
и значения Функции внутри интервала (х,, х.) и вне его имеют противо- 
положные знаки. Поэтому только одно из чисел «, В лежит внутри интер- 
вала (х/, х.). Но это означает, в свою очередь, что только одно из чисел 
х., х, лежит внутри интервала (<, В). 

Понятно, что квадратичная функция 


и=аха--Ьх-Ес, а2-0, 6?—4ас=0, 


Ь 
имеет лишь один корень х, = —5., ион лежит на промежутке (а, В), если 
Ь 
&< — 51 <. 
Применим изложенные только что соображения для решения следую- 
щей задачи, взятой из практики устных экзаменов. 
3. Доказать, что квадратный трехчлен 


Ро = +9 е-9 


имеет действительные корни при любом действительном \, если известно, 
что ровно одно из чисел с, 4 лежит между а и Б. 
Заметим, что 


Г (© =(с—а) (©с—5), а {(а=(4—а) (4-5). 


Согласно условию, одно из этих значений положительно, а другое — 
отрицательно. Следовательно, трехчлен имеет два действительных корня, 
причем один из них лежит на интервале (а, 6), а другой вне его. 
Рассматривая графики различных квадратных трехчленов, легко за- 
метить одно важное свойство: максимальные и минимальные значения 
квадратного трехчлена на отрезке |, В] могут достигаться только в трех 


с.едующих точках: в точке х = — если, конечно, она принадлежит 


‘За › 
отрезку [©, В}; в точке с; в точке В (в концах отрезка). Докажем это; бу- 
дем считать, что а>>0 (случай а<0 разбирается аналогично). 

Выделим из квадратного трехчлена полный квадрат: 


Но ай вх ена( Ха) 6-е. 
: 2а да 


Воспользовавшись такой записью, нетрудно показать, что при а>>0 функ- 
а 


ь кл % 

ция | (х) в точке х= — 51 Имеет абсолютный минимум, равный т: 
ь С 

на интервале т со, — 3 монотонно убывает, а на интервале [ А ©} 


монотонно возрастает. 


*) Проверьте сак остоятельно, что нз [ (а) [ (В) <0 следует № — 4ае> 0 
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Рис. 3. 


| Тоэтому, если 
= р —.рР, 


то функция } (х) на отрезке [, В] при- 
х 


Ь 
нимает наименьшее значение = В 


точке — 5 (см. график 7 на рисунке 3). 


Наибольшее значение, в силу моно- 
тонности, достигается в одном из концов 
интервала. 


Ь у 
Пусть теперь точка - >= находится вне отрезка [х, В] (см. графики 2, 


3 на рисунке 3). 

Тогда отрезок [, В | принадлежит одному из интервалов монотонности, 
и, следовательно, минимальное значение припимается в одном из его кон- 
цов, а максимальное — в другом. 

Попытайтесь теперь сформулировать необходимое и достаточное ус- 
ловие, при котором квадратное уравнение ах?--Ьх--с=0 имеет два корня 
на заданном промежутке о<х<Р. 

Замеченное свойство квадратного трехчлена облегчит нам ‘решение 
следующих задач. 

4. (МГУ, мехмат, 1970). При каких значениях параметра % неравен- 
ство 

$16 х -|- с058 х -- азтхс0$х— 0 


выполняется для всех х? 
Преобразуем левую часть неравенства: 


($112 х)3 -}- (с05? хз -- а ЧИ хсо$х = 
52 (5112 х -- ©0058 х) (утих — т? хс052 х -- с051х) -|- @ ПХ С05Х = 
== (311? х -1- с0$2х)? — 391? х 05? х] -- е511х с0$х == * 


В. ани 
228} — 4 $112 9х ЕЕ 5 м Хх. 

Обозначим $1 2х через у; очевидно, — |< у=<\1, коэффициент при у? 
отрицателен, поэтому на отрезке 1—1; 1] минимум квадратного трехчлена 


3 & 
ОЕ у? 54 -!- | достигается в концах отрезка. 


Следовательно, неравенство 


ти ++ 10 


выполняется на всем отрезке [--1; 1 в том и только в том случае, 
когда трехчлен неотрицателен в концах отрезка: 


З 2 : 
== (—1+5-(-0-120, 


Арс" То 


1 1 
то ССТЬ Ч и @=— 35+ 
ь 1 


1 
Ответ: данное неравенство выполняется для всех х при 0 ь 
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Рис. 4. Минимум при Ё- А. Рис. 5. Минимум при Ё == Ц. 


5. (ЛГУ, матмех, 1966). Ракета должна пройти отрезок, равный Н. 
Она начинает движение с постоянной скоростью о и в любой момент 
времени может включить дополнительный двигатель, дающий постоянное 
ускорение а (@0) и работающий до конца пути. Расход топлива на 
участке пути с постоянной скоростью пропорционален времени движе- 
ния, @ при включенном дополнительном двигателе — квадрату времени 
с коэффициентами пропорциональности Е и №», соответственно (Ел, 

^›>0). Какое время ракета должна двигаться с включенным дополнитель- 
ным Овигателем, чтобы общий расход топлива был наименьшим? 

Пусть т — время движения ракеты с постоянной скоростью, Е — время 
движения с включенным дополнительным двигателем, А — расход топлива. 
Из уравнений: 


Нор“ ‚ А = ВВ 
находим 
"= (Н-и-%), А (&-3) 8 ‚ие. МАН, (*) 
Заметим, что О 4, где & — иные корень уравнения 
рые НРУ : 


(Это время полета в том случае, если А включен с самого начала.) 
Нужно найти минимум функции А=А (1 (›+), заданной на отрезке [0, &]. 


1} о < 0. Вершина параболы А=А (1) имеет абсциссу 
д 


ак 
2 (, -%) 


Парабола расположена так, как указано на рисунке 4. Минимум 
при #=%. 


вы 





<0. 


аЁ: 


2) А—5, =0; А=- в ды. Минимум при #—=& (рис. 5). 


3) К.— 0 Абсцисса вершины параболы 


ва” рем 
ЕО О: 
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Рис. 6. Мннимум прн {= Е. Рис. 7. Минимум прн {= &. 


Если #< В, то минимум при Ё=# (рис. 6). 
Если #4, то минимум при {= (рис. 7). 
Ответ: Если З0,-—@Ё,>0 и 
о ОЕ. Ы ще Уй-2аН 
ЗиК. — ай, а > 


то 
ок 


е Зо — ак, 
Если 29Е.—аК.=<0 или 20Ё.—@Ё,>0 и 
о >> —о-+- Уз 2аН 
ФоЕ, — аЁ: а ы 


то 
оу 


а 


= 





Упражнения 


1. Указать условия, при которых оба корня трехчлена { (х)= ах?-- ьх-Ёс меныхе за- 
данного числа @. 

2. Указать условия. при ‘которых данное число &х лежит между корнями трехчлена 
р од=ах-Нфх-нс. 

3. (МГУ, отделение структурной лингвистики, 1968). Найтк все те зиачекия парамет- 
ра 6. при которых оба корня квадратного Уравнения х2—26х—1==0 действительны и не 
превосходят по модулю 2. 

4. (МГУ, физфак, 1965). Найтн все зиачения а, прн которых корни уравнения х?-|- 
+ х-га-0 действительны и больше а. 

5. (МГУ, отделение биологии, 1969). Найти все значення а. при которых система 

{ ха -|- уп 


ху 


ИЕ 


а, 
а 


имеет единствениое решенне. . 
6. Радиус основания прямого кругового конуса равен А, а его высота равна Н. Опре- 
делить высоту цилиндра, вписанного в этот конус и нмеющего нанбольшую боковую по- 
верхность. 
7. (МГУ, отделение структурной лннгвистикн, 1969). Указать все корнн уравнения 
х-Г 1 = с0$х. у 
8. (МГУ, физфак, 1964). Найтя все значения т, при которых выражение х?-Нтх-|- т?-- 
{6 будет отрицательно при вссх значениях х, удовлетворяющих неравенствам |<х<2. 
9. (МГУ, физфак, 1963). Снаряд вылетает из орудия под углом @ к горизонту со ско- 
ростью и. В самой верхней точке траектории сиаряд разрывается на две равные по массе 
части, причем скоростн частей тут же после взрыва горизонтальны и лежат в плоскости 
траектории. Одна половина снаряда упала на расстоянин 5 от места выстрела. Определить 
место падения второй половнны, если нзвестио, что она упала дальше первой. Считать, 
что полет снаряда происходнт в безвоздушном пространстве. 
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И. А. Зайцев 


_ Кинематика 





Как вы решаете задачи на кине- 
матику? Сколько формул вы помните? 
5? 10? 15? Очень часто решение задач 
начинается с выписывания большого 
количества формул — формулы для 
пути, пройденного телом за п-ю се- 
кунду, формулы для отношения пу- 
тей, пройденных телом за последо- 
вательные промежутки времени, фор- 
мулы для разности квадратов скорос- 
тей тела и так далее. Затем эти фор- 
мулы пытаются подставлять друг в 
друга, делить, множить... Иногда та- 
ким способом удается найти ответ. 
Но чаще всего задачи на кинемати- 
ку — непреодолимая преграда. Это, 
пожалуй, один из самых трудных 
разделов для абитуриентов. Хотя дол- 
жен быть одним из самых простых. 
Давайте разберемся в нем. 

Будем сначала говорить о прямо- 
линейном движении тела. Если пря- 
мую, вдоль которой оно движется, 
принять за ось координат ОХ (точка 
О — начало координат), то положение 
тела определяется его координатой х. 
При движенин с постоянным ускоре- 
нием координата тела меняется со 
временем по закону 





а? * 
Хх = Хх 0 + ри. (*) 
где х, — начальная координата тела 
(при #=0), % — его начальная ско- 
рость и @ — ускорение. Уравнение 
(*) и есть кинематическое уравнение 
движения тела. Конечно, уравнение 


(*) — проекция на ось х векторного 
уравнения для радиуса-вектора г, 
определяющего положение центра 
масс тела (рис. 1). Поэтому проекция 
на ось ОХ тех векторных величин, 
которые направлены так же, как и 
ось ОХ, положительны, а тех, которые 
направлены в противоположную сто- 
рону,— отрицательны. Это нужно 
учитывать, подставляя эти величины 
в уравнение (*). 

Подчеркнем еще раз: уравнение 
(*) — уравнение для координаты те- 
ла, а не для пути, пройденного им. 
Путь — ноложительная — скалярная 
величина, которая не может умень- 
шаться. В то же время, координата 
тела может вести себя как угодно. 
Например, если ©, положительно и 
@—=— а, отрицательно (вектор скорос- 
ТИ У. направлен в ту же сторону 





Рис. 1. 


что и ось ОХ, а вектор ускорения 
а — в противоположную), то коорди- 
ната тела вначале будет увеличивать- 
ся, а затем уменьшаться. Это сразу 
видно из графика зависимости х от # 
(рис. 2). Через некоторое время после 
начала движения координата станет 
отрицательной. Только в том случае, 
когда тело движется в одну сторону, 
путь, пройденный телом, равен аб- 
солютному значению изменения его 
координаты. Поэтому, если нам нуж- 
но найти путь, пройденный телом за 
какое-то время, приходится разби- 
вать движение на участки, на кото- 
рых тело двигалось в одну сторону, 
находить изменения координаты тела 
на этих участках и складывать их 
абсолютные величины. Но в этом нет 
необходимости, еслн нас интересуют 
другие величины — координата, вре- 
мя, скорость и ускорение. Нужно 
просто воспользоваться кинематиче- 
ским уравнением движения (*}. 

Решим с его помощью следующую 
задачу. 

Задача 1. Камень брошен вер- 
тикально вверх. Через какое время 
он упадет на землю? 

Выберем ось координат, направ- 
ленную вертикально вверх, с нача- 
лом координат, связанным с землей. 
В этом случае х,=0, о,>биа 
=-=6<0. Поэтому 


{= 
хни (©. (1) 


В момент падения на землю х=0. 
Подставляя это значение х в кинема- 





Рис. 2. 


тическое уравнение движения камня 
(1), получим уравнение 


2 — 20 == 0, 


решая которое, найдем 


н=0, =. 

Значенне {1-0 соответствует мо- 
менту бросамия камня; 2, — время 
движения камня. ` 

Конечно, уравнение движения ои- 
ределяет координату тела в любой 
момент времени. Воспользовавшись 
этим, найдем, например, тот момент 
времени, когда камень находился ва 
высоте й. Подставляя в уравнение 
движения х=-й, Получим 





2 
Й = 9 —8-. 
Отсюда 
%— И 08 — 2 
а 
20 = и 95 — Зов. 
т — на . 


На высоте А тело было дважды — 
в момент {, прн подъеме и в момент 
1, при спуске (конечно, 28й<15, так 
как максимальная высота подъема 


ь 
ни 
тела`. тик -= Зи: 


Часто нам нужно знать скорость 
тела в разные моменты времени. Так 
как у=У,-|-а[, то для проекции ско- 
рости на ось ОХ имеем 


о ра. (**) 


Это второе кинематическое урав- 
нение движения — уравнение ско- 
рости. Оно, конечно, тоже справед- 
ливо во все время движения тела, 
если только ускорение а было посто- 
ЯННЫМ. 

Найдем, например, скорость камня 


в момент падения на землю. В этом 
ке { 250 
случае а = —& = =, ` Поэтому 


2 
и (15) 5—8 = ‘ау 


то есть в момент падения на землю 
скорость камня равна начальной, но 
направлена в противоположную сто- 
рону. 

Уравнение (**) позволяет легко 
найти время &, подъема камня. Так 
как в точке максимального подъема 
скорость камня равна нулю, то 


0=ш—в&. 
Отсюда 1, ==. Время подъема кам- 


ня равно половине времени полета. 
Мы видим, что два уравнения — для 
координаты н для скорости позволяют 
получить ответ на любой вопрос отно- 
сительно движения камня. Именно их 
и нужно всегда помнить. 
Решим еще одну задачу. 
Задача 2. Свободно падающее 
тело за последнюю секунду прошло 
\/, своего пути. Сколько секунд (п) 
и с какой высоты (В) падало тело? 
Примем за начало координат точку 
бросания, а ось координат направим 
вертикально вниз. Тогда координата 
тела зависит от времени по закону 





_ 8 
Е 
(%=0, хх=0, а=2). Если тело падало 
п секунд, время падения равно 
п-т (1==1 сек), и 
2т2 
в". (1) 


Через время (п—1)т после начала 
движения координата тела была 


равна -5_А. Поэтому 


о — 42 
я =. (2) 

Решая уравнения (1) и (2) совмест- 
но, найдем, 


уз 
уу == 5,45, 
Можно было выбрать и другую 
систему координат, например, свя- 
занную с землей и осью координат, 
направленной вверх. Тогда уравнение 
движения тела было бы таким: 


п = Й == 145 м. 


в (%=й, %=0, а= — 8). 


Здесь при Ё=ит х=0, а при 
1 
=(п— рт х=- А. 


Можно выбрать и еще одну систе- 
му координат — с началом в точке 
бросания и осью, направленной вверх. 
В этой системе 

а: 
х =: 5; 


при {=пт х=—й, при Ё=(п-—1)х 
2 
ак 


В данной задаче выбор системы 
координат не очень существен, но 
часто, удачно выбрав систему коордн- 
нат, можно значительно упростить 
решение. 

Решим, например, такую задачу. 

Задача 3. С каким промежут- 
ком времени т оторвались от крыши 
две дождевые капли, если через вре- 
мя & после начала падения второй 
капли расстояние между каплями бы- 
ло равно {2 

Эту задачу можно, конечно, ре- 
шать в системе координат, связанной 
с крышей (сделайте это сами). 

Но удобнее перейти к системе ко- 
ординат, связанной со второй каплей. 
Так как капли падают с одинаковым 
ускорением относительно земли, то их 
относительное ускорение равно нулю: 
капли движутся друг относительно 
друга равномерно. Их относительная 
скорость равна скорости первой кап- 
ли относительно земли в момент отры- 
ва второй капли и,=ат. Уравнение 
движения первой капли в системе 
координат, связанной со второй, вы- 
глядит так: 


Хх = и - Хо, 


з 
где х =>. При Ё=Ь х=, то есть 


2 
= +. 


Решнв это уравнение, получим 


ответ: 
1 
т = У На. 


Решим еще такую задачу. 
49 


Задача 4. Снаряд взрывается 
в некоторой точке траектории. На 
какой поверхности будут находиться 
осколки снаряда через некоторое вре- 
мя Е после взрыва? 

В системе координат, связанной с 
точкой взрыва снаряда и движущейся 
с той же скоростью, что н снаряд, и 
с тем же ускорением относительно 
земли, осколки снаряда движутся 
равномерно. Поэтому через время { 
каждый из них будет находиться на 
расстоянни {от точки взрыва (5 — 
скорость осколков в нашей системе 
координат). то есть все они будут на- 
ходиться на сфере радиуса и? с цент- 
ром в точке взрыва спаряда. 

Попробуйте решить эту задачу в 
системе координат, связанной с, зем- 
лен. 

В заключение разберем случай, 
когда тело движется ио криволиней- 
ной плоской траектории с постоянным 
ускорением а. В этом случае, спроек- 
тировав скорость у, и ускорение а 
тела на два взаимно перпендикуляр- 
ных направления — на оси ОХ и ОУ, 
нолучим два однотипных уравнения 
движения: 





ах 
х=Ж ох +5, 
я ау? 
у=% Но 4-65, 
и два уравнения для скорости и тела: 
и; = ох + @, 0, = %0у - а.Ё. 
(Если траектория движения тела 


не лежит в одной плоскости, то мы 
должны записать три уравнения.) 


Раешим с помощью этих уравнений 
следующую задачу. 

Задача 5. Самолет летит го- 
ризонтально на высоте Й со скоростью 
и. Летчик должен сбросить бомбу 
в цель, лежащую впереди самолета. 
Под каким углом @ к горизонту он 
должен вндеть цель в момент сбра- 
сывания бомбы? 

Выберем неподвижную относи- 
тельно земли систему координат с на- 
чалом координат в точке, в которой 
находился самолет в момент сбрасы- 
вания бомбы (рис. 3). Начальная 
скорость бомбы равна У, н горизон- 
тальна, а ускорение а=в направле- 
но вдоль оси у. Поэтому 


Хх= Е, 
‚=. 


В момент & падення бомбы на землю 
в выбранной нами системе координат 
х=%, а у=й (см. рис. 4), поэтому 


=, 


& 
& 1 
АЕ ЕВ , 
{са = у 


Решим еще одну задачу. 

Задача 6. Камень бросают го- 
ризонтально со скоростью %5 с горы, 
уклон которой равен я. На каком 





Рис. 3. 


Рис. 4. 


== чо 


———^ 


ря 


Рис. 5.°' 


расстоянии [. от места бросания ка- 
мень упадет на землю? 

В системе координат, показанной 
на рисунке 4, положение камня в 
момент времени { определяется коор- 
динатамн 


{2 
ЖЕ у=&-. 


В момент № падения на землю х-== 
= 2.<03@, а и= Гута, то есть 


[.с0$ “ — ОЕ 


2 
ЕП а = 5. 


Отсюда { 
Рорзт а 


__ рсо а ` 


Можно было бы выбрать и другую 
систему координат, например, пока- 
занную на рисунке 5. Иногда это бы- 
вает удобно. В этой системе коорди- 
нат 


ох = 0 С0$@, — боу = па, 





а, =&то и а, = — 9соза. 
Поэтому 
5, ата. 
Х— 0 <08 9 + = —, 
: с05 © 12 
у= ооо — В. 








Рис. 6. 


Подставаяя В ЭТИ уравнення значения 
хиу при 1=& (х=[, у=0) и ре- 
шая их совместно, найдем ответ. 


Упражнения 


1. Камень свободно падает с высоты Й. 
За какое время он проходит последний метр 
своего пути? 

2. Камень, брошенный — вертикально 
вверх, на высоте д побывал дважды с интер- 
валом. времени т. С какой начальной скс- 
ростью он был брошен? 

3. Камень бросают вертикально вверх 
со скоростью и © высоты А от поверхностн 
земли. В этот же моменте земли со скоростью 
и, бросают вертикально другой камень. 
Через какое время камни окажутся на од: 
ной высоте? Какова будет эта высота? 

4. Цель, находящаяся на вершине хол- 
ма, видна под углом © к горизонту с того 
места, где находится орудне. Как должен 
быть направлен ствол орудия к горизонту, 
чтобы попаданне было точным, если началь- 
ная скорость снаряда и. а высота холма 
равна #2? 

5. Камень бросают в реку. Какой будет 
картина волн? Нарнсуйте ее. 

6. Два автомобнля одновременно про- 
шли перекресток н едут по улнцам, состав- 
ляющим утол @ друг с другом (рис. 6). Ско- 
рости автомобилей равны и; Н \.. Через 
какое время расстоянне между автомобиля- 
ми будет равно {2 

Указание. Удобно выбрать систему 
координат, связанную с одним из автомоби- 
лей. В мей скорость второго автомобиля по- 
стоянна н равна 


Уоти= + (—му). " 


мм 
| РВ. 





Конь Аттилы 


Совсем не обяза- 
тельно быть шахма- 
тистом, чтобы знать, ка- 
кая шахматная фигура 
самая удивительная. Ко- 
нечно, это’ конь. Не 
случайно выражение 
«ход конем» стало кры- 
латым и прочно вошло 
в наш быт. А  грос- 
смейстер-остроумец С. 
Тартаковер прямо счи- 
тал, что «вся  шах- 
матная партия — это 
однн замаскированный 
ход конем». Вот почему, 
переходя от шахматной 
доски к фигурам, хо- 
чется прежде всего оста- 
новиться на задачах, в 
которых участвует конь. 

Несомненно самой 
трудной и интересной 
среди них является 
знаменитая задача, ко- 
торая так и называет- 
ся «Ход конем». 

Требуется обойти ко- 
нем все поля шахматной 
доски, не побывав дваж- 
ды ни на одном из них. 

В свое время эта 


задача привлекла серь- 
езнсе внимание таких 


крупных математиков, 
как Эйлер, Муавро, Ван- 
дермонд, Гамильтон. 
Первым ее подробно ис- 
следовая великий Эй- 
лер н поэтому часто она 
носит  сго имя. Сам 
Эйлер сначала был уве- 
реи в том, что задача 
не решается, и лишь 
позднее разработал этот 
вопросе математически. 

Однако до сих пор не 
удалось найти общего 
метода решения и уста- 
новить их число. До- 
казано лишь, что оно 
превышает 3  мил- 
лнон и не больше чем 


бк (число сочетаний 


из 168 элементов по 63, 
состоит из ста цифр). 
Еще со времен Эй- 
лера известен так на- 
зываемый «раздель- 
ный ход Коня». Он 
заключается в нахож- 
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Рые. 1. 


дении 
половине 
симметричном 
ровании и 
нии обоих 
(рис. 1). 
Приведенный мар- 
шрут замкнут — с ко- 
нечного поля е4 конь 


маршрута по 
доски, его 
дублк- 
соедине- 
маршрутов 


в один ход может вер- 
нуться на начальное 
с5. Из этого следует 


существование решения 
для любого начального 


поля. 
Многие составители 
графиков «хода коня» 


стремились внести в свое 
занятие, насколько это 
возможно, эстетический 
элемент и достигли до- 
вольно любопытных ре- 
зультатов. Вот четыре 
наиболее достопримеча- 
тельных примера этого 
рода (рис.2а, 6, в). Пер- 
вый изображает крест, 
второй — букву № (На- 
полеон), график треть- 
сго автора напоминает 
вазу, а последний при- 
мер представляет собой 
внутренний вид  цвет- 
ка, части которого рас- 
положены в высшей 
степени симметрично 
(рисунок на обложке; 
здесь, кстати, ход коня 
не замкнут). 


——— 


—— 





Рис. 2а. Крест. 


Как уже говорилось, 
общего алгоритма для 
«хода коня» пока не 
найдено. Одпако на 
практике всегда оправ- 
дывается следующее 
правило, хотя оно и не 
подтверждено теорети- 
чески. 

Коня следует всякий 
раз ставить на поле, 
из которого он может 
совершить наименышее 
число прыжков на еще 
не пройденные поля; ` ес- 
ли таких полей не- 
сколько, то разрешается 
выбирать любое из них. 

Применение этого пра- 
вила на практике на- 
столько эффективно, 
что с его помощью конем 
можно обойти всю дос- 
ку даже в том случае, 
если несколько на- 
чальных ходов  сде- 
лано произвольно. На- 
пример, на рисунке 
3 конь уже сделал 40 
ходов (числа в клетках 
соответствуют номе- 
рам ходов). В этой 





Рис. 26. № (Наполеон). 


довольно трудной ситу- 
ации, пользуясь сформу- 
лированным правилом, 
коню удается благоно- 
лучно закончить пу- 
тешествие. С поля 40 
он мог бы пойти (кро- 
ме поля 41) на поля 43, 
45, 49 и 59 (рис. 4). 
Из них поле 43 «свя- 
зано» с тремя свободны- 
ми клетками: 42, 44 и 
60. По три хода можно 
сделать и с каждого из 
полей: 45, 49 и 59. Что 
же касается поля 41, 
то с него имеется толь- 
ко два свободных вы- 
хода, а именно: на 42 
и 48; этим и объясия- 
ется выбор поля 41. 

При следующем ходе 
возникает вопрос от- 
носительно полей 42 
и 48. Из них второе 
связано с четырьмя сво- 
бодными клетками, а 
первое только с одной — 
43. С поля 43 у коня 
выбор между полями 
44 и 60, причем каждое 
из них связано с тре- 








Рис. 28. Ваза. 


мя свободными. Не на- 
рушая правила, можно 
выбрать любое из них 
(мы предлагаем поле 44). 
Продвигаясь далее та- 
ким же образом, в кон- 
це концов конь попада- 
ет на поле 64 (рис: 4.) 

Чтобы указать еще 
одно эффектное реше- 
ние задачи, сделаем не- 
большое отступление. 

Квадрат — размером 
пхп, заполненный. чис- 
лами от | д0 п*, назы- 
вается магическим (или 
волшебным), если суммы 
чисел, расположенных в 
каждом из его столб- 
цов и строк, — равны 
между — собой. 

Хотя  непосредствен- 
ного практического прн- 
менения такие квадраты 
не имеют, они все же 
являются достаточно ин- 
тереснымии  математи- 
ческими объектами, и 
им посвящено немало 
книг. Теперь взглянем 
на еще один «ход коня» 
(рис. 5), придуманный 








Рис. 6. 


около ста лет назад из- 
вестным русским. шах- 
матистом К. Янишем. 
Легко убедиться, что 
этот квадрат магиче- 
ский, а все упомянутые 
суммы равны 260. Приве- 
денный «магический ход 
хоня» может быть от- 
несен к числу особен- 
но интересных, так как 
он обладает не только 
указанным свойством. 
Само построение его на- 
столько симметрично, 
что при повороте доски 
на 1807 первая ее полови- 
на (поля 1—32) превра- 
щается во вторую (по- 
ля 33—64). Любонытио, 
что такой «ход коня» 
привел Н. Рудина к ги- 
потезе, утверждающей, 
что шахматы происхо- 
дят из магических 
квадратов *). 

Особый интерес пред- 
ставляет замкнутый «ход 
коня». Покажем, что на 
доске размером 4х п, 
где п — любое нату- 
ральное число (рис. 6}, 
замкнутого маршрута не 
существует (обычное ре- 


щение имеется, напри- 
мер, при п = 3). 
Предположим про- 


тивное, то есть, что 
маршрут обхода сущест- 
вует. На крайние поля 
конь попадает только со 





*) Подробнее об этой ги- 
потезе можно прочитать в 
книжке ее автора: Н. Ру- 
дин, Ог магического квад- 
рата к шахматам, М., «Про- 
свещение», 1969. 
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средних (мы называем 
крайнимн те поля, ко- 
торые расположены на 
верхней и нижней гори- 
зонталях, а средними — 
остальные). Если конь 
обошел все поля, соб- 
людая условия задачи, 
то 2п ходов были сде- 
ланы с крайних полей на 
средние. Тогда остав- 
шиеся 2п ходов он со- 
вершнил со средних по- 
лей на крайние. С каж- 
дым ходом цвет поля, 
на котором стоит конь, 
меняется, поэтому все 
поля крайних горизон- 
талей должны быть ок- 
рашены в одии цвет, а 
средних — в другой. 
Противоречие. 

Заканчивая обсужде- 
ние задачи о ходе коня, 
заметим, что она явля- 
ется частным случаем од- 
ной важной математиче- 
ской проблемы, заклю- 
чающейся в нахождении 
так называемого гамиль- 
тонова пути в сим- 
метрическом графе **). 
Этим, видимо, и объяс- 
няется ее особая прн- 
влекательность для ма- 
тематиков. 

Рассмотрим еще од- 
ну задачу о коне. 

Нусть на шахмат- 
ной доске находятся бе- 
лый конь и черный ко- 
роль, причем  обуслов- 
лен ряд «сгоревших» кле- 





**) См. Берж, Теория 
трафов и ее применевия, 
ИЛ, М., 1962. 


ток (на рисунке 7 они 
залиты тушью). Гребу- 
ется добраться конем 
до клетки с королем, 
а затем вернуться на 
исходную, причем по до- 
роге нельзя становиться 
ни на «сгоревшие клет- 
ки», ни на уже пройден- 
ные клетки. 

Эта задача известна 
под назваиием «Задача 
о коне Аттилы». «Тра- 
ва не растет там, где 
ступил мой конь! ;— 
похвалялся вождь гун- 
нов, намекая, что пред- 
водительствуемые = им 
полчища — увичтожают 
все живое на своем пути. 
Такого сорта задачи воз- 
никают при  нахожде- 
нии пути, ведущего из 
лабиринта, и подробно 
решаются в различных 
книгах по теории гра- 
фов. В нашем же при- 
мере конь Аттилы дол- 
жен передвигаться сле- 
дующим образом: 
Ко4—16— е8—57—е6— 

18 —96—е7—с6— 
а5:63—92—Ъ1—а3— 
55—96—17—16—54. 

То обстоятельство, что 
конь на каждом ходу 
меняет цвет поля, игра- 
ет немаловажную роль, 
в чем мы уже имели 
возможность убедиться. 
Вот еще один вопрос на 
эту тему. 

Может ли конь, от- 
правляясь с а1, добрать- 
ся до |8, ступив на каж- 
дое поле доски равно 
один раз? 

Конечно, ответ отри- 
цательный. На каждом 
нечетном ходу конь по- 
падает на белое поле,. 
так как исходное яв- 
ляется черным. Однако 
число 63 (на этом ходу 





Рис. 7. 


конь должен прибыть на 
18) — нечетное, а по- 
ле 68 — черное. За- 
дача очень проста, но 
любопытно, что за нар- 
тией шахматисту иногда 
приходится решать по- 
добные задачи. 
Посмотрите, — напри- 
мер, на рисунок 8. В 
этом окончаним ничья 
достигается только пу- 
тем 1. Кре Теперь бе- 
лый король будет пере- 
ходить с`с| на с? и 
обратно, занимая каж- 
дый раз поле того же 
цвета, что и конь. В про- 
тивном случае (1. Крс2) 
король легко оттесняет- 
ся. Черный конь прихо- 
дит на 43 в тот момент, 
когда белый король сто- 
ит на с2. После этого 
поле с1 для него не- 
‘доступно, черный ко- 
роль вырывается из за- 
точения, и пешка про- 
ходит в ферзи. Аналогия 
между этой шахматной 
задачей и приведенной 
выше — математической 
очевидна. В заключение 
рассмотрим “еще один, 
более сложный — шах- 
матный пример. На ри- 
сунке 9 в основе остро- 





Рис. 8. 


умного этюда (В. Чехо- 
вер, 1937 г, Белые на- 
чинают и выигрывают) 
также лежит свойство 
коня на каждом ходу 
менять цвет поля. 

Путь к выигрышу 
один: уничтожить коро- 
лем черного коня №8 
н провести пешку в фер- 
зи, так как остальные 
фигуры белых скованы. 
Однако белые поля для 
короля «минированы» — 
с шахом отойдет слон 
Й и затем последует 
{2—ИПФ. Ничего не да- 
ет прямолинейная по- 
пытка: 1.Крб? КЕ 
2. КрсЗ КВ8 3. Крд4 К 
(прикрывая поле е5) 
4. Крс5 К!8 5. Краб 
К26! (прикрывая поля 
еб и е7) или 4. КреЗ 
КИ8 5. Кр4 КЁ"! (при- 
крывая поля е5 и 55}. 
Надо изменить соответ- 
ствие цветности для 
короля и слона. Сна- 
чала по черным полям 
король отправляется на 
единственное безопасное 
белое поле — а8, а 
уже затем прорывается 
к полю 28. 

В следующий раз мы 
еще встретимся с зада- 


8 
7 
6 
5 
4 
З 
м 
1 


Рнс. 9. 
чами о коне, а пока 
предлагаем несколько 


задач для самостоятель- 
ного решения. 


1. Имеется шахматная 
доска размером 3Х3. В ее 
верхних углах стоят два чер- 
ных коня, а в нижних — два 
белых (рис. 10). Доказать, 


ты 





Рис. 10. 


что нужно сделать не менее 
16 ходов, чтобы поменять 
местами белых коней с чер- 
ными. 

2. Доказать, что шахмат- 
ную доску размером (4А-|- 1) Х 
х (4Е--Т) можно обойти хо- 
дом коня, побывав на кажлом 
поле ровно но одному разу. 

3. Сколькими способамн 
уожно расставить на шахмат- 
ной доске белого и черного 
коней так, чтобы онн не 
могли бить друг друга? Тот 
же вопрос для доски тхл. 

4. На скольких разлнич- 
ных полях бесконечной шах- 
матной доскн может очутить-. 
ся конь, совершив П ходов 
от данного поля? 

5. Обычный ход коня Х |. 
Рассмотрим теперь ход коня 
тхп. Какими должны быть 
числа ти п, чтобы с данного 
поля конь мог попасть на 
любую клетку бесконечной 
шахматной доски? 


и 
ГАЯ 
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ИСТОРИЯ ИЗОБРЕТЕНИЯ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО КОНДЕНСАТОРА 


Первая половина ХУПТ века была 
временем быстрого накопления опыт- 
ных фактов об электрических явле- 
ниях. Именно в это время, например, 
выяснилось, что существуют два рода 
электричества. 

Однако само явление электриза- 
ции тел, природа электричества ос- 
тавались совершенно загадочными. 
Обычно считалось, что электричест- 
во — это особая жидкость, содержа- 
щаяся в каждом заряженном теле. 
А наблюдавшееся уменьшение заря- 
да на телах естественно трактовалось 
как «испарение» этой электрической 
жидкости. Столь же естественной бы- 
ла идея попытаться предотвратить 
такое «испарение», поместив заряжен- 
ное тело в... бутылку, выбрав в ка- 
честве заряженного тела воду. 

Такой именно опыт поставил в 
1745 году настоятель одного из собо- 
ров в Померании Юрген фон Клейст 
(по другим сведениям оныт был по- 
ставлен с целью получить заряжен- 
ную воду, якобы полезную для 
здоровья). Он наполнил водой бу- 
тылку, закрыл ее пробкой, а через 
пробку ввел в воду металлический 
стержень (попросту геоздь). Присое- 
динив внешний конец стержня к 
электрической машине, которая в те 
времена представляла собой вращаю- 
щийся стеклянный шар, о который 
терлась рука — экспериментатора, 
Клейст сообщил воде значительный 
электрический заряд. И тут случи- 
лось непредвиденное. Взяв одной ру- 
кой бутылку, он имел неосторожность 
прикоснуться другой рукой к высту- 
павшему из пробки концу гвоздя, и 
при этом ощутил в руках и плечах 
сильнейший удар, вызвавший онеме- 
ние мышщ. Потрясенный случившим- 
ся, он сообщил об этом в письме од- 
ному из своих друзей. 
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По случайному совпадению, почти 
такой же опыт и почти в то же время 
был поставлен в голландском городе 
Лейдене профессором университета 
Мушенброком. Только вместо 
толстостенной бутылки Мушенброк 
воспользовался  тонкостенной сте- 
клянной банкой. Зарядив воду и взяв 
банку в одну руку, он тоже прикос- 
нулся другой рукой к металлическо- 
му стержню, служившему для подво- 
да заряда к воде. При этом Мушен- 
брок ощутил такой сильный удар 
в руки, плечи н грудь, что потерял 
сознание.и два дня приходил в себя. 
Сообщая об этом «приключении» в 
письме своему франиузскому коррес- 
понденту, Мушенброк добавляет, что 
не согласился бы повторить опыт, 
даже если бы ему было обещано 
французское королевство! 

Сначала наблюдения Клейста и 
Мушенброка были понятны, как про- 
явления так называемого «живого 
электричества», поскольку в этих опы- 
тах такую важную роль нграли руки 
человека. Но довольно скоро стало 
ясно, что рука, держащая банку, и 
заряженная жндкость в ней являют- 
ся, как мы теперь говорим, обкладка- 
ми конденсатора и что еще более эф- 
фективный прибор получится, если 
внешнюю и внутреннюю поверхности 
стенок банки покрыть слоем металла, 
например, оловянной фольги. 

Так появился на свет первый 
электрический конденсатор, который 
французский физик Жан Нолле на- 
звал Лейденской банкой — название, 
не забытое и в наши дни. 

Вероятно, отголоском тогдашних 
наивных представлений об электри- 
честве и о «бутылочном» происхож- 
дении конденсатора осталось слово, 
обозначающее главную характеристи- 
ку конденсатора — емкость. 
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КАК ВИДЯТ НЕВИДИМОЕ 


Люди невероятно быстро 
привыкают к самым удивни- 
тельным достижениям науки 
и техники. Можно лн кото- 
нибудь сегодня озадачить ра‹- 
сказом о телевизоре, рег .- 
тивном самолете или сс ›с- 
ственном спутнике Земли? 
Даже луноход — это пора- 
зительное творение современ- 
ной изуки и техники — заняя 
в нашем воображении обыч- 
ное место рядом с электрон- 
ной вычислительной машн- 
ной, атомной электростанцией 
н механизмом передачн на- 
следственных признаков от 
гоколения к поколению. Мы 
избалованы обилием новых 
замечательных возможностей, 
которые современная науч- 
но-техническая революция 
непрерывно передает в распо- 
ряжение человечества. Нас 
уже почти ничем нельзя удн- 
вить. А ведь это, в общем-то, 
плохо. Ибо без удивления 
нет интереса, а без нитереса 
нет желания что-то узнать 
по-настоящему. изучить, ис- 
следовать самому. 

Но давайте на минуту 
отрешимся от этого чвсе- 
знайства» и задумаемся над 
таким вопросом. Атомы сос- 
тоят из электронов и атом- 
ных ядер. Атомные ядра 
образованы из протонов и 
нейтронов. Каковы размеры 
этих частни? Радиус про- 
тона илн нейтрона порядка 
10-13 см. Следовательно, лю- 
бая из этих частиц, грубо 
говоря, заключена в объеме 
порядка 10-38 10-39 смз. 
Точка, которая стонт в кон- 
це предыдущей фразы, име 
ет радиус, примерно равный 
четверти миллиметра. Шар 
с таким раднусом будет иметь 
объем порядка 10-® см3. Сле- 
довательно, в нем можно было 
бы разместить 103% элемен- 
тарных частиц! Как же долж- 
ны быть малы эти частицы, 


чтобы уместиться в таком 
гнгантском количестве внут- 
рн нашей точки. Ни глаз, 
ни микроскоп, даже с самым 
сильным увеличеннем, не мо- 
жет их заметить. Но все вы 
видели в учебниках и попу- 
лярных книжках отчетливые 
фотографни следов таких час- 
тиц. Они были получены 
при помощи знаменитой ка- 
меры Вильсона. Вглядитесь 
в них внимательно, и перед 
вамн откроется новый мир. 
Вот, например, фотографии 
следов, оставленных элек- 
тронами. Однн следы длин- 
ные, они проходят через всю 
камеру, слегка изгибаясь в 
пронизывающем ее магнит- 
ном поле. У этих электронов 
большая энергия. Другие 
следы — короткие, сильно 
искрнвленные — оставившие 
их электроны имели неболь- 
шой запас энергин. Некото- 
рые следы как бы расщепля- 
ются у конца — пронзошло 
столкновение с атомом, закон- 


°чнвшееся удаленнем одного 


из электронов с его оболочки. 
Помните, как обнаружили 
человека-невидимку, героя 
одноименного романа Гер- 
берта Уэллса? Преследовате- 
лн увндели следы босых ног, 
прямо на глазах появляющие- 
ся друг за другом на свежем 
снегу. Человек был невиди- 
мым, но следы его оставались. 
Также и здесь — частицы не- 
виднмы, но след их разруши- 
тельной работы малицо. 
Глядя на фотографию не- 
известного нам человека, мы 
очень мало что можем узнать 
о нем по существу. Разве 
что сумеем установить пол 
и приблизительно оценнть 
возраст. Фотография не рас- 
скажет нам, честный он нли 
нет, любит ли он музыку, 
какова его профессия. есть 
ли у него детн и если есть, 
то как он к ним относится. 





Иное 
следов элементарных частиц 
в камере Вильсона. Изучая 
их, мы можем точно опреде- 
лить природу частнц, уста- 
новить их энергии, заряды, 


дело — фотографии 


характер взанмодействия 
друг с другом, взаимные 
превращення. Эти фотогра- 
фин — объективные научные 
документы. Недаром Эрнест 
Резерфорд следующим обра- 
зом оценил камеру Вильсона: 
«Это было замечательное до- 
стижение, позволившее уви- 
деть во всех деталях то, что 
происходит с частицамн, ког- 
да они пролетают через газ. 
Каждый, кто обладает хоть 
каким-то воображением, при 
внде стереофотографий треков 
быстрых @а-частиц, протонов 
нли электронов не может 
не восхищаться совершенст- 
вом, с которым  зарегистри- 
рованы все подробности их 
коротких, но полиых драма- 
тических событий жизней. 
Камера Вильсона стала бес- 
ценным помощником в самых 
разнообразных исследованн- 
ях. Этот прибор является в 
некотором роде высшим кас- 
сационным судом, которому 
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экспернментатор может гол- 
ностью довериться. Ни однн 
человек, наделенный самым 
ярким талантом научного 
предвидения, не смог бы 
предсказать всех снособнос- 
тей этого прибора, обладаю- 
щего столь исключительным 
могуществом ин неисчерпае- 
МЫМН РОЭмОЖноСТяМиИЕ. 

В 1970 году нздательстго 
*«Атомиздат» выпустило инте- 
ресную научно-гопулярную 
киигу И. М. Беккермана «Не- 
вндимое оставляет след» *). 
В ней содержится подробный 
рассказ о том, как была соз- 
дана камера Вильсона н ка- 
кие удивительные открытия 
сделаны при помощи этой 
камеры. Несомненным досло- 
ИНСТЕОМ книги является 10, 
что. И. М. Беккерман знако- 
мит читателей не только с 
приборамн н исследованиями, 
научными идеями и путями 
их реализации. Книга рас- 
сказывает и об авторе этих 
ндей и прнборов, замеча- 
тельном английском физнке 
Чагльзе Тоусоце Рисе Виль- 
соне. Читая книгу, мы узна- 
ем ннтересные подробности 
его жизни, видим, какого 
огромного труда и напряже- 
ния потребовало создание его 
камеры. Теперь-то се ка- 
жется нам удивительно про- 
стым. «Конденсация пересы- 
щенного пара на заряженных 
частицах!» — скажет совре- 
менный физик. Но в те дни, 
когда Вильсон начинал свои 
исследования, еще никто поч- 
ти ничего толком не .хог 
сказать ни о механизме кон- 
денсацни паров, ни о природе 
заряженных частиц. В 1895 
году Вильсон начал исследс- 
вать условия образования 
тумана и лкшь в 1911 году 
родилась его «туманная кз- 
мера». ° 

Книга подробно просле- 
живает судьбу камеры Виль- 
сона — как советскне физи- 
ки П. Л. Капица и Д. В. Ско- 
бельцыи гоместили ее в маг- 


*) И. М. Беккерман, 
Невнднмое оставляет след, 
изд. 2-е, переработанкое и до- 
полиенное, Атомиздат, 1970. 
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нитное поле (что позволило 
легко определять знак за- 
ряда частиц ко характеру 
искрнвления их путей), как 
японский физик Шимизу н 
английский физик Блэккет 
автоматизировалн ее работу, 
как ее заставили работать 
значительно быстрее, изу- 
чать миниатюрные молнии — 
электрнческие разряды в га- 
зах и т. Д. 

Появление частиц высо- 
ких энергий, создаваемых со- 
временными ускорителями за- 
ряженных частнц, вызвало 
необходимость в коренной 
реконструкции камеры Виль- 
сона. Чтобы не позволнть 
частицам выходить из голя 
зрения камеры, надо было 
резко повысить плотность ве- 
щества на пути частиц. Уче- 
ные создают камеры Виль- 
сона с высокими давления- 
мн наполняющего нх газа. Но 
даже при давлении 200 атм 
частнцы проходят в камере 
лишь небольшую долю сРое- 
то пути. Значит, многие 
события происходят с ними 
уже за пределами камеры и 
никаких следов не остается. 
Пришлось заменить пересы- 
щенный пар, наполняющий 
обычные камеры Вильсона, 
перегретой жидкостью, в ко- 
торой заряженные частнцы 
образуют на сЕоем пути пу- 
зырьки газа. Так же как 
и капелькн тумана, зти пу- 
зырьки в закнпающей жид- 
кости образуются вокруг за- 
ряженных частнц. Первым 
такую «пузырьковую» каме- 
ру создал американский фи- 
зик Дональд Глезер. Ее иног- 
да иазывают «антикамерой 
Вильсона», так как у Виль- 
сона в камере пересыщенный 
пар конденсируется в ка- 
пельки жндкости, а у Глезера 
в перегретой жидкости возни- 
кают пузырьки пара. 

И опять-таки, рассказы- 
вая о рождении пузырьковой 
камеры, автор подробно про- 
слеживает ход мысли Дональ- 
да Глезера, шаг за шагом с 
логической — неизбежностью 
ПодводиТ читателей к конеч- 
ной цели. 

В книге И. М. Беккерма- 
на речь идет о сложных сс- 


временных исследованиях в 
области физики элементар- 
ных частини. Но автор удач- 
но выбирает матернал и впол- 
не доступно излагает самую 
суть дела, главное в рас- 
сматрнваемых нм исследова- 
ниях. 

События, описываемые в 
ккиге, подходят вплотную к 
сегодняшнему дню, к проб- 
лемам, которые физикн наме- 
рены решать на самом могу- 
чем ускорителе заряженных 
частиц неподалеку от Москвы, 
под городом Серпуховым в 
молодом научном центре 
Протвино. Там смонтирована 
огромная жидководородная 
пузырьковая камера «Мира- 
бель», созданная француз- 
скими учеными специалько 
для нашего ускорителя. Дна- 
метр камеры 1,6 м, длина 
4,5 м. Вес ее с необходимыми 
опорами свыше 200 тонн. Да 
еще магнит весом в 1150 тонн, 
внутри которого помещается 
камера. Какая огромная ди- 
станция отделяет «Мирабель» 
от первой камеры Вильсона, 
которая без труда уклады- 
валась внутри небольшого 
чемодана! А ведь этот путь 
пройден за срок немногим 
Солее полувека. 

Вильсон умер на девянос- 
том году от первой и един- 
ственной в его жизнн тяже- 
лой болезни. До последиих 
дней он упорно работал, 
проявляя глубокий интерес 
к изучению новых, неизвест- 
ных науке явлений при- 
роды. 

«Из всех великих уче- 
ных нашего века он был. 
пожалуй, самым мягким и 
сгокойным, самым равнодуш- 
ным к почестям и славе. 
Свою беспредельную увле- 
ченность наукой он черпал 
в исключительной любви к 
миру природы, в преклоке- 
нии перед ее красотой». Так 
оценил выдающийся иссле- 
дователь космических лучей 
английский физик Блэккет 
выдающегося английского 
физика Чарльза Томсона Ри- 
са Вильсона, создателя зна- 
менитой «туманной камеры». 


В. А. Лешковцев 


«УАСТИЦЫ» 
И «АНТИЧАСТИЦЫ. 
В СТАКАНЕ НАРЗАНА 


Если налить в стакан ка- 
кую-нибудь газированную 
воду. например, нарзан, то 
можно увидеть, как раство- 
ренная в воде углекислота 
выделяется в винде малень- 
ких пузырьков, — быстро 
всплывающих вверх. Такие 
пузырьки можно противопо- 
ставить каплям жидкости. 
Капли представляют собой 
«частицы. вещества.  Пу- 
зырькн газа в жндкостн ве- 
дут себя как «античастнцых» 
со свойствамн, вротивопо- 
ложными свойствам соответ- 
ствующих частиц.  Напри- 
мер, капли лод действием 
силы тяжести вадают вниз. 
пузырькн же поднимаются 
вверх. Если сосуд. в кото- 
ром падают капли, вращать, 
то капли будут отбрасы- 
ваться к периферни. Во вра- 
шающейся жидкости лузырь- 
ки стремятся к оси враще- 
ння. Если внутри жидкости 
имеется какое-либо тяжелое 
тело, то лузырьки-античас- 
тицы не притягиваются, а 
отталкиваются от него. Вме- 
сте с тем два пузырька бу- 
дут взаимно притягнваться. 

Поверхность жидкости в 
рассматриваемых условя- 
ях обладает любопытными 
свойствами Подннмаясь 
снизу к этой поверхности, 
пузырек соприкасается с по- 
верхностным слоем и поч- 
ти мгповенно исчезает, но 
не бесследно: из того места. 
тде исчез иузырек, вылетает 
вверх маленькая Капля во- 
ды. На поверхности жидкос- 
тн «античастицы»  Лреврад- 
щаются в частнцы. Эти ча- 
стицы, как бы продолжая 
движение подинмающихся 
пузырьков. взлетают вверх, 
пока сила тяжести ие оста- 
повнт их н не заставит 
упасть 


Г. И. Покровский 


РУССКИЕ 


КОЛЛЕКЦИОНЕРА 


УГОЛОК 


МАРКА И ЭТИКЕТКА, 
ПОСВЯЩЕННЫЕ 


М. В. ОСТРОГРАДСКОМУ 


К 150-летию со Аня рождения выдаю` 
щегося русского математина М. В. Остро 
градского в декабре 1951 года пышла поч- 
товая марна ‹ портретом ученого. Минна- 
тюра выполнена по рысунку известного ху 
дожника В. Зазьялова кормчнево-черным 
цветом на розовой бумаге. 

В 1967 году в серии спичечных этикеток 
< изображениями выдающихся русскых ма- 
тематиков м физиков появилась м этикетка, 
посвященная М. В. Остроградскому. На нем, 
кроме портрета математика, приведена так 
называсмая «формула Остроградского», ко 
торая примадлежнт к чиспу наиболее фун- 
даментальных результатов математического 
анализа. Эта формупа очень часто приме- 
няется в математическых выкладках, широ- 
ко используется а физике и механике — при 
исследовании тепловых, магнитных, электри- 
чесних и гидромеханических явлении (на- 
пример, при выводе основного  занона 
гидростатыки — закона Архимеда] 


Н. Н. Колесников 








Во Франции. выпустили игру «логические кубики». Набор для игры 
состоит из 48 плашек («кубиков»). При их изготовлении используются три 
цвет. (красный, синий и зеленый), два размера (большие и такой же формы 
и цвета маленькие плашки), две толщины (толстые и тонкие) и четыре фор- 
мы (круг, квадрат, прямоугольник и треугольник). Комбинируя эти че- 
тыре признака, можно изготовить как раз 3х2 х2х4--48 плашек. 

С таким набором можно придумать много игр для любсго возраста, 
начиная от детского сада. У всех игр одно общее: они учат умению рассуж- 
дать, то есть логике, знакомят малышей с основными понятиями теории 
множеств, не запутывая их мудреными объяснениями, и позволяют на прак- 
тике освоить основные операции над множествами. 


Игры для самых маленьких 


Самая простая. Уложить кубики на столе в каком-нибудь порядке, 
дать малытиу его запомнить и, после того как он отвернется, переставить 
что-нибудь. Пусть догадается, что изменилось. 

Другая простая. Условие то же, только надо догадаться, какой кубик 
спрятан или сколько каких спрятано. 

Третья. Требуется уложить кубики ио придумавному порядку “на- 
иример, разложить их по нветам). 

Четвертая. Попросить малыша перечислить. чем отличаются два 
каких-либо кубика друг от друга, а чем похожи. 

Обмен. Двое зажимают в обе руки по кубику и обмениваются теми, 
которые у них в правой руке. Выигрывает тот, у кого в кубиках оказалось 
больше сходства, он забирает себе все четыре кубика. Так разыгрывают 
все 12 четверок кубиков. 

В этих играх вырабатывается понятие признака предмета: мальни 
усванвает, что кубики отличаются не более чем четырьмя свойствами: либо 
цветом, либо размерами, либо толщиной. либо формой. 


Игры для средних 


Домино «одно отличие». Как в домино, игроки выкладывают из кубиков 
цепь с одним условием: каждый следующий кубик отличается от предыду- 
шего каким-кибудь одним (ровно одним) признаком 
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Домино «два отличия». То же, но соседи по 
цепи должны отличаться двумя признаками (рис.1). 
Далее можно попробовать играть в «три отличия». 


Кладоискатели. Два игрока задумывают по 
одному кубику («кладу») и пытаются найти клад, 
спрятанный соперником, указывая поочередно на 
те или иные кубики. Соперник только сообщаст, 
сколько отличий у них от задуманного. Выигры- 
вает тот, кто быстрее догадается. 


Три деревни, два села. Игры, вырабатываю- 
щие понятие пересечения множеств. «Два села»: 
чертят на полу два круга — «села» — и пишут на 
них названия, например, «красные квадраты» на 
одном и «маленькие толстые» на другом. В первый 
круг нужно поместить все красные квадраты, во 
второй — все маленькие толстые кубики (рис. 2). 
Надо сообразить, как это сделать. Аналогичная 
игра «три деревни» еше интереснее. 

Названия деревень. Один игрок раскладывает 
кубики в «три деревни», но не пишет на кругах 
их названия, а другой должен их отгадать (рис. 3). 


Игры для старших 


В эти игры можно играть вдвоем, побеждает 
тот, кому потребуется меньше вопросов для пра- 
вильного ответа. 


Правила отбора. Один из игроков задумывает 
какое-нибудь правило отбора кубиков, например: 
«отбирать только желтые», а другой берет наугад 
кубики и получает ответ «да», когда кубик подпада- 
ет под задуманное правило, и «нет» в противном 
случае. Нужно угадать правило. Правила посте- 
пенно усложняют, составляя суммы и пересече- 
ния признаков. 

Заселение деревень. Один игрок задумывает 
названия деревень, а другой пытается засе- 
лить их кубиками, получая от первого лишь ука- 
зания «Да» или «нет». 

Кладоискатели (усложненный вариант). От- 
гадчик «клада» сразу выкладывает на стол 3—4 
«пробных» кубика и получает ответ, сколькими 
признаками каждый из пробных отличается от 
задуманного. «Клад» нужно после этого указать с 
первого раза. 

Отгадывание закона. Задумывают правило, по 
которому можно выкладывать из кубиков цепь. 
Например, «каждый четный кубик — большой» 
или «после квадратов — тонкие кружки». Отгадчик 
начинает строить цепь наугад, кубик за кубиком, 
получая каждый раз ответ «да», когда он положит 
их, не нарушив правила, и «нет», когда правило 
будет нарушено. Надо отгадать закон. 

Г. И. Копылов 








ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 





К статье «Беседа 
с лринципе неопределенностию 


1. Характерная энергия фермнона есть 
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объема Уесть Е=Е У. При сжатин на ДУ мы 

совершаем ИА, порядка РАУ против сил 

давлення. Согласно закону сохранения энер- 

гии, Р--АЕ'АУ, гле АЕ — нзменение энергин 
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при сжатин. Отсюда Р те . 


Энергия 





С точностью до численного множителя (рав- 
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тояния фермневского газа. 

Давленне его при сжатни растет с рос- 
том плотности быстрее, чем у классического 
газа (где р—п). следствне принципа 
Паулн, приводящего к эффективному оттал- 
киванию фермиевских частнц. 


уз 
ного и } это н есть уравнение сос- 


2. Основная характеристика кваитовос- 
Ван" 
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— Те. Классическая энергия определяется 
температурой Т. Прн Т»Ть кваитовостью 
можно пренебречь; при Т<Ть частицы в ос- 
новном сосредоточены в наннизших возмож- 
ных энергетических состояннях — это пре- 
дельно квантовый случай. Температура Ту 
носит название температуры вырождення. 





тн — энергия нулевых колебаний = — 


3. При низкнх температурах определен- 
ная доля частнц скапливается в состояниях 
с ничтожной энергней и потому на полную 
энергию системы практически не влняет. 
Количество таких частиц зависит от темпе- 
ратуры, так что число бозонов, дающих 
вклад в энергию системы, не задано, а опре- 
деляется температурой. Значнт, едниствен- 
ная характерная энергия порядка АТ. Из 


условня 2 — ЕТ находим р > У2тАТ, а 


из принципа неопределенности получаем 
характерное расстояние между  «энергич- 


ными» частицами: рай, ам у 
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Теплоемкость же Су, то есть изменение энер- 


гин при повышении температуры на один 
градус при постоянном объеме, 


ых 
су — ЕТ — у МП. 


4. Характерная температура определя- 
ется тем моментом, когда начинается бозе- 
эйнштейновская конденсация н когда, сле- 
довательно, ‚плотность энергичных частини 
еще порядка их полной плотности. А это 
сразу же приводит к тому же критерию, что 
н в задаче 2 


5. Пусть характерный размер а. Тогда 
кинетическая энергня в устойчивом состоя- 
нии, . соответствующем наименьшей энергии, 

2 ти я 
есть ото 2, так 410 б— пи. 
Приравниваем теперь центробежную силу 
ту? е 
—= КУлоновской силе притяжения -з`° Пс- 


лучим 
дз г? да 
пт, бота * 


Это так называемый боровский раднус. 





8. Рассуждение совершенно аналогично 
проведенному в предыдущей задаче и дает 
тот же результат. 


К статье 
«Квадратный трехчленю 
1. Должны одновременно виитЬся 
условия: 52—495—0, аКа)>0, — < а. 
2. а(@)<0. 
3. Корин действительны прин любом” В. 
Остается использовать условия, при которых 


оба корня трехчлена /(х)==х—25х—1 ле- 
жат на отрезке —2= х=.2, а именно 


К—2)@)> 0. Ответ: Ш = + 


4. Использовать условия, 
оба корня трехчлена 


Ка= 


больше числа а, 


при которых 


ет ха 
а именно, 


1 
1—4а—0, @--2а—0,—5> а. 


Ответ: а<—2. 


50-0 вн а=2 


Н 


р 

7. Наименьшее значение функции х?--1 
равно | и достигается при х=0. Поэтому 
хё-- [> созх 


пиры всех х30. Значение 
уравнения. 


х—=0 — корень 


8. Использовать условия, при которых 
оба корня квадратного трехчлена 


Го)= х2-- тх-- та бт 


лежат вне промежутка 1 “хх <, а имен- 
но, /(1)<0, [(2)<0. 
Следовательно, нужно 
т, удовлетворяющее 
неравенствам 


найти значение 
одновременно двум 


та--7т-р1<0, 
т 8т--4<0. 


Решая эти неравенства и отбирая их общие 
решения. находим ответ: 


Е 





<п<—4+2 УЗ. 
ая 
Е 





м 


К статье 
«Шахматно-математические заметкми 


(см. «Квант» № 8} 
1. Достаточно заметить, что каждая фи- 
гура содержит лнбо 3 белых поля, либо 


3 черных, а всего таких фигур должно 
быть 25. 


2. Легко убедиться, что при любом 
покрытии каждое тримино содержит ров- 
но одно поле, через которое проходит 
красная линия и ровно одно, через которое 
проходит черная лнния. Поскольку «крас- 
ных» и «черных» полей по 22, а трнмино — 21, 
то не покрыто одно «красно-чернос» поле из 





четырёх, отмеченных па рисунке. Проверьте, 
что соответствующие покрытия существуют. 


3. Напишем на каждом поле доски но- 
мер горизонтали, в которой это поле стоит. 
Проверьте, что каждое тримино покрывает 
поля с суммой чисел, делящейся на 3, а 
нам надо покрыть ноля с суммой чисел 296, 
дающей при деленин на 3 остаток 2. 


4. а) Нет. «Белая» пешка (пешка, сто- 
ящая на белом поле) при вторичной расста- 
новке должна стать «черной», а «черная»— 
«белой». Значит, число «белых» пешек равно 
числу зчерных», что противоречит нечетности 
доски. 

6) Нет. Докажите, что пешки, стоящие 
на крайней левой вертикали, остались на 
месте (иза] в а8 можно. пройти по 6 смежным 
полям). Дальше рассмотрите поля Ы и Ъ8. 


К заметке 
«Еще несколько задач Васы Смлекалкина» 


(ем. «Квант» № 5 


3-Я «< 


транина обложки) 


1. Составим таблицу разностей чисел данной‘ послеловательности (между сосед- 
ними числами запишем их разность). В третьей строчке получится посяедовательность 
степеней двойки. После этого ясно. как продолжить таблицу. 


12 21 


17 


38 


16 


71 1265 
33 55 19|... 
32 


63 


2. 312—184 = 128. 
3. Достаточно заметить, что 


2.4.5.10. 15= 6000. 


4. Получаем 2 л в 5-лнтровом сосуде, переливаем их в З-литровый, дополияем 
1 лм из 5-литрового, в котором остается 4 л. 
а} Аналогично задаче 1 получаем ответ: 17; 
6) Каждое чнсло, начиная с третьего, равно сумме двух предшествующих. От- 
вет: тоже 17. 
6. Вот одии из способов: 4Ж 7 кг--6х 16 кг--21 кг= 185 кг. 
7. 115%98=11 270 или 120ж98=11 760. 
8. Все книгн вместе стоят (42+40+38+36) : 3=52(коп). 
10. Первый игрок должен взять 3 карандаша, а после очередного хода соперника 
брать 4 карандаша минус столько карандашей, сколько взял соперник. 





ПОПРАВКИ 


В «Кванте» № 1 на стр. 53 в В «Кванте» № 4 на| должно быть 
решении задачи 4 уравнення | стр. 53 в правой колонке на 
движения должны быть |6 строке сверху напечатано В 
2 1 <... = а..., ДОЛЖНО быть кое 
56 == 9+2 п ИЯ <... = В...»; На 20 строке я 3 с 0 8 
то. = Ми сверху напечатано 73 2 

В «Кванте» № 3 на стр. 9 в 
правой колонке на 13 строке сз ЕВ Кроме того, формулу для 
снизу напечатано «(Т!О; — 4 ЕЗ Е ОЕ следует выводить раньше, 
рубин)», должно быть] У= 3 Кз т & ? | чем формулу для 50. 
«( ТО) — рутил)». 
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4. Неравноплечные чашечные весы уравновешивают, положив на 
одну из чашек небольшой грузик. Можно ли теперь взвешивать на этих 
весах обычньмм способом? 


2. Почему вечером человек хуже различает очертания предметов, 
чем днем? 


3. Как определить давление в баллоне электрической лампочки 
< помощью цилиндрического или прямоугольного сосуда с водой и 
линейки? 

4. Аквалангист хочет измерить глубину озера. Как он может это 
сделать, имея в своем распоряжении цилиндрический сосуд и линейку? 


5. Почему кристаллики соли бесцветные, а в массе соль серая или 
белая? 
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Многие читатели «Кванта», оче- 
видно, имеют некоторое представле- 
ние о том, что умеют делать электрон- 
ные вычислительные машины. Тем 
более интересно познакомиться с тем, 
как они это делают. 

Заметим, что для выполнения раз- 
ных задач вовсе не требуются раз- 
ные машины: электронные вычисли- 
тельные машины универсальны, то 
есть для новой задачи нужна не но- 
вая машина, а новая программа для 
нее. О программах, способах их со- 
ставления и записи как раз и будет 
идти речь в настоящей статье. 

Любая электронная вычислитель- 
ная машина включает в себя 

1) устройства ввода н вывода; 

2) запоминающее устройство (ко- 
роче: память); 

3} арифметическое устройство (или 
просто арифметика); 

4) устройство управления (управ- 
ление). 

Ввод и вывод предназначены АЛЯ 
«общения» человека с машиной. Они 
позволяют «сообщать» машине исход- 
ные данные и способ их обработки 
(то есть программу) и «узнавать» 
у машины полученные результаты. 
Память машины хранит всю нужную 
информацию: нсходные данные, про- 
межуточные и окончательные резуль- 
таты, и, конечно, программу. 

Арифметика служит для выпол- 
нения операций над числами, кото- 
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рые поступают туда из памяти (в ос- 
новном это обычные арифметические 
операции, чем и объясняется тер- 
мин). Наконец, управление руково- 
дит самим процессом решения за- 
дачи: вызывает из памяти сведения 
об очередной операции и расшифро- 
вывает их, пересылает из памяти 
в арифметику нужные числа и от- 
сылает обратно в память полученный 
результат. 

Представление © связи перечие- 
ленных устройств можно получить 
из рисунка 1, изображающего так 
называемую блок-схему вычислитель- 
ном машины. 

Память машины состоит из боль- 
шого числа (обозначим его через №) 
одинаковых ячеек, пронумерованных 
подряд от 0 до № — 1. Номер ячейки 
называется ее абресом. Каждая ячей- 
ка содержит определенное число 


г. 


двоичных разрядов, то есть в ней 
может помещаться набор из нулей 
и единиц, так называемое машинное 
слово. 

Арифметнческое устройство маши- 
ны может выполнять определенный 
набор элементарных операций. Ал- 
горитм решения любой задачи нужно 
записать в виде последовательности 
таких элементарных операций, ко- 
торую и называют программой. Про- 
грамма состоит из отдельных команд, 
каждая из которых содержит сведения 
об одной элементарной операции. 

Команда (изображаемая машин- 
ным словом) делится на две части: 
операционную и адресную. Опера- 
ционная часть команды содержит све- 
дения о характере выполняемой спе- 
рации (сложить, умножить и т. д.): 
элементарные операции машины пе- 
ренумеровываются и в разрядах ячей- 
ки памяти машины, отведенных для 
операционной части, записывается но- 
мер требуемой операции. Этот но- 
мер называют кодом операции (мы 
будем говорить просто код). 

Адресная часть команды содер- 
жит адреса ячеек, содержимое ко- 
торых участвует в операции. Число 
адресов в команде у различных ма- 
шин может быть различным. Мы 
ограничимся рассмотрением трехад- 
ресных машин, в адресной части ко- 
торых указаны адреса трех ячеек 
памятн: первый, второй и третий 
адреса команды. Для арифметичес- 
кой операции (например, сложения) 
в первом и втором адресах записы- 
ваются номера ячеек, солержащих 
исходные числа (слагаемые). Третий 
же адрес указывает номер ячейки, 
куда следует записать результат (то 
есть сумму). Для других элементар- 
ных операций использование адресов 
может быть иным (в частности, один, 
два или даже все три адреса могут 
оказаться ненужными для какой-либо 
команды, тогда соответствующие ад- 
ресные ячейки заполняют просто ну- 
ЛЯМН). 

Пусть, например, система команд 
(набор элементарных операций) ма- 
шины содержит 64=28 элементар- 


2 


ных операций. Тогда для их нуме- 
рации достаточно шести двоичных 
разрядов, то есть код операции мож- 
но записать в памяти машины шести- 
значным двоичным числом. Про- 
граммисту же обычно удобнее раз- 
бить это число на две «триады», 
каждая из которых затем записыва- 
ется одной цифрой в восьмеричной 
(23-8) системе счисления, получая, 
таким образом, двузначное восьме- 
ричное число. Если, например, №= 
—4096=21?, то в такой «двоичио- 
восьмеричной» системе для записи 
любого адреса потребуется не две- 
надцатнразрядное, а лишь четырех- 
разрядное, легче записываемое и чи- 
таемое число. 

Если, скажем, код 01 означает 
операцию сложения, а 04 — деление, 
то машинное слово 


01 1254 3172 6314 


означает команду: числа, записанные 
в ячейках с адресами 1254 и 3172, 
сложить, и сумму записать в ячейку 
с адресом 6314. Аналогично слово 


04 4365 2710 5024 


предписывает разделить число из ячей- 
ки 4365 на число из ячейки 2710 
и поместить частное в ячейку 5024. 

Адрес ячейки, из которой устрой- 
ство управления должно извлечь для 
выполнения очередную команду, за- 
писан в специальном счетчике команд, 
являющемся частью устройства уп- 
равления. Если в счетчике записан 
некоторый адрес Я, то ховорят, 
что «управление находится в ячей- 
ке Я». При выполненин команды, 
соответствующей арифметической опе- 
рации, к содержимому счетчика ко- 
манд автоматически прибавляется едн- 
ница, так что управление передается 
ячейке со следующим адресом. По- 
этому, если мы хотим, чтобы машина 
выполнила какую-либо последователь- 
ность арифметических операций, необ- 
ходимо поместить соответствующие 
команды в ячейках памяти подряд. 

Налишем, например, программу 
для вычисления величины 

_а-- 8х 


ах 0 


Кроме операций сложения и деления, 
коды которых мы уже приводили, 
здесь употребляется еще операция 
умножения. Примем, что код умно- 
жения есть 05. Предположим, что 
числа а и 6 помещены в ячейки 
памяти с адресами 1274 и 1275, 
число х — в ячейку 1362, а для чис- 
ла у отведем ячейку 1400. Програм- 
му будем записывать в ячейки, на- 
чнная с 4000. 

Тогда программу можно записать, 
например, так (самое левое число оз- 
начает адрес ячейки; после двоеточия 
идет ее содержимое): 


4000: 05 1275 1362 1701 
4001: 01 1274 1701 1702 
4002: 05 1274 1362 1703 
4003: 01 1703 1275 1704 
4004: 04 1702 1704 1400 
4005: 77 


Кроме упомянутых выше яче- 
ек памяти, в программе участвуют 
также ячейки 1701—1704, которые 
используются для записи и храпения 
промежуточных результатов. Код 77 
в ячейке 4005, в которую придет 
управление после выполнения ко- 
манды деления, означает операцию 
остановки машины (на месте адресов 
этой команды мы, согласно сказан- 
ному выше, ставим нули). На рисун- 
ке 2 показано, как выглядит первая 
из команд программы в ячейке па- 
мяти машины. (Сравните повнима- 
тельнее обе записи, н у вас не оста- 
нется неясностей по поводу «двоич- 
но-восьмеричной» системы). 

Для зыполнения программы нуж- 
но ввести ее в память, ввести в от- 
введенные для них ячейки числовые 
значения и внести в счетчик команд 
адрес 4000 ячейки, с которой начй- 
нается программа. 


45 40 37 36 30 





код 1 адрес 
Рис. 2. 


1 


25 24 
“ОООТО1ООтОтОт1110160101111001000 1111000001 


р ев №59 
—— ЙА 


Наша грограмма, как говорят, 
«напнсана на языке машины». В ко- 
нечном счете любая программа для 
машины должна быть нанисана на 
этом языке — ведь другого языка ма- 
шина не воспринимает. Но, как мы 
видели, этот «язык машиных очепь да- 
лек от обычного и привычного мате- 
матического языка человека; на нем 
трудно писать и еще труднее читать. 

Программа будет выглядеть го- 
раздо проще и привычнее, если обо- 
значить адреса ячеек памяти обыч- 
ными буквами, которые употребля- 
ются в программируемой формуле, 
а вместо кода операцин писать знак 


действия. Тогда та же программа 
будет выглядеть так: 
о-х ЗЕ Ю.-Ь =К., 
а+-В,=В., К. : Юз=4. 
а-х Юз 


Про такую программу говорят, 
что она записана в «содержательных» 
обозначениях. 

Да и смысл «содержательных» обо- 
значений не всегда стоит’ восприни- 
мать буквально. Вот простой пример. 
Произведение ф-х, вычисленнсе пер- 
вой командой нашей программы и 
записанное в лчейке Ю, (1701), тре- 
буется только как слагаемое во вто- 
рой команде и после использования 
может быть стерто. Поэтому числи- 
тель, вычисляемый второй коман- 
дой, можно записать в ту же ячейку, 
не занимая новой. Такая команда 

01 1274 1701 1701 


(то есть «Сложить числа из ячеек 
1274 н 170] и сумму записать в ячей- 
ку 17015) на языке «содержатель- 
ных» обозначений примет вид 


а-ЕЮ я КЮ 1: 
Это есть запись в содержательных 
обозначениях команды: («сложить 


20 33 12 10 1 
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числа из ячеек аи К, исумму записать 
в ячейку Ю1»), что, конечно, отнюдь 
не следует понимать как «равенство» 
а-=0. Кстати, часто вместо знака — 
поэтому и пишут что-нибудь вроде->; 
но мы будем использовать стрелки 
для других целей. 

Как уже говорилось, выполнение 
арифметической команды автомати- 
чески передает управление следую- 
щей ячейке, прибавляя единицу в 
счетчик команд. Но очень часто не 
удается расположить все нужные ко- 
манды «в один столбик». Так, при ре- 
шенин квадратного уравнения ах*- 
-- фх с =0 в зависимости от зна- 
ка дискриминанта р =5*—4ас нужно 
вычислять либо действительные, ли- 
бо мнимые корни, что делается, как 
известно, по-разаюму. 

Для изменения порядка выпол- 
нения команд в числе элементарных 
операций машины предусмотрены спе- 
циальные команды управления (точ- 
нее — передачи управления), кото- 
рые пе совершают операций над со- 
держимым ячеек памяти, а изменяют 
содержимое счетчика команд. 

Простейшей командой такого ти- 
па является команда безусловной пе- 
редачи управления, которая всегда 
передает управление указанной в ней 
ячейке памяти. При ее выполнении 
содержимое счетчика команд стира- 
ется и в него записывается адрес, 
указанный в команде, так что сле- 
дующая команда будет вызываться 
устройством управления уже из ука- 
занной ячейки. 

Поскольку для этого достаточно 
занять один адрес в команде, а два 
других адреса остаются свободными, 
то них можно использовать, заставив 
машину при выполнении этой же 
команды совершать еще какое-либо 
действие. Обычно передачу управле- 
ння совмещают с пересылкой содер- 
жимого одной ячейки памяти в дру- 
гую. Приняв, например, что в счет- 
чик команд заносится третий адрес 
команды передачи управления, мож- 
но записать ее на языке содержатель- 
ных обозначений так: 

а>ьЬ, с 


(«переслать содержимое ячейки а в 
ячейку 6 и передать управление 
ячейке с»). 

Более сложно работают команды 
условной передачи управления, пере- 
дающие управление лишь при вы- 
полнении некоторого условия. Имен- 
но такие команды требуются при про- 
граммировании разветвляющихся 
процессов. Рассмотрим одну из таких 
команд: 

а<ьЬ, с. 


При ее выполненин сравниваются 
числа, записанные в ячейках памяти 
аи ©. Если написанное в команде 
неравенство справедливо, то управ- 
ление передается ячейке с, то есть 
вместо содержимого счетчика команд 
в него заносится третий адрес написан- 
ной команды (как при безусловной 
передаче управления). Если же а>Ь, 
то к содержимому счетчика прибав- 
ляется единица, как при арифмети- 
ческих операциях. 

С помошью описанных команд можно 
уже запрограммировать решение и некоторых 
задач невычислительного характера. Пусть, 
например, в ячейках Х1 Н х. записаны неко- 
торые числа, из которых требуется выбрать 
большее и записать его в ячейку х. Это можно 
сделать с помощью следующей программы: 


К х, < хо, 3. 
2) х,—>х, 4, 
3) Ох. = х, 
4) стоп 


Первая се команда — условная передача 
управления: если х» больше х:, то управле- 
нне будет передано команде 3}. Это — арифме- 
тнческая команда, в результате выполнения 
которой в ячейке х будет записано число хе. 
(Часто встречающееся число 0 оказывается 
удобным «закрепить» за ячейкой, имеющей 
номер 0, что и делается почти во всех маши- 
нах.) Затем управление перейдет к следую- 
щей ячейке 4), в которой находится команда 
стоп. 

Если же х,—х..то команда 1) передаст 
управление следующей ячейке 2), где нахо- 
дится команда безусловной передачи управ- 
ления, засылающая в ячейку х большее 
число х1 и передающая управление сразу 
на стол. 

Вместо указания номера или условного 
обозначения комаиды, которой передается 
управление, часто просто проводят стрелку 
до нужной команды. Вот как, например, 
выглядит аналогичная программа, от которой 


требуется выбрать наибольшее из трех чисел 
хи, Хе, Хз и записать его в ячейку х: 
жом — 
ха х | 
Ох, =х 
<х а 
о Хз=Х 
стоп | 





+ 








Приведенные примеры носят ил- 
люстративный характер. Каждая 
команда в них выполняется лишь 
один раз, и время на ее написание 
в десятки или сотни тысяч раз пре- 
вышает время выполнения. Машине 
же разумно поручать такие задачи, 
в которых требуется выполнять боль- 
шое число сравнительно однообраз- 
ных действий, чтобы одни и те же 
команды выполнялись болыное чис- 
ло раз, а программа была по возмож- 
ности короткой. Такое построение 
программ достигается с помощью при- 
менения циклов групп команд, вы- 
полняющихся по нескольку раз. 

Рассмотрим в качестве примера 
вычисление суммы 


1 1 1 1 
Хе ще. Ре. 


Все слагаемые здесь получаются 
одинаково. Если в ячейке п лежит 
номер слагаемого, то для нахождения 
самого слагаемого достаточно вы- 
полнить команды 

«4»: п = Ю, 
КК =ВЮ 
«1» — это адрес ячейки, где лежит 
число 1. (В силу сказанного выше 
вместо аналогичного обозначения «О» 
мы можем писать просто 0.) Если 
в ячейке Х уже записана сумма 
всех предыдущих слагаемых, то пос- 
ле вычисления очередного слагаемого 
нужно выполнить команду 


%--Ю =», 
а затем увезичить на единицу номер 
слагаемого, выполнив команду 
ПЕ = Л, 
после чего можно возвратиться к на- 


писанным выше командам вычисления 
слагаемых.  Требуемую — програм- 
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му можно 
хак: 


окончательно записать 


ОО = 
&15-— п 
п =а : 
«2:0 =В { 
Ю.Ю =Ю 
2+ =% 
пм 

стоп 





Попробуйте в качестве упражнения соста- 
вить циклическую программу для вычиеле- 
ния произвольной степенн у = х”, предпола- 
гая, что не известное вам п, записанное в не- 
которой ячейке памяти. может быть любым 
целым положительным числом, 





Рис. 3. 


Чтобы машина выполнила программу, по- 
следнюю необходнмо перевести на язык 
машины, или. как говорят, закодировать. 

Кодировка программы— почти моханичес- 
кая рабога, выполняемая по формальным 
правилам. Коды операции можно записать 
в табличку и заглядывать в нее. Для облег- 
чения распределения памятн можно восполь- 
зовазься специальными бланками, в которых 
отмечают, в какой ячейке хранится та или 
иная величина. На рисунке 3 показана часть 
такого бланка («памятки» илн шпаргалки») 
с распределеннем памяти для привеленной 
выше программы. Например, команда 
п-- «1 = л находится в ячейке 1002 и имеет 
вид 01 1041 1011 1041. 

Если кодирование программы вынол- 
няется по простым формальным правилам, 
то нельзя ли горучнть эти обязанности самой 
машине? — Оказывастся, можно. Но это уже 
тема для спецнального разговора: 
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0. Г. БЕСПАЛОВ 
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В поисках новых источников сырья 
люди все чаще обращаются к несмет- 
ным богатствам кладовых полезных 
ископаемых, скрытых водной гладью 
морей и океанов. По оценкам ученых 
размеры запасов нефти, металличес- 
ких руд и других минералов, нахо- 
дящихся на дне и под дном водных 
пространств, в несколько раз пре- 
восходят запасы этих ископаемых, 
имеющиеся на суше. 

Но как узнать, где под водой 
скрыты эти сокровища? Для этого 
надо знать геологическое строение 
земной коры покрытых водой райо- 
нов. По картам геологического стро- 
ения специалисты могут судить, где 
и какие полезные ископаемые следует 
искать. 

Для геологических исследований 
морского дна, как и на суше, при- 
меняются геофизические методы раз- 
ведки — сейсморазведка и бурение 
скважин. Но для получения подроб- 
ных сведений о геологии района нуж- 
но наугад бурить очень много сква- 
жин, каждую из которых непросто 
пробурить даже на суще. А бурение 
скважины в морском дне является 
еще более громоздким и чрезвычай- 
но дорогостоящим делом. 

Сейсморазведка исследует геоло- 
гическое строение земной коры с по- 
мощью взрывов. В земле бурят не- 
большую скважину и в ней взрывают 
заряд. Образовавшиеся при взрыве 
расширяющиеся газы вызывают де- 
формацию почвы, сжимая слой час- 
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тиц, непосредственно окружающий 
место взрыва. Возникшие в сжатом 
слое силы упругости передают дав- 
ление соседним слоям, и от точки 
взрыва по породе во все стороны 
распространяется упругая ударная 
волна (рис. 1). 

Предположим, что под первым 
слоем породы [| на глубине $ зале- 
гает слой П, сложенный из породы 
другой плотности. Глубину залега- 
ния слоя И определить нетрудно 
(см. рис. 1): 


5-и-—8^. 


где 5, = ка АВСЬ— путь, пройденный 


прямой волной до слоя ИП (та- 
кой же путь проходит отраженная 
волна), $. — расстояние по поверх- 
ности между точкой взрыва и сей- 
смоприемником, регистрирующим мо- 
мент прихода отраженной волны. 

Энергия упругих волн прн про- 
хождении по земным породам час- 
тично поглощается. Доля поглощен- 
ной энергии зависит от частоты ко- 
лебаний волны. При взрыве обра- 
зуются волны инфразвуковых (ниже 
16 герц) и звуковых (от 16 герц 
до 20000 герц) частот. Волны этих 
частот сравнительно мало поглоща- 
ются земными породами, и этим оп- 
ределяется их использование в сей- 
сморазведке. 

Сейсморазведка успешно приме- 
няется для изучения строения мор- 


ского дна. Но взрывы в воде опасны 
для жизни морских животных и при- 
чиняют непоправимый ущерб рыб- 
ным богатствам. Поэтому при мор- 
ской сейсморазведке взрывы прихо- 
дится производить редко и на боль- 
шом удалении друг от друга, что 
затрудняет получение подробных дан- 
ных о строении того или иного района. 

Эхолокация, применяемая моряка- 
ми для измерения глубины моря и ре- 
гистрации рельефа дна, по принципу 
действия подобна сейсморазведке, но 
в отличие от нее использует ультразву- 
ковые волны (частота от 20 000 герц 
до 60000 герц). 

Применение ультразвуковых волн 
в данном случае возможно потому, 
что путь прямой и отраженной волн 
лежит в воде, в которой ультразву- 
ковые колебания поглощаются не- 
значительно. Но о геологическом стро- 
ении дна с помощью ультразвуковой 
эхолокации ничего узнать ‘нельзя, 
так как ультразвук сильно погло- 
щается земными породами и затухает 
уже в первых донных слоях. 

В последние годы разработан ме- 
тод исследования строения морского 
дна, получивший название «геоакус- 
тическая локация», который объеди- 
няет положительные стороны сей- 
сморазведки и эхолокации. Геоаку- 
стическая локация, как и `сейсмо- 
разведка, ведется © помощью волн 
звуковых частот. Но частота посылок 
упругих волн увеличена, подобно 
тому, как это делается при эхолока- 
ции. Это стало возможным вследствие 
того, что в, качестве источника зву- 
ковых волн стали применять безо- 
пасный для жизни обитателей моря 
электрический разряд в воде. 

Электрический разряд происхо- 
дит, если к двум погруженным в воду 
электродам подключить источник вы- 
сокого напряжения. Таким источ- 
ником может быть заряженная до 
высокого напряжения конденсаторная 
батарея. Между электродами возбуж- 
дается электрическая дуга с током 
в несколько десятков тысяч ампер. 
Конденсаторная батарея при этом 
разряжается, и накопленная в ней 


ры 





Рис. 1. Принципиальная схема сейсмораз- 
ведки. 


энергия, достигающая нескольких де- 
сятков килоджоулей, выделяется в 
виде тепла и света за короткое время 
(равное примерно 0,00015 сек) в про- 
странстве между электродами. Эта 
энергия достаточно велика и экви- 
валентна энергии, выделяющейся при 
взрыве нескольких граммов тринитро- 
толуола *}. Выделивщееся тепло при- 
водит к тому, что жидкость в меж- 
дуэлектродном пространстве быстро 
превращается в пар, который, рас- 
ширяясь, возбуждает волну в воде 
подобно тому, как это происходит 
при взрыве заряда в земле. Эта волна 
распространяется по воде во все сто- 
роны. Достигнув дна, волна частич- 
но отражается и устремляется к по- 
верхности воды. Другая часть волны 
проникает в глубь донной породы 
и снова частично отражается от гра- 
ниц раздела слоев породы. Отражен- 
ные от дна и донных слоев волны 
регистрируются приемной аппара- 
турой. 

А теперь проведем несколько мн- 
нут на палубе экспедиционного ко- 
рабля, ведущего геоакустическую раз- 
ведку. Корабль с установленной на 
нем разеедочной аппаратурой (рис. 2) 
малым ходом движется вдоль иссле- 
дуемого геологического разреза. За 





*) Трииитротолуол — одно из наиболее 
распространенных взрывчатых веществ. 
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Рис. 3. 


вую энергию отраженных волн в элек- 
трические импульсы (пьезоэлектри- 
ческие элементы). 

По кабелю, связывающему косу 
с кораблем, электрические импульсы 
идут на усилитель, а после усили- 
теля записываются самописцем. В 
самописец заложена широкая лен- 
та электрочувствительной бумаги. У 
верхнего края ленты стоит «перо». 
Когда звуковая волна от электри- 
ческого разряда начинает свой бег 
ко дну, перо начинает двигаться 
поперек бумажной ленты к её ниж- 
нему краю, как бы повторяя в мень- 
шем масштабе движение волны. А ког- 
да отраженные волны приходят на 
приемную косу и с нее через усилитель 
на перо, перо оставляет на чувстви- 
тельной бумаге точки, соответствую- 
щие слоям породы, встреченным на 
своем пути звуковой волной. 








Перед очередным разрядом перо 
возвращается кверху, а бумага чуть- 
чуть протягивается, и самописец снова 
готов к регистрации отраженных волн. 

Через несколько минут с начала 
работы пунктирные строчки на бу- 
маге образуют наглядный и легко чи- 
таемый рисунок строения исследуемо- 
го геологического разреза (рис. 3). 

Метод геоакустической локацин 
может применяться не только для 
поиска полезных ископаемых. С его 
помощью можно решать задачи ин- 
женерной геологии — выбирать мес- 
та для плотин гидроэлектростанций, 
для фундаментов портовых соору- 
жений, молов, туннелей, трубопро- 
водов, и даже искать затопленные 
водой древние города. Стонмость раз- 
ведки этим методом в 5—0 раз 
дешевле сейсморазведки и разведки 
бурением скважин. 
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Б. Куллити 


Диффузия — весьма распространенное в природе явление, имеющее 
огромное практическое значение. Мы помещаем здесь статью Б. Кулли- 
ти, подготовленную издательством «Наука» для очередного выпуска 
сборника «Над чем думают физики». Статья опубликована в журнале 
ЗсепИЙс Атегкап». Перевод выполнен В. К. Федяниным. 

Советские ученые внесли значительный вклад в изучение диффузии. 
Желающие более детально ознакомиться © этим явлением, могут найти 
много интересных сведений в научно-популярной книге Я. Е. Гегузина 
«Очерки о диффузии в кристаллах», выпущенной издательством «Нау- 


ка» в 1970 году. 


Запах духов, как известно, ощу- 
щается на довольно большом рас- 
стоянии. Объясняется это тем, что 
пары духов весьма легко диффунди- 
руют в воздухе. Капли жидкого кра- 
сителя в воде легко диффундируют 
по всему сосуду. Намного труднее 
наблюдать диффузию в твердом теле. 
По этой причине изучение диффузии 
в твердых телах стало одним из на- 
иболее интересных исследований в фи- 
зике наших дней. 

Как и во многих других областях 
человеческой деятельности, в дан- 
ном случае умение предшествовало 
знанию. Столетиями рабочие свари- 
вали металлы и получали сталь на- 
греванием твердого железа в атмосфе- 
ре углерода, не имея ни малейшего 
представления о происходящих при 
этом диффузионных процессах. Лишь 
в 1896 году началось научное изу- 
чение проблемы. 

Английский металлург сэр Виль- 
ям Робертс-Аустин в простом эк- 
сперименте измерил диффузию зо- 
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лота в свинце. Он наплавил тонкий 
диск золота на конец цилиндра из 
чистого свинца длиной в дюйм %, по- 
местил этот цилиндр в печь, где 
поддерживалась температура поряд- 
ка 200° С, и держал его в печи 10 дней. 
Затем он разрезал цилиндр на тонкие 
диски и измерил количество золота, 
которое продиффундировало в каж- 
дый срез свинца. Оказалось, что 
к «чистому» концу через весь цилиндр 
прошло вполне измеримое количество 
золота; в противоположном направ- 
лении в глубь золотого диска про- 
диффундировал свинец (рис. 1). Ро- 
бертс-Аустин обнаружил, что нагре- 
тый металл диффундирует в другой, 
когда они тесно прижаты друг к другу. 

С точки зрения атомного строения 
вещества проннцаемость твердых тел 
не является странной. В настоящее 
время мы хорошо представляем себе, 
что даже наиболее плотное твердое 
тело — всего-навсего довольно слабо 


*) ДюймА=2,5 см. 


связанный набор атомов. В кристал- 
лах, образующих металл, атомы рас- 
полагаются в фиксированной решет- 
ке в определенных положениях, из 
которых их довольно трудно сместить. 
днако идеальных и полностью за- 
строенных кристаллических решеток 
не существует. В них всегда имеется 
некоторое количество вакансий, или 
«дырок», в которые могут «перепры- 
гнуть» диффундирующие атомы. Пе- 
репрыгнув в некую вакансию, атом 
оставляет после себя новую вакансию. 
В эту вакансию может перейти со- 
седний атом; итак, путем непрерывных 
перемещений атомов в решетке атом 
может пройти через кристалл (рие.2). 
Что же заставляет атом покидать 
свое место в решетке и «перескаки- 
вать» в вакансию? Дело в том, что 
на самом деле атомы в решетках 
не находятся в строго фиксирован- 
ных положениях. В результате теп- 
лового движения атомы непрерывно 
колеблются относительно некого сред- 
него или, точнее, усредненного по 
различным возможным местам их на- 
хождения положения. Амплитуда этих 
колебаний может заметно меняться 
от атома к атому и во времени. Вре- 
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мя от времени атом настолько да- 
леко отходит от своего положения 
равновесия, что может перескочить 
в соседнее вакантное место. Тенден- 
ция к этому, безусловно, резко воз- 
растает, если мы подогреваем тело, 
заставляя тем самым атомы совер- 
шать более сильные колебания. Таким 
образом, скорость диффузии очень 
быстро возрастает с повышением тем- 
пературы. Например, цинк диффун- 
дирует в медь при 300° С почти 
в 100 миллионов раз быстрее, чем 
при комнатной температуре. 

В эксперименте Робертса-Аустина 
атомы золота при 200° С колебались 
достаточно энергично, чтобы начать 
перескакивать в вакансии решетки 
(то же имело место и для атомов 
свинца). В конце концов, если бы 
эксперимент проводился достаточно 
долго, атомы золота равномерно рас- 
пределились бы по всему свинцовому 
цилиндру. Можно провести очень про- 
стую аналогию. Если в коробку с бе- 
лыми шариками положить несколько 
черных шариков и коробку достаточ- 
но долго встряхивать, то черные 
шарики окажутся равномерно рас- 
пределенными среди белых. 


Процент золота 0 





Рие. |. Рисунок поясняет первые диффузные опыты Робертса-Аустина. Золото было нало- 
жено на чистый свинец (серый цилиндр слева) и образец подогревался. Справа изображен 
этот же цилиндр после того, как произошла диффузня золота в свинец и свинца в золото. 
Этот иилиндр был разрезан на тонкие диски для измерения количества содержащегося в них 
продиффундировавшего золота. Кривая, представленная на графике справа, показывает из- 
менение концентрации золота в зависимости от расстояния от верхнего края правого ци- 


линдра. 
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Рис. 2. В атомных плоскостях кристалла возможно наличие вакантных мест. Этот рисунок 
нллюстрируёт, каким образом золото (желтый кружок) может диффундировать в кристалле 
свинца. Переход атома золота в положение, изображенное на правом нижнем рисунке, возмо- 
жен при наличии всего лншьсодной вакансин в решетке свинца. 


Диффузия атомов в чистом метал- 
ле (так называемая «самодиффузия») 
может быть измерена с использова- 
нием незначительной доли радиоак- 
тивных атомов этого элемента. Ска- 
жем, для того чтобы измерить ско- 
рость самодиффузии в меди, надо 
электроосадить небольшое количество 
радиоактивного изотопа меди на ко- 
нец цилиндра из обычной меди и на- 
греть этот цилиндр до некоторой 
определенной температуры. После то- 
го как пройдет достаточно времени, 
чтобы могла произойти диффузия, об- 
разец парезается тонкими паастин- 
ками и с помощью счетчика Гейгера 
измеряется радноактивность каждо- 
го последовательного среза. Эти дан- 
ные позволяют подсчитать скорость 
диффузии. 

Металл может диффундировать в 
другой металл лишь при наличии 
вакансий в кристаллических решет- 
ках, поскольку атомы даже двух 
различных металлов имеют размеры 
примерно одного и того же порядка. 
12 


Однако атомы неметаллического эле- 
мента, размеры которых много мень- 
ше, чем размеры атомов металла, 
могут втисчуться между атомами в ме- 
таллическом кристалле. При этом 
диффузия не зависит от вакансий 
и, следовательно, происходит намно- 
го быстрее. Одним из наиболее важ- 
ных примеров такого случая может 
служить диффузия углерода в же- 
лезо. 

В своей наипростейшей форме 
сталь является сплавом углерода н 
железа. Свойства стали меняются в 
зависимости от содержания в сплаве 
углерода. Сталь с небольшим содер- 
жанием углерода (скажем, порядка 
одной четверти процента} не очень 
прочна и хорошю куется. Повышение 
содержания углерода делает сталь 
более прочной, но более хрупкой. 
Такая деталь машины, как передаточ- 
ный механизм, должна обладать твер- 
дой поверхностью, чтобы сопротив- 
ляться износу, и быть достаточно 
упругой в своих внутренних частях, 


чтобы не сломаться при внезапных 
ударах. Эти свойства приобретаются 
в процессе, называемом поверхност- 
ной закалкой. Кусок металла разо- 
гревается и выдерживается в газе, 
богатом углеродом,” например в ме- 
тане. Атомы углерода из газа мед- 
ленно диффундируют в сталь (рис. 3). 
Через несколько часов они прони- 
кают на глубину порядка одной две- 
надцатой дюйма. Поверхиссть, или 
«оболочка», этого куска стали пселе 
такой обработки содержит около 1,2% 
углерода, тогда как внутренняя его 
часть содержит всего лишь четвер- 
тую часть процента (рис. 4). 


Знание процессов,  происходя- 
щих при диффузии атомов в металл, 
может помочь нам при изучении 
внутреннего строения металла. Во- 
обще говоря, кусок металла состоит 
из маленьких кристаллов, или «зе- 
рен». Внутренняя структура отдель- 
ного зерна’ в высшей степени регу- 
лярна — она представляет собой поч- 
ти идеальную решетку с некоторым 
числом вакансий или других незначн- 
тельных отклонений от идеальности. 
Но в совокупности зерна’не ссставля- 
ют упорядоченной структуры. Их 
взаимное расположение совершенно 
случайно. Очень редко одно зерно 
подгоняется свсей гранью к другому 
так, чтобы регулярное расположение 


атомов в нем было как бы продол- 
жением расположения атомов дру- 
гого зерна. Обычно грани этих зерен 
образуют некий угол скоса, называ- 
емый «углом расхождения». Атомы, 
располагающиеся в пограничной об- 
ласти между зернами, притягиваются 
обоими кристаллами и в конце кон- 
цов попадают внутрь одного из них. 
В результате в этой области создается 
большая разупорядоченность атомов, 
чем в зернах. Диффундирующие атомы 
намного быстрее проходят через та- 
кие пограничные области, чем через 
регулярную решетку самого зерна. 
Хороню известно, что атомы металла 
диффундируют намного быстрее в мел- 
козернистом металле, который весь 
буквально изрешечен границами зе- 
рен, чем в металле, построенном из 
болышнх кристаллов. 


№. Ахтер и Р. Смолуховский по- 
ставили опыт с целью выяснения 
влияння угла расхождения между 
зернами на скорость диффузии. Они 
приготовили цилиндр из меди, со- 
стоящий из больших нитевидных крис- 
таллов, располагавшихся таким об- 
разом, что плоскости решеток со- 
ставляли некоторые углы между 
собой. К концу этого медного образца 
был приварен сплав меди с серебром 
и все это было нагрето до температуры 
675” С. Через 10 дней приготовили 
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Рис. 3. Диффузия углерода ‘в железе не зависит ст наличия вакансий. Атомы углерода (черные 
кружки) достаточно малы, чтобы располагаться между атомамн железа (голубые кружки). 
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Рис. 4. Поверхностно закаленная сталь воз- 
никает в результате специфической диффузин 
в нее атомов углерода. В средней части ри- 
сунка приведена микрофотография, иллюст- 
рирующая распределение углерода в куске 
стали, поверхность которого находилась в 
коитакте с углеводородом. Верхняя кривая 
дает процеитное содержание углерода вза- 
висимости от расстояния до поверхности 
куска стали. Нижняя кривая характеризует 
прочность стали в различных частях куска. 
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срезы этого цилиндра и исследовали 
их под микроскопом, с тем чтобы 
оценить диффузию серебра в зависи- 
мости от расстояния до места наплава. 
Оказалось, что серебро быстрее диф- 
фундировало в пограничных областях 
между зернами, чем через внутрен- 
ние области зерен. Через одни по- 
граничные области прошло несколько 
больше серебра, чем через другие. 
Измерив углы расхождения для раз- 
личных пограничных областей, Ах- 
тер и Смолуховский обнаружили до- 
вольно закономерные связн. В случае, 
когда угол расхождения был меныше 
20°, диффузия по границе зерна про- 
исходила не быстрее, чем через зерно. 
Для областей с углом расхождения 
свыше 20” скорость диффузии в этой 
области увеличивалась, достигая мак- 
симума при угле в 45°, после чего 
она опять уменышалась. Угол в 45° 
являлся некогорым оптимальным уг- 
лом расхождения. Если часть сим- 
метричной решетки поворачивается 
на угол в 90?” по отношению ко всей 
решетке, то ее атомные ряды опять 
оказываются продолжением атомных 
рядов остальной решетки, и мы вновь 
имеем идеальную структуру. 

Вакансионный механизм диффу- 
зии в металлах был твердо установлен 
лишь 20 лет назад экспериментами 
Э. Киркендайла в Уайнском универ- 
ситете. Киркендайл решил проверить 
предположение, являющееся основой 
всех экспериментальных и теорети- 
ческих работ по диффузии в твердых 
телах. Полагая, что кристалл явля- 
ется идеальной структурой, теоре- 
тики считали, что если определен- 
ное число атомов диффундирует в од- 
ном направлении, то такое же число 
движется и в противоположном на- 
правлении с тем, чтобы сохранялась 
идеальность и непрерывность структу- 
ры кристалла. 

Однако в 1942 г. Киркендайл, 
изучая диффузию в латуни (сплаве 
меди и цинка), показал, что атомы 
цинка диффундируют быстрее, чем 
атомы меди. 

Отчет Киркендайла большинством 
читавших его был квалифицирован 


как экспериментальная ошибка. Для 
того чтобы убедить сомневающихся, 
Киркендайл в сотрудничестве с 
А. Смигелкас провели новую серию 
опытов. Они нанесли толстый слой 
меди на противоположные стороны 
стержня из латуни, а между медью 
и латунью с обеих сторон латунного 
стержня они поместили молибденовую 
проволоку, для того чтобы она фик- 
сировала границу между медью и ла- 
тунью. После этого образец был на- 
грет до высокой температуры. Если 
бы атомы меди входили в латунный 
стержень так же быстро, как атомы 
цинка выходили из него, то первона- 
чальный размер латунного стержня 
не изменился бы. На это указывало 
бы неподвижное положение молиб- 
деновой проволоки. Но на самом деле 
молибденовая проволока сместнлась, 
н смещение ее указывало на то, что 
латунный стержень сократился; то 
есть атомы цинка выходили быстрее 
из стержня, чем атомы меди входили 
в него. Под микроскопом можно было 
разглядеть довольно большие поры, 
образовавшиеся в стержне в резуль- 
тате появления большого числа ва- 
кансий, возникающих там, откуда 
из стержня быстро выходили атомы 
цинка. 

Результаты эти были опублико- 
ваны в 1947 г., и то, что теперь носит 
название «эффекта Киркендайла», про- 
извело настоящую сенсацию среди 
металлургов и всех исследователей, 
которые занимались свойствами твер- 
дых тел. 

Были проверены старые опыты, 
поставлены новые. 

Поскольку эффект Киркендайла 
был тут же обнаружен во многих 
сплавах, не осталось никаких сом- 
нений, что он существует на самом 
деле. 

Несомненно, исследование диффу- 
зин углубит наше понимание свойств 
твердого тела и всех тех инже- 
нерно-технических — процессов, в 
которых диффузия играет основную 
роль. 


РИСУНОК ЭШЕРА 


Если плоскость покрыть 
многоугольниками так, что- 
бы два многоугольника име- 
ли лнбо общую сторону, лн- 
бо общую вершину, либо сов- 
сем не имели общих точек, 
то такое покрытие называет- 
ся паркетом. 

В нашем журнале (см. 
«Квант» № 3, 1970, стр. 21) 
мы приводили ряд задач, 
связанных с паркетами. 

Для некоторых паркетов 
можно указать такие пре- 
образования плоскости, кото- 
рые переводят фигуры, сос- 
тавляющие паркет, друг в 
друга так, что сам паркет 
не меняется. 

Для паркета,  приведен- 
ного на этом рисунке, та- 
кимн не меняющимися его 





преобразованиями будут по- 
ворот вокруг точки на 60° и 
симметрия относительно пря- 
мой 1. Какие еще не меняю- 
щие этот паркет пргобразо- 
вания вы можете указать? 

Паркет совершенно дру- 
гого рода вы видите на рисун- 
ке голландского художника 
Эшера (см. обложку). Этот 
паркет замечателен тем, что 
одним из не меняющих его 
преобразований является 
увеличение вдвое всех рас- 
стояиий относительно цент- 
ра (преобразование подобня). 
Поэтому, строго говоря, на 
рисунке изображено беско- 
нечное число уменьшающихся 
ящернц. Попытайтесь приду- 
мать другие паркеты, не ме- 
няющиеся при преобразова- 
нии подобия. 


„7. Тиманов 
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А. И. Ширшов 


В «Кванте» № 6 за 1970 год была опубликована статья Д. Б. Фукса 
н М. Б. Фукса «Арифметика биномнальных коэффициентов». В этой статье 
авторы предложили следующую задачу: пусть р — простое число; выяснить. 
п- 
рп 
Эта задача привлекла‘ внимание многих нашнх читателей. Редакция по- 
лучила письма от В. Г. Гайдаловича (Ташкент), С. П. Крутика 
{станица Старо-Шербиновская Краснодарского края), ученика 9 класса 
А. Меркурьева (Ленинград), В. В. Приленского (Москва) и других 
товарищей, которые предлагают разной степени полноты решення этой задачи. 
Мы попросили видного советского алгебраиста, члена-корреспондента 
Академин наук СССР А. И. Ширшова подробно осветить решение по- 
ставленной задачи. 


Школьникам хорошо знакомы многие научно-понулярные книги и статьи 
по математике. Они пишутся по возможности просто, подробно и доступно, 
ярким и живым языком, с занимательными примерами и красочными картин- 
ками — так, чтобы заинтересовать читателя, дать ему возможность легко 
разобраться в материале. 

А как пишутся серьезные математические статьи в солидных научных 
журналах? Предлагаемая вниманию читателей статья А. И. Ширшова дает 
представление о научном математическом стиле изложения. По своему содер- 
жанию она вполне доступна старшеклассникам, но написана специально так, 
как пишутся заметки, скажем, в журнал «Доклады Академии иаук СССР». 

Научно-математический стиль характеризуется сжатостью и лаконич- 
ностью. Как правило, изложение разбивается на отдельные ступеньки -— лем- 
мы, поднимаясь по которым, мы и приходим к заключительному результату — 
теореме. Маучная статья всегда содержит постановку задачи, объяснение 
вводимых понятий и используемых обозначений, ссылки на литературу. Дока- 
зательства подробно не воспроизводятся — намечается лишь их ндея и общий 
ход рассуждений. Поэтому читать такую статью можно лншь с карандашом 
и бумагой в руках, восстанавливая промежуточные выкладки; понимание 
ес содержания требует определенного напряжения и самостоятельных 
размышлений. 

Любителям математики, несомненно, будет интересно познакомиться 
с научным математическим стилем изложення. 


эп 
на какую степень р делится число бриза — 


В статье [1] высказано предположение, что числа вида СР 5 о ‚ 
где р — простое, делятся на достаточно высокую степень числа р. Однако 
доказано это утверждение лишь в случае р=? (теорема 5 из’ [1 ]). 

Настоящая заметка посвящена доказательству более общей теоремы. 

Все рассматриваемые в дальнейшем числа т, К, 1, $ ит. д. натуральные, 
причем р — простое число. Символ (т, п), как обычно, означает наиболь- 
ший общий делитель чисел т и п. Символом [Ё, 5], мы будем обозначать 
произведение всех таких натуральных чисел & что < 15$ и (+, п)=1; на- 


пример, [7, 19]:=7-8.10.11.13.14.16.17.19. Напомним также, что п!= 
=].2.... (ип и 


п! 


а. (1) 


т! {п—т)! 


Лемма 1. 12+ 22-- 3+ ...- п ео АО. 

Это хорошо известная формула Архимеда, доказываемая по индукции 
(см. [2], стр. 16). 

Лемма 2. 12-325... + + (2—1) *=63 

Доказательство по ки (см. [2], стр. 17). 

Лемма 3. Если числа т и $ таковы, что |< 5<5т и (т, $)=1, то сущест- 
вует единственное число 5’, 1 < 5'<т, для которого 55'’—1 делится на т, 
то есть 

55° — 1 = Г. (2) 

Доказательство. Достаточно убедиться, что среди чисел 
.1, 2, ..., 1—1 найдется такое единственное число 5’, что 55’.при делении 
на т дает в остатке 1. Рассмотрим числа 

$, 2$, 3$, ... , (т — 1) 5. (3) 
Как известно (см. [3]), множество целых чисел разбивается на т классов, 
каждый из которых состоит из всех чисел, дающих при делении на т оди- 
наковый остаток. Ни одно из чисел (3), очевидно, не принадлежит классу 
чисел, делящихся на т. Кроме того, никакие два из чисел (3) не могут при- 
надлежать одному классу, ибо если бы два из чисел (3) при делении на т 
давали один и тот же остаток, то, вычитая из большего числа меньшее, 
мы получили бы число из (3), делящееся на т. 

Таким образом, т—1 число (3} принадлежит различным классам чи- 
сел, не делящихся на и; таких классов т—1. Поэтому каждому из этих 
классов принадлежит ровно одно из чисел (3), и, в частности, одно и только 
одно из чисел (3) при делении на т дает в остатке 1. 

Лемма 4. Если 51,..., 5 — все такие в числа, что 
155; <ти (т, $:)=1 для 1, ., 9, то числа $, ... 5, Каждое из которых 
обладает указанным в лемме 3 свойством, быть может, только порядком 
отличаются от чисел $;1, ... , $. 

Доказательство. На основании равенства И тг; (см. (2)) 
заключаем, что (т, 5')=1, #=1,..., 9. Далее, числа $, .. ‚5 все различ- 
ны. В самом деле, пусть $, =$,, и пусть для определенности $; >; тогда раз- 
ность чисел $,5:—1 И 5}5, | должна делиться на т, а это невозможно в силу 
(т, 5 )=Г и О-о, 

Следовательно, $51, .. о — все такие различные числа, что 1=55,<5т 
и (т, 5)=1 для #=1,..., о. Лемма доказана. 


Лемма 5. Если (т, $) =1и — целое число, то число 


а _ 
$(т— $) 


я га З 
РР -а (5')* делится на т. 


— оказательство. Используя формулу (2), имеем 


ЕТ +а(5')* = $( $) 1+5 (т-—5)$}= 


т— 


тя {Р-Н (ти + 1) (15 — тг — 1) = м, 


где число 2 легко сосчитать (прин необходимости). 
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Лемма 6. Число 
1 1 


Е—1 
о ре т 8 
} | 
о ГрНО Порт 
. Е ...+ (р- 1+ + 1+ НЫ А" 


(в выражении в фигурных скобках выписываются все числа, взаимно про- 
стые с р) является целым и делится на р*-1. 
Доказательство. Если взять трех, то числа 
1,2, ...,р— 1 р -+1,..., р" — 1, Р-+1,..., рф (4) 
удовлетворяют условию леммы 4. Поэтому, произведя необходимую пере- 
становку слагаемых в фигурных скобках, число М можно представить 
как сумму чисел вида 


где 5 принимает значения (4). И ое символа [1,р*-*]» следует, 





р, р*-! 
что :Р- т в — целое число, а потому применение леммы 5 завершает 
5(р 

доказательство. 


Лемма 7. 





(рее =, Ас (ре)! ре" —"°. (5) 
Доказательство. Произведение сомножителей в левой части 
равенства (5), не делящихся на р, даст, очевидно, первый сомножитель 
в правой части этого равенства. Легко сообразить, что в левой части ра- 
венства (5) будет, кроме того, рА-*с сомножителей, делящихся на р; разде- 
лив каждый из них на р, получим два следующих сомножителя в правой 
части равенства (5). 
Лемма 8. 
1 
эт 
(р’)!=И, рр 1, ых: ыы р?]р [1, Р]р р” ' 
(2 — 2^- =, р" — Р-р п, ре — р*-?]р м: 
&—1_ 
х р — р] И, р— Ир р? - 


Доказательство обеих формул нетрудно провести индукцией 
по А с привлечением леммы 7. 


Лемма 9. 
С" Е о И, 
и АРА 2 Ц а -3 г 
[ ‚р р }2П,Р р р... 8, 2" — РР, Р— Пр 


Доказательство. Выражение в правой части этого равенства 
получается несложными преобразованиями из левой его части, если ис- 
пользовать формулу (1) и лемму 8. 


Лемма 10. Для любых целых чисел &, х.,..., х„ верно равенство 
(& Н х1) («+ х2)... (“+ хи) — хаха... ха = 


= 5х2. -%( + ЕЕ я) НМ, 


где № — некоторое целое число. 


8* 


Доказательство. При п=1 равенство тривиально. Применим 
метод индукции: 
(&-х,)..-@-х,- 1) (@Нх,) —хь.. . Ха-ахи = 


1 {1 
= [жа аж. Жи [= ...-Н НМ | х 








1 1 
х (и) —ж..-ж аж... аж... [+ ...-+ ит) + 


] 
Хп-1 





ож, ... Хи = +... }ноам! + а? Мхи = 


1 
Хл-—1 





| 
= Ч: .. „тины (+ э+а = 
что и требовалось доказать. 
Лемма 11. 


1 р 
р рр р — 1, ртр = 0 р" ФП И, ре Ч] х 


+ я) 4, 


а т РУ И ТЕ 
ен 
р> 2; 
[28 — 28-1 2%, — [1, 2 о = 22-2 [], 2—1], ЕТ 
И 


(в выражениях в фигурных скобках выписываются все числа, взаимно 
простые с р и 2 соответственно). 


Доказательство. Очевидно, что 
ре р $) (ре — 9 = р (р — 1) + 5 (0-1 — 3. 


Распишем теперь произведение [р^—р*-1, р], и, используя это ра- 
венство, перемножим попарно сомножители, равноудаленные от коннов: 


[р > рЁ-1, р], ль (р = рЁ-1 ри 1) (ре И р#-1 +2)... 
‚20 — ре р —1 (ре — РИ... 2—1) 
1-1 (р — +1 1]} {971 (2—1) 2 (р*-1— 2)} ... 
р-р — + @ФЫ— 1 ("р-р 0—1 + 
о И фр 1}... [9-1 рф 
+50 Пу 1+1). 


Получившееся выражение преобразуем согласно лемме+ 10, взяв @= 
=р*** (р — 1) ив качестве х; выбрав числа 


1. (р*- 1—1), 2-1 —2),... (9% 0 (1+1). 


49 


20 


Заметив, что 
(р — 10-2 (*-' 2)... 2 (9-0 (*- 1+0 =, Р-Н» 


можем записать: 


Е — 1 2 
[ре — ри- 1, р] р = И, р" Цр + р2*-Цр-ПП, р“ ор. ее 
2 НЕ 
ча + Е ЧЕЛА, вр 20 = 
На (р — 0-5 (+1 
= 1,9“ р р р- ПИ, р*-Чрх 
ЕЕ: ЗЕНА се аа сара 
т Ши р —20. 


что и доказывает лемму при р>2. 
Случай р=2 рассматривается по такой же схеме. 
Лемма 12. 


1222 --... + (р 1) +- РИ... + (= 


ВЕ ь — 
ар (РЕ (2-Е,  р>2 
(в левой части выписываются все числа, взаимно простые с р). 
Доказательство. Достаточно представить левую часть в виде 
1 р? 
:2 ;2 
Уй-м У: 
[= =1 
и обе суммы вычислить согласно лемме 1. 
Теорема. Справедливы следующие равенства: 


к-1 *-2 К-1 
Сы Са = К, РЗ; 
К ВР. 
мы ть ЗА-3 


Соь — Со — 2 уд 
где А—3, а Ю, $, Г — некоторые целые числа. 

Доказательство теоремы осуществляется последовательным использо- 
ванием лемм 9, 11, 6, 12, 2. 


Замечание. Из доказательства теоремы можно дополнительно уви- 
деть, что указанные в теореме числа 5 и Т не делятся на Зи 2 соответст- 
венно. Автору неизвестно, как обстоит дело в общем случае — делится илн 
не делится на р число В. 
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Примечание редакции. Как сообщил нам читатель Ю. Трахтман (Днепропетровск), 
ему удалось получить некоторые условия, прн которых числа Ю, $, Т, фигурирующие 
в теореме, не делятся на р, 3, 2 соответственно. Однако этот результат формулируется в тер- 
минах, незнакомых школьникам и доказывается неэлементарными средствами. 





С. А. Кривошлыков 


В редакцию нашего журнала пришло письмо. 

«Я купил волчок в магазине «Игрушка». При запуске он перевпорачи- 
вается и начинает вращаться на рукоятке. 

Меня интересует, какнс законы физнки лежат в основе его движения? 
Как рассчитать размеры волчка? 


Ученик 10 класса Титаревской средней 


школы В. Ткачев» 


Нам кажется, что ответ на это письмо будет интересен многим нашим 
читателям. Ниже мы публикуем статью ученика 10 класса школы № 45 
г. Киева Сергея Кривошлыкова, содержащую ответы на поставленные 
вопросы. Это несколько переработанный его доклад на {У научной кон- 


ференцни школьников Кнева. 


`Волчок, о котором пишет Ткачев 
{его часто называют волчком Томсона), 
представляет собой шарик со сре- 
занной верхущкой. В центре среза 
находится ножка — ось, за которую 
волчок раскручивается (рис. 1*). 

Если волчок раскрутить шариком 
вниз, то он, вращаясь, наклоняется, 
ложится набок, касается своей нож- 
кой поверхности стола, а затем вска- 
кивает на нее и продолжает спокойно 
вращаться на ножке шариком кверху 
(рис. 2). С уменьшением скорости 
вращения волчок опять возвраща- 
ется в первоначальное положение. 
Такое поведение волчка кажется на 
первый взгляд очень странным. Вска- 
кивая на ножку, волчок увеличивает 
свою потенциальную энергию. Что 
заставляет его это делать? Ведь из- 
вестно, что всякая система стремится 

* Размеры приведены в мм. 
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к минимуму потенциальной энергии. 
Рассмотрим явления, связанные с вра- 
щеннем твердого тела вокруг своей 
оси. 

Возьмем большой маховик (на- 
пример, велосипеднсе кодесо), ко- 
торый может свободно вращаться во- 
круг жесткой горизонтальной оси. 
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Рис. 1. 





Рис. 2. 


Раскрутив маховик, попробуем, взяв- 
шись руками за ссь, повернуть ее 
в вертикальной плоскости (как по- 
казано зеленымн стрелками на рисун- 
ке 3). Мы почувствуем значительное 
сопротивление этому повороту. Вра- 
щающийся маховик стремится сохра- 
нить свой момент количества движения 
(его величину и направление, а зна- 
чит, угловую скорость вращения и на- 
правление оси вращения *). Прило- 
жим большес усилие. Как ни странно, 
но мы не получим предполагаемого 
поворота. Ось повернется не в вер- 
тикальной плоскости, как мы хотели, 
а в горизонтальной, так, как показано 
красными стрелками. 

Это, впрочем, неожиданно лишь 
на первый взгляд. Как мы знаем, 
при вращательноюм движении тел век- 
тор момента внешиих сил равен ско- 
рости изменения вектора момента ко- 
А (10). 

А 
логично тому, как при прямолиней- 


личества движения: М = (ана- 


*) См. статью А. К. Кикоина *Вра- 
щательное движение тел» (&Квант» № |, 
1971). 





Рис. 3. 











ном движении тела внешняя сила, 
приложенная к телу, равна скорости 
А (ту) 





изменения импульса тела: Е = 7”). 


Поэтому вектор & (1%) изменения 
момента импульса маховика за малое 
время АЁ параллелен вектору М 
момента сил Е (рис. 4), то есть лежит 
в горизонтальной плоскости. В этой 
же плоскости лежит и новый вектор 
момента импульса. Причем, так как 
вектор М перпендикулярен вектору 
(1%), то изменение момента имнульса 
А(1о) перпендикулярно самому век- 
тору {« момента импульса. (На ри- 
сунке 4 вектор А (16) сделан непро- 
порционально большим.) Поэтому 
момент импульса в нашем случае 
не изменяется по величине и меняет 
лишь направление. Это означает, что 
не меняется и угловая скорость вра- 
щения маховика вокруг его горизон- 
тальной оси. 

Если так же поворачивать ось 
в том случае, когда маховик враща- 
ется в противоположную сторону, 
то ось опять повернется в горизон- 
тальной плоскости, но в противопо- 
ложную сторону. 


Рис. 4. 


Отклонение оси быстро вращаю- 
щегося тела в направлении, перпенди- 
кулярном плоскости действия пово- 
рачивающих сил, называется пре - 
цессией. 

Если момент внешних сил по- 
стоянен, то и скорость изменения век- 
А (19) 

м 
В этом случае ось маховика враща- 
ется с некоторой угловой скоростью 
$2, которую называют угловой ско- 
ростью прецессии. Чем больше момент 
сил, приложенных к маховику, Тем 
больше угловая скорость прецессии 


тора /® постоянна ( 





= сопз ) . 





А (16). 
о 49 _ № А тм 
ПА САЛО ВАЛИ Юя 5 
. А (1/0) 
(так как угол Афи.л, то Аф= НЕ ). 


Ясно также, что чем быстрее враща- 
ется маховик (чем больше ® и /0), 
тем меньше угловая скорость прецес- 
сии при одном и том же моменте 
внешних сил (так как тем мевыше 
угол Аф за время АЁ (см. рис. 4). 

Рассмотрим вращающийся обык- 
новенный дискообразный волчок. 
В начале вращения, когда угловая 
скорость велика, его ось практически 
вертикальна. Затем угловая скорость 
вращения под действием сил трения 
в точке А и о воздух уменьшается, 
и волчок начинает прецессировать 
вокруг вертикальной оси, описывая 





Рис. 5. 
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коническую поверхность с верши- 
ной А (рис. 5). Почему это происхо- 
ДИТ? 

Рассмотрим силы, действующие на 
волчок. Сила тяжести Р и сила реак- 
ции опоры А создают момент сил, 
стремящийся опрокинуть волчок. Это 
приводит к тому, что ось волчка 
смещается перпендикулярно плоскос- 
ти действия этих сил, то есть прецес- 
сирует. Направление смещения оси 
показано на рисунке 5 красной стрел- 
кой. При прецессии ссь волчка описы- 
вает коническую поверхность с вер- 
шиной в точке 

Следует заметить, что прецессия 
сси волчка существовала и в самом 
начале его вращения из-за неизбеж- 
ного толчка, который мы ему сооб- 
щили при раскручивании (идсально 
раскрутить волчок невозможно), но 
эта прецессия была небольшой. 

Кроме момента пары сил Р и №, 
на волчок действует еще момент сн- 
лы трения Е.р относительно центра 
масс волчка. На рисунке 6 показано 
увеличенное сстрие волчка. Если точ- 
ка касания острия с новерхностью 
не лежит на оси вращения волчка 
(волчок наклонился), то момент силы 
трения лежит в плоскости рисунка 
и направлен к вертикали. Изменение 
момента импульса волчка, обязанное 
моменту силы трения, тоже направ- 
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Рис 8. 


лено к сси; поэтому благодаря трению 
‘ось волчка стремится занять верти- 
кальное положенне. В этом легко 
убедиться, если запустить волчок 
наклонно. Через некоторсе время его 
ссь встанет вертикально. Момент сил 
трения направлен к вертикали (пра- 
вило буравчика), следовательно, из- 
менение момента количества движе- 
ния волчка тоже нанравлено к вер- 
тикали, а ось волчка стремится стать 
перпендикулярно илоскостн враще- 
НИЯ. 

Итак, на наклонный волчок дей- 
ствуют два момента сил: момент пары 
сил — реакции опоры и силы тя- 
жести и момент силы трения. Дви- 
жение волчка всегда пронсходит при 
наличин этих двух моментов. 

Вернемся теперь к волчку Том- 
сона н попробуем объяснить его по- 
ведение. Так как волчок Томсона 
состоит из сферы со срезанвой вер- 
хушкой, то его центр тяжести нахо- 
дится ниже геометрического центра 
шара, из которого он изготовлен. 
При раскручивании волчка мы не- 
вольно отклоняем его ссь от верти- 
кального положсния. Но так как 
волчок имеет сферическую форму, 
то точка его опоры в результате 
такого отклонения меняется. Ось же 
вращения волчка останется преж: 
ней — вертикальной и нс будет со- 
впадать с его геометрической осью. 
А так как центр тяжести волчка 
лежит ннже геометрического цептра 
шарика, то в результате такого от- 
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клонения его центр тяжести уже не 
будет лежать на аси вращения (вис. 7). 
Он займет положение О’ и будет 
вращаться вместе с волчком около 
вертикальной сси. При вращении с 
болышой угловой скорсстью центр 
тяжести волчка будет подниматься 
точно так же, как поднимается шарик 
ца нити, ссли иить раскручивать 
так, как показано па рисунке 8. 

Волчок не задерживается в бо- 
ковом положении, а но ннерции про- 
скакивает его, касаясь своей ножкой 
илоскости, на которой он вращается 
(рис. 2). Как только это произойдет, 
точка опоры волчка пересвочит из 
точки А в точку В (рис. 9), и волчок, 
вращаясь около своей оси. начнет 
прецессировать около оси ВВ". Ивы- 
ми словами, волчок Томсона будет 
вести себя как «обыкновенный» вол- 
чок. Под действием момента силы 
трения он совместит свою ось с 
вертикальной ссью ВВ’ и будет 
продолжать вращаться шариком 
кверху. 

Из приведенных выше рассужде- 
ний видно, что столь странным но- 
ведением волчка Томсона мы обя- 
заны силе трения. Действительно, 
если бы сила трения отсутствовала, 
то волчок, ударившись ножкой о плсс- 
кость, вернулся бы в боковсе поло- 
жение и вращался бы так, пока 
имел достаточно большую угловую 
скорость. А затем под действием мо- 
мента силы тяжести вернулся бы 
в исходное положение (рис. 2). 
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Рис. 10. 


С волчком Томсона можно про- 
вести интересный опыт. Если волчок 
запустить по поверхности, покрытой 
тонкНм слоем пудры, то пудра оста- 
вит на поверхности волчка след — 
траекторию точки касания волчка 
с плоскостью. Этот след показан 
на рисунке 10. Линия на волчке 
закручивается спиралью, но на эк- 
ваторе шарнка волчка она начинает 
раскручиваться в обратную сторону. 
Почему это происходит? Закон со- 
хранения момента количества дви- 
жения требует, чтобы волчок вра- 
щался в одну и ту же сторону, как 
в исходном положении, так и в пере- 
вернутом. Пусть мы запустили вол- 
чок По часовой стрелке (если смот- 
реть на него сверху). Если бы волчок 
перевернулся, не переставая вра- 
щаться вокруг своей оси, то в пере- 
вернутом состоянии он вращался бы 
уже против часовой стрелки. По- 
этому, для того чтобы выполнялся 
закон сохранения момента количест- 
ва движения, волчок в какой-то мо- 
мент времени должен прекратить вра- 
щаться вокруг оси, проходящей че- 
рез его ножку, а затем начать вра- 
щаться в обратную сторону. Судя 
по рисунку 10, это и происходит в тот 
момент, когда волчок лежит на боку. 

Что касается расчетов размеров 
волчка, то он может быть любым, 
но таким, чтобы центр его масс 
не совпадал с геомстрическим центром 
сферы, из которой он изготовлен. 


МАЛАЛЛАЛАЛИЛАЛЛИААЗАЛИЛЛЛАЛАЛ АЛЛА ИАА 


ЗАДАЧИ 
О ШАХМАТНОМ 
ТУРНИРЕ 


1. В турнире*) участвова- 
ло 8 шахматистов. Все они 
набрали разное число очков, 
причем второй призер набрал 
столько же, сколько набра- 
ли все шахматисты, заняв- 
шие места с 5-го по 8-е. Как 
сыграли между собой шах- 
матисты, занявшие 3-е и 5-е 
места? 

2. В турвире играли два 
ученнка 7-го класса и не- 
сколько учеников 8-го. Семи- 
классники набрали вместе 
8 очков, а все восьмиклас- 
сники набралн поровну. 
Сколько — восьмиклассников 
могло участвовать в тур- 
нире? 

3. В турнире участвовало 
п махматистов — гросемей- 


стеры и мастера. — После 
окончання турнира оказа- 
лось, что каждый участник 


набрал ровно половину своих 
очков в партиях против мас- 
теров. Доказать, что (п — 
целое число. 

4. Шахматист играет для 
тренировки не менее одной 
партии в день и, чтобы не пе- 
реутомиться, не более 12 — в 
неделю. Доказать, что можно 
найти несколько последо- 
вательных дней, в течение 
которых он сыграет ровно 
20 партий. 

5. Каждый шахматист в 
турнире половину своих оч- 
ков набрал во встречах с 
участниками, занявшими три 
последних места. Сколько 
человек ‘участвовало в тур- 
нире? 

6. Доказать. что по окон- 
чании турнира его участни- 
ков можно перснумеровать 
так, что окажется, что ни 
один участник не проиграл 
следующему  нспосредствен- 
но за ним. 





*) Мы предполагаем, что 
шахматисты играют друг с 
другом по одной партин, то 
есть турнир проводится в 
один круг. 
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Даже до самых близких звезд 
очень далеко. Еще дальше до других 
галактик. От галактики Туманность 
Андромеды свет добирается до нас 
около миллиона лет. 

Мыслимо ли слетать к ней, ска- 
жем, за неделю? По земному време- 
ни так скоро до Андромеды не до- 
браться. Свет, и тот идет годы и годы. 
А быстрее света корабль двигаться 
не может. Другое дело — по времени 
самого межзвездного путешественни- 
ка, если его корабль летит с достаточ- 
но большой скоростью. При движе- 
нии с большими скоростями происхо- 
дит замедление решительно всех про- 
цессов в одинаковое число раз. Чем 
болыше скорость, тем больше это 
замедление. 

Как же надо лететь, если мы хотим 
за неделю совершить путешествие 
к Туманности Андромеды? Рассто- 
яние в м световых лет надо преодо- 


леть за 25 5 года. Расчеты по формуле 


теории относительности дают неве- 
роятный результат: необходимо ле- 
теть с постоянным ускорением а= 
—700 2! (р — ускорение свободного 
падения). 

Но как быть с перегрузками? 
При ускорении 700 & наш вес увели- 
чится в 700 раз! Все равно, что по 
звездолетчику проехаться асфальто- 
вым катком. Наша кровь тоже по- 
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тяжелеет в 700 раз. А она должна 
циркулировать по всему телу. С та- 
кой значительной нагрузкой сердце 
не справится. Пилоты при резких 
виражах иногда временно слепнут — 
кровь не поднимается к мозгу, хотя 
здесь ускорение а не превосходит 
5--10 2. Можно лечь, чтобы умень- 
шить нагрузку на сердце, — тогда 
нужно поднимать кровь на меньшую 


высоту. Но даже десятикратную 
перегрузку в таком положении 
можно выдержать лишь три-пять 
минут. 


Нельзя ли придумать лучший спо- 
соб, который позволит двигаться с 
любым ускорением без всяких пере- 
грузок? 

Нельзя ли предложить конструк- 
цию корабля, избавляющую астро- 
навта от каких-либо перегрузок? 

Прежде чем броситься на врага, 
полезно его изучить. 

Откуда берется вес? 

Если встать на пружинные весы, 
стрелка отклонится от нулевого поло- 
жения. Земля притягивает тело, а так 
как относительно весов мы неподвиж- 
ны, то эта сила должна уравнове- 
ситься упругой силой пружин. Стрел- 
ка покажет нам вес Р=тр (т — мас- 
са). Пусть мы измеряем вес (показа- 
ния пружинных весов) в лифте, под- 
нимающемся с ускорением. Стрелка 
покажет т (а-Ре), появляется пере- 





грузка: упругая сила не только урав- 
новешивает притяжение Земли, но и 
придает телу ускорение а. Если же 
лифт свободно падает, то вес будет 
нулевым — все тела падают с оди: 
наковым ускорением, наше переме- 
щение будет точно таким же, как пе- 
ремещенне пружины, и пружина не 
сожмется. Взяв яблоко, мы не по- 
чувсхвуем его веса, ово не давит 
на руку, а свободно падает вместе 
с рукой. : 

Итак, вес Р=т (а+8), если а 
направлено вверх. Когда а направле- 
но в ту же сторону, что и ускорение 
свободного падения в и |4] = [8] 
(свободное падение), наступает со- 
стояние невесомости. Это состояние 
испытывают космонавты при полете 
с выключенными двигателями, ибо 
тогда они как раз и движутся с уско- 
рением свободного падения. 

Важно, что вес обусловлен и ус- 
корением, и гравитационным притя- 
жением. Появилась возможность ком- 
пенсировать одно другим. Создать 
невесомость можно потому, что уско- 
рение свободного падения не зависит 
ни от массы, ни от вещества падающих 
тел. Это свойство открыл еще Гали- 
лей. Но и сейчас исследователи порой 
не удерживаются от соблазна прове- 
рить это свойство. В 1964 году Роля, 
Кротков и Дикке установили ра- 
венство ускорений для золота и алю- 
миния с точностью до 0,09000000001! 

С зевесомостью мы встречаемся 
В кабине свободно падающего лифта. 
Там нет никаких перегрузок. Возьмем 
массивное тело, создающее ускорение 
свободного падения а, по величине 
равное жеяаемому ускорению путе- 
шествия. Установим на нем двигате- 
ли, способные обеспечить как раз 
это ускорение. Путешественник со 
всеми удобствами размещается в от- 
дельной кабине, свободно падающей 
на это тело. Кабина падает с уско- 
рением а, но двигатели работают, и 
тело уходит с тем же ускорением. 
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При нулевой начальной скорости 
расстояние между кабиной и массив- 
ным телом будет неизменным. В сво- 
бодно падающей кабине — невесо- 
мость, но в то же время она несется 
с необходимым ускорением. 

Но долетев до половины пути, 
нужно начать тормозить. Согласова- 
ние ускорения тела и ускорения сво- 
бодного падения кабины нарушится, 
и кабина врежется в массивное тело. 
Кроме того, существует опасность 
отстать или упасть на тело при любом 
изменении ускорения корабля (мас- 
сивного тела). Значит, надо лучше 
продумать конструкцию корабля. 

Просверлим в направлении уско- 
рения шахту через центр массивного 
тела, которому придали форму шара. 
Ускорение свободного падения будет 





меняться В зависимости от расстоя- 
ния до центра шара. Обозначим ус- 
корение на поверхности шара а,, 
радиус шара г,. Построим график 
для ускорения а на расстоянии Г 
от центра шара (см. рисунок) *). 
На расстояниях от —щ дю № 
(то есть внутри шара) ускорение 
свободного ‘падения изменяется по 


Г 
закону а — а —, а приг<—"о ИГ>То 
о 





г) О эта задача разобрана в 
статье Я. А. Смородинского «Похо- 
жие движения». Зависимость силы притяже- 
ния тела от расстояния до центра шара была 
найдена при решении задачи Ф4З (<Кванть 
№5, 1971). 
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Отрицательный знак ускорения озна- 
чает, что оно всегда направлено к 
центру шара. 

Когда шар движется без ускоре- 
ния, его центр является точкой ус- 
тойчивого равновесия. При малых 
отклонениях возникает возвращаю- 
щая сила. При ускорении корабля и, 
меньшем а., всегда найдется положе- 
ние кабины, при котором ускорение 
свободного падения равно №. Чтобы 
найти по графику это положение, 
проведем прямую ниже оси г на рас- 
стоянни и. Появятся две точки пере- 
сечения, их ординаты дадут искомые 
расстояния. Точка внутри шахты со- 
ответствует устойчивому равновесию. 
При малом изменении ускорения ко- 
рабля кабина будет колебаться около 
новой точки равновесия, сама следя 
за согласованностью ускорений, при- 
чем все это время в кабине будет 
сохраняться невесомость. 

При торможении с тем же ускоре- 
нием точка равновесия будет с дру- 
гой стороны от центра шара. 

Мы предложили радикальный спо- 
соб борьбы с перегрузками. Какие 
«если» стоят на пути реализации 
этого фантастического проекта? 

Законам природы он не противо- 
речнт. Основные трудности заклю- 
чаются в источнике энергии: это об- 
щая трудность любого проекта меж- 
звездного корабля. Но где взять 
массивное тело? Можно взять’ или 
тело очень большого объема или ис- 
пользовать вещество очень болышой 
плотности. Чтобы легче было об этом 
размышлять, разберитесь в упражне- 
ниях, помещенных ниже. 


Упражнения 


1. Если реактивный самолет пикирует 
вниз с ускорением 1,5 д, то чему равен вес 
летчика и куда направлена сила веса? 

2. Найдите отношения радиуса и массы 
шара той же плотности, что и Земля, к радиу- 
су и массе Земли, если ускорение на поверх- 
ности шара составляет 1000 р. 

А если плотность шара в 106 раз больше 
земной? (При некоторых физических условиях, 
например, на звездах, называемых белыми 
карликами, плотность вещества значительно 
превышает привычные иам значения.) 


ЭКЗОТИЧЕСКИЕ 
АТОМЫ 


Мы все привыкли К то- 
му, что атом построен так: 
в цеитре атома находится’ 
ядро. вокруг которого вра- 
щается @ электронов. Ядро 
имеет заряд 2е (—е — за- 
ряд электрона), так что 
атом в целом нейтральный. 

Лет 15 назад было от- 
крыто, что частицы в- и Л- 
мезоны (массы которых в 
205 и 280 раз больше элект- 
ронной массы соответствен- 
но) могут захватываться на 
орбиту и вращаться вокруг 
ядра, совсем как электрон, 
только на расстоянии в сред- 
нем в 205 или 280 раз мень- 
шем. ь 

Потом было обнаруже- 
но, что такой же эффект 
можно наблюдать и с более 
тяжелым К-мезоном, масса 
которого в 990 раз больше 
массы электрона. Соответст- 
венио он приближается к яд- 
ру на расстояние в 990 раз 
более близкое. 

Летом 1970 года были 
открыты еще более экзотнче- 
ские атомы. На орбиту 
в атоме таллия «сел» анти- 
протон. Правда, — спустя 
очень короткое время (около 
10-6 сек) он исчез — анни- 
гилировал с одним низ нукло- 
нов в ядре, но все же можно 
было зарегистрировать рент- 
геновские лучи, которые он 
испускал, прыгая с орбиты 
на орбиту в таком атоме. 

Кроме антипротона в 
роли «заменителя» электро- 
нов в атоме выступила еще 
одна частица — отрицатель- 
ный сигма-гиперон Х-, масса 
которого больше протона н 
составляет 2395 масс злект- 
роиа. Его (всриее, спектр 
рентгеновских лучей, кото- 
рый он нспускает) обнару- 
жили в атомах серы, хлора и 
цинка. Примерно через 
1,5-10-10 сек Х--гиперон рас- 
пался на нейтрон и отрица- 
тельный д-мезон. Но даже 
за такое малое время можно 
рассчитывать получить свс- 
дения о том, как эта частица 
взаимодействует с ядром. 


Я. А. Смородинский 





ЛАБОРАТОРИЯ 


КВАНТА 





Р. Вуд 


Имя замечательного американского физика Роберта Вуз» известно 
всем физикам и всем любителям физики. Это связано с тем. что си пыз 
не только основателем современной физической оптики, не голъзха зир- 
туозом и чародеем эксперимента. но и любителем эффектного опыта и 


блестящим демонстратором. 


Ниже мы помещаем его стать < описанисм эффектных лемонстра- 
ционных опытов. Она была опубликована в журнале «РИЙохормса 
Марагте» в 1899 году. Публикация подготовлена Л. А. Савиной 


Профессор Эверетт, обсуждая яв- 
ление миража («Мафиге» 19 ноября 
1874 г.), показал, что для образования 
резко очерченных миражей необхо- 
димо наличие горизонтальной плос- 
кости с максимальным коэффициентом 
преломления. При движении вверх 
и вниз от этой плоскости оптическая 
плотность уменьшается пропорцио- 
нально расстоянию от нее. 

Горизонтальный или почти го- 
ризонтальный луч отклоняется к пло- 
скости с максимальной плотностью 
и пересекает ее *). Затем он меняет 
свою кривизну и снова отклоняется 
к плоскости, которую пересекает сно- 
ва и снова, проходя по траектории, 
близкой к синусоиде. 

Наблюдая траекторию луча света 
в сосуде, наполненном раствором соли 
(оптическая плотность раствора уве- 
личнвалась с глубиной), я подумал, 





.) О природ мнражей рассказывается 
в статье Г. Я. Мякишева «Принцип 
Ферма и законы геометрической оптики» 
(«Квант» № 11, 1970). 


что, изменяя коэффициент преломле- 
ния жидкости, можно было бы заста- 
вить луч перемещаться по синусоиде. 

В результате получились довольно 
красивые опыты, которые можно пока- 
зывать В аудитории. По-видимому, 
стоит их опубликовать, хотя, как 
я узнал позже, подобные эксперимен- 
ты были уже описаны Винером. 

Я сделал сосуд из толстого листо- 
вого стекла длиной приблизительно 
50 см, высотой 10 см и шириной 2 см. 
На Зсм наполнил его концентрирован- 
ным раствором квасцов, а сверху 
налил слой водного раствора спирта 
(10%) толщиной в Зсм. (Добавка 
спирта повышает коэффициент пре- 
ломления воды.) Доливать воду В со- 
суд нужно осторожно при помощи 
пипетки, форма которой показана 
на рисунке 1. 

В качестве жидкости с высоким 
коэффициентом преломления, удель- 
ный вес’ которой болыше удельного 
веса воды, но меньше удельного веса 
раствора квасцов, я использовал смесь 
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глицерина с 85% -ным 
спиртом. Правильная 
пропорция смеси дег- 
ко находится экспе- 
риментально. Смесь 
должна плавать на 
растворе квасцов и 
тонуть в воде. Вводит- 
ся она между двумя 
слоями жидкостей при 
помощи пилетки. Тол- 
щина слоя — около 
3 см. 

Все три раствора 
нужно подкислить не- 
сколькими каплями 
серной кислоты и 
добавлением хниина сделать флюо- 
ресцирующими. Разница в поверх- 
ностном натяжении между слоями 
может причинить неприятности: ког- 
да пипетка вынимается, она может 
потянуть за собой смесь глицерина 
и спирта вверх через воду. При этом 
произойдет полное разрушение слоев. 
Чтобы этого не происходило, к воде 
добавляют спирт; можно добавлять 
воду к глицериновой смеси. Пипетку 
нужно выводить медленно и очень на- 
клонно, ‘ так, чтобы тяжелая жилд- 
кость могла быть смыта до того, как 
трубка достигнет поверхности. 

Теперь можно осторожно встрях- 
нуть сосуд, чтобы ускорить диффу- 
зию, после чего нужно оставить его в 
покое на несколько минут, пока не кс- 
чезнут четкие границы между слоями. 

Если теперь параллельный пу- 
чок света пустить наклонно в один 


Рис. 1. 








конец сосуда, то будет видно, как 
он перемещается по жидкости очень 
красивой голубой волной, кривизна 
которой меняется в зависимости от 
угла падения луча. Лучи света, дви- 
жущиеся по синусонде, показаны на 
рисунках 2 и 3. ` 

Профессор Эверетт в своей статье 
показал, что параллельный или слег- 
ка расходящийся луч, входящий в 
среду, описанную выше, будет сжи- 
маться в линию, а затем псследователь- 
но расходиться и сходиться (рис. 4). 

Я никогда не видел описания 
этого эксперимента, хотя Экснер ут- 
верждал, что глаза некоторых насе- 
комых работают аналогичным спо- 
собом: зрительный орган состоит из 
прозрачного цилиндрического тела, 
ось которого имеет высокий коэф- 
фициент преломления; по мере откло- 
нения ст оси оптическая плотность 
непрерывно уменьшается. 

Красивые миниатюрные пустын- 
ные миражи, которые я видел на 
городских тротуарах Сан-Франциско, 
навели меня на мысль воспроизвести 
это явление в миниатюре в аудитории. 
Хотя я уже кратко описал опыты 
такого типа, сейчас повторю описание 
более подробно. 

Три иди четыре совершенио плос- 
ких металлических пластины (каждая 
длиной приблизительно | м и шири- 
ной 30 см) монтируются конец к концу 
на железных треножниках и акку- 
ратно выравниваются. Пластины 
должны быть достаточно толстыми 
(скажем, 0,5 см), чтобы ве коро- 














Рис. 5. 


весьма 


биться от нагревания. Я 
успешно использовал гипсовые пла- 
стинки, отлитые из алебастра {обож- 
женного гипса) на толстом листовом 
стекле, хотя эти пластинки хрупкие и 
недолговечные. Возможно, очень хоро- 
ши были бы пластинки из шифера 
{кровельного сланца), так как они 
выдерживают довольно сильный на- 
грев и их можно сделать плоскими 
и гладкими. 

Пластинки нужно посыпать тол- 
стым слоем песка, чтобы устранить 
отражение от поверхности. Поверх- 
ность песка должна казаться совер- 
шенно ровной. Для успешного про- 
ведения эксперимента нужна абсо- 
лютно ровная пустыня; поэтому не 
считайте, что вы уделили слишком 
много внимания регулированию пла- 
стинок. На одном конце пустыни 
нужно создать искусственное небо. 
Лучше всего использовать болышое 
зеркало, установленное на окне и 
отражающее небо. 

Между небом и пустыней нужно 
установить небольшую цепь гор, вы- 
резанных из картона. Отдельные вер- 
шины должны иметь высоту от 1 
до 2 см, а долины между ними — лишь 
немного возвышаться над уровнем 
пустыни. Общее расположение пока- 
зано на рисунке 5. 

Затем пластинки нагреваются с 
помощью газовых горелок, которые 
нужно время от времени передвигать, 
чтобы нагревание было равномерным. 

Если мы теперь посмотрим вдоль 
пустыни немного выше уровня песка, 
мы увидим горы, четко выделяющиеся 
на фоне неба: по мере повышения 
температуры перед горной цепью на- 
чинает образовываться озеро, и че- 


рез несколько мгновений появляется 
перевернутое изображение вершин, 
как будто бы отраженное в воде. 
Если смотреть немного ниже, под- 
ножья гор полностью исчезают в при- 
зрачном озере, которое теперь ка- 
жется вышедшим из берегов. Эти 
картины показаны на рисунке 6, 
причем фотографировался действи- 
тельный мираж в искусственной пу- 
стыне. На первой фотографии показан 
вид над холодными пластинками, на 
второй — кажущееся озеро с отражен- 
ными в воде вершинами и на третьей— 
исчезновение подножий горных це- 
пей. Для того чтобы усилить эффект, 
в песок были посажены две или три 
пальмы, вырезанные из бумаги. 

В жаркой пустыне вертикальные 
размеры предметов могут увеличи- 
ваться. Если убрать горы и на песок 
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в дальнем конце пустыни положить 
небольшой мраморный шарик, то при 
определенном положении глаза кру- 
говой контур превратится в эллипс, 
а если глаз опускать, изображение 
сожмется в отрезок и в конце концов 
исчезнет. Увеличение размеров в этом 
случае вызвано тем, что прямое и от- 
раженное изображения наблюдаются 
одновременно и при этом смещены 
друг относительно друга. Я наблюдал 
подобный случай на озере: когда вода 
теплая, а воздух холодный, пятна 
снега на противоположном берегу 
(слишком маленькие для того, чтобы 
различать их глазом с высоты не- 
скольких метров над уровнем озера) 
становятся четко видимыми, если спу- 
ститься вниз к кромке воды. 
Атмосферные условия, необходи- 
мые для возникновения миражей, мо- 
гут также вызвать пылевые вихри, 
часто наблюдаемые в пустыне, а в 
большом масштабе и смерчи. Эти 


= 
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смерчи, так же как и миражи, мож- 
но воспроизвести в маленьком масш- 
табе. 

Одну из металлических пластии 
я посыпал кварцевым песком и на- 
гревал несколькими горелками. Че- 
рез несколько минут по поверхности 
начали двигаться очень красивые ма- 
ленькие смерчи, скручивая тонкий 
песок в воронкообразные вихри; иног- 
да это длилось 10—15 секунд. 

Однако вихри, созданные таким 
способом, нельзя наблюдать в боль- 
шой аудитории. Поэтому я искал 
способы создать их в больщем мас- 
штабе. Для этого после удаления песка 
хороию нагревал пластинку и посыпал 
ее нашатырем: ‘от горячей поверх- 
ности сразу же поднималось плотное 
облако белого пара и вскоре в центре 
появился самый настоящий миниа- 
тюрный. смерч высотой около 2 см. 
Помещая пластинку в луч фонаря 
в темной комнате, можно демонстри- 
ровать вихри в большой аудитория. 
Я считаю, что лучше сначала насы- 
пать на пластинку нашатырь, а затем 
нагревать ее: тогда вихри возникают 
почти непрерывно и часто сохраняют- 
ся ДОВОЛЬНО ДоягО. 

На рисуике 7 показана мгновенизя 
фотография одного из этих смерчей, 
сделанная при ярком солнечном 
свете. 

Этот метод создания атмосферных 
внхрей предпочтительнее старого спо- 
соба их создания с помощью быстро 
вращающегося барабана с попереч- 
ными перегородками *), так как здесь 
вихри возникают по зем же причинам 
и при тех же условиях, что и в при- 
роде. 


*) Сы. статью Н. Е. Жуковского 
«Основы теорин вихрей» (=Квант» № 4, 1971). 








ЗАДАЧИ 


В этом номере «Задачник «Кванта» составлен из задач, предлагавшихся 
на заключительных турах пятой Всесоюзной олимпиады по математике и фн- 


зике. 


М10б. Докажите, что если для чи- 
сел р., Ре, 9ь 9. выполнено не- 
равенство 
(9: — д: Е 

+ ф, —Р›) (19. — 229) < 0, 
то квадратные трехчлеиы 

хе -- рах Е 49а и м ЕР 9, 
имеют вещественные корни и между 
двумя корнями каждого из них лежит 
корень другого. 

И. Ф. Шарыгин 


М107. а) Дан вылуклый много- 
угольник А.А»... Ан. (рис. 1). Насто- 
роне А,А. взяты точки В; ир», на сто- 
роне А.А. — точки В. и Оь, ... 


на стороне А,А, точки В, и), так, 
что если построить параллелограммы 
А.В.С.2 №» А.В.С Ро, в А,В.С„О», 
то прямые А.С,, А.С. ... 








Рис. 1. 


’ Ал пе- 


ресекутся в одной точке. Докажите, 
что 
а у А.В. в = -А„В, = 

== АД > А.0. В А.О. 


6) Докажитез что для  треуголь- 
ника верно и обратное утверждение: 
пусть на стороне А.А. выбраны точ- 
ки В, ир. на стороне А.А, — точ- 
ки В, иД., на стороне А.А, — точ- 
ки ВиО, так, что 
А,В, ь А.В, ь А.В. === 

— у: Вт о А.О, ы А: 
тогда, если построить параллелограм- 
мы А.В.С.),, А.В.С.О., А.В.СзО., 
то прямые А.С;, А.Сьи А.С. пере- 
секутся в одной точке. 


В. Л. Гутенмахер 


М108. а) Докажите, что прямая, 
разбивающая данный треугольник на 
два многоугольника равной площади 
и равного периметра, проходит че- 
рез центр окружности, вписанной в 
треугольник. 

6} Докажите, аналогичное утверж- 
дение для произвольного  много- 
угольника, в который можно вписать 
окружность. 

Ю. И. Ионин 


М109. а) В вершине А, правиль- 
ного 12-угольника А,А.Аз... Ау сто- 
ит знак минус, а в остальных — 
плюсы. Разрешается одновременно 
менять знак на противоположный в 
любых шести последовательных вер- 
шинах многоугольника. Докажите, 
что за несколько таких операций 
нельзя добиться того, чтобы в верши- 
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не Д‚ оказался зках мкнус, а в ссталь- 
ных вершинах — плюсы. 

6) Докажите то же утвеождение, 
если разрешается одновременно ме- 
нять знаки не в шести, а вчетырех 
последовательных вершинах много- 
угольника. 

в) Докажите то же утверждение, 
если разрешается одновременно ме- 
нять знаки в трех последовательных 
вершинах многоугольника. 


мМ110. На бесконечном листе клет- 
чатой бумаги № клеток выкрашено 
в черный цвет. Докажите, что из 
листа можно вырезать конечное число 
квадратов тах, что будут выполнены 
два условия: 

1) все черные клетки будут лежать 
в вырезанных квадратах; 

2) в любом вырезанном квадрате 
К площадь черных клеток составит 


1 4 
не менее =- и не более = площади К. 
Г. А. Розенбаюм 


ФИ8. В камеру сгорания ракет- 
ного реактивного двигателя посту- 
пает в секунду масса г водорода 
‘и необходимое для полного сгорания 
количество кислорода. Выходное се- 
чение сопла 5. Давление в этом сече- 
нии Р, абсолютная температура Т. 
Определить силу тяги двигателя. 
(9—10 кл.) 


Г. Л. Коткин 





Рис. 2. Рис. 3. 


Ф!19. К маятнику АВ с шариком 
массы М подвешен маятник ВС с ша- 
риком массы т (рис. 2). Точка А 
совершает колебания в горизонталь- 
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ном направлении с периодом Г. Найти 
длину нити ВС, если известно, что 
нить АВ все время остается верти- 
кальной. (10 кл.) 


Г.Л. Коткин 


Ф120. Конькобежец на ледяной 
дорожке старается пройти вираж как 
можно ближе к внутренней бровке. 
Велосипедист на велотреке проходит 
вираж возможио дальше от внутрен- 
ней бровки. Как объяснить это раз- 
личие в движенни конькобежца и 
велосипедиста на вираже? Профиль 
трека изображен на рисунке 3. (8 кл.) 


М. М. Балашов 


Ф12Е. В герметически закрытом 
сосуде в воде плавает кусок льда 
массы М, в который вмерзла свин- 
цовая дробинка массы т. Какое коли- 
чество тепла нужно затратить, чтобы 
дробинка начала тонуть? Плотность 
свинца 11,3 г/см3, плотность льда 
0,9 г/см?, теплота плавления льда 
80 кал/г. Температура воды в сосуде 
равна ©’С. (8 кл.) 


Ф122. Трн тела с массами ть, 
ть и па. могут скояьзить по горизоп- 
тальной плоскости без трения (рис. 4), 
причем т >т, и т.«т.. Опре- 
делить максимальные скорости, ко- 
торые могут приобрести два крайних 
тела, ссли в начальный момент време- 





Рис: 4. 


ни они покоились, а среднее тело 
имело скорость #. Удары считать 
абсолютно упругими. (9 кл.) 


Е. Кузнецов 


АИ —ж— 


ВНЕ 


ЗАДАЧНИК и ита 





РЕШЕНИЯ 
В этом номере мы публикуем решения задач М6б4— М69 
мб4 
‚ плоскости даны Г И я ле Рин [9 | | ПОЛ сторену Р ы 
| Такую розку М. для которой раки Ис между 4 ОбБАЧЕЯмМх ВыеО1 


лав  прямюон з та 
сугольника РОМ, опущешиих на стороны ВМ и ОМ. панмепый 


Заметим, что основания высот РК и ОН треугольника РОМ лежат на 
окружности с с днаметром РО. Рассмотрим два случая. 

1) Окружность с имеет одну или две общие точки с прямой 1. Тогда 
ясно, что любая из этих точек и является искомой точкой А1; треугольник 
РОМ прямоугольный и расстояние между основаниями высот равно нулю; 
точки К и Н совпадают с М. 

2) Окружность с не имеет общих точек с прямой (. Тогда нетрудно 
доказать, что вписанный острый угол, опирающийся на дугу КН, равен 
90—-5РМО. Действительно, при любом положении точки М хотя бы одна 
из точек К или Н лежит на стороне треугольника РОМ, а не на ес продол- 
жении; пусть, например, Н. Тогда 2КНР=90`— 2ОМР= КРМ = 90°— 
—-=КМР. Таким образом, хорда КН тем меньше, чем больше угол ОМР 
(рис. 1). 








ани. 





Рис. 2. 
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Остается решить такую задачу: найти на прямой {точку М, для которой 
угол РМО наибольший. Нетрудно догадаться, что точка М должна обладать 
таким свойством: окружность, проходящая через точки Р, @ и М, касается 
прямой [. Чтобы построить точку М, нужно (в случае, если отрезок Р® 
не параллелен прямой 1) от точки С пересечения Р®@ и отложить на прямой 


1 отрезки СМ, = СМ, = /СР-СО, а затем из полученных точек М, иМь 
выбрать ту, для которой угол М;СР острый {или прямой). Доказательство, 
что именно для этой точки угол РМ@ максимален, почти очевидно и остав- 
ляется читателю *} (рис. 2). 


Как это ни странно, многие читатели, приславиие нам письма, забыли про одну 
из возможностей 1) и 2). Нанболее полные решения прислали О. Ким, Г. Ле 
вин, А. Пухальский, В. Лузгик, Ю. Оболонков, А. Костюрин. 


М65 


2) Пусть Е, Е, С — такие точки ва сторонах АВ, ВС и СА треугольника АВС, 
дяя которых АБ БЕ 06 ие 
= в; где ОЕ. 


ЕВ ГСП СА 
__ Изя отаовение площедя треутольярка КСМ, образовьнтого прямыми ЛЕ, ВС и 
СЕ к площади треугольника АВС: рис. 33). 
8) Разпежете треугольник июстью прямыми на тёкис части, из которых можно сло- 
жить семь равных угольянков 


а) Обозначим площадь треугольника с вер- 
шинами Х, У, 7, через $ (ХУЙ). Пользуясь тем, 
что. отношение треугольников с одинаковыми вы- 
сотами (или с одинаковыми оспованиями) равно 
отношению оснований (соответственно отношению 
высот), нетрудно доказать, что 


$(АСК) = 5(АВК) = “115 (АБК) = 
Рис. За. 1 ь 


Точно так же можно доказать, что 
Г 
Поэтому 
(КЕМ) 3 
«АВС — Ви — 
(1—^ и А 
РАН! ПЕ АЗ 


1 
6) Заметим, что при А= —5- это отно- 


1 "72 
шение равно — н каждый из трех 
отрезков АР, ВС, СЕ разбит двумя другими в отношении 3:3: 1, так 
что если провести через точки М, К, Г, еще три прямые, соответственно 
параллельные этим отрезкам, то каждая из сторон треугольника АВС 
будет разбита в отношении 2:1:1:2. 


Рис. 36. 


*). Подробнее об этом см. в книге Н. Б. Васильева ин В. Л. Гутенмахе- 
Ра «Прямые и кривые», серия «Библиотечка физико-математической школы». «Наука», 
1969, стр. 76—78. 


Теперь уже нетрудно из 13 кусков, на которые разрезан треугольник 
АВС, собрать 7 равных треугольников (один из них состоит изединствен- 
ного куска КЕМ; рис. 36). 


Аталогичное решение задачи прислали А. Алексеев из Ленинграда, А. Аляев из Пен- 
зенской области, Э. Гиркевич. А. Черняк, Ю. Оболенхов. 
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Вот несколько примеров, когда сумма квадратов Ё последовательных натурильк 
чисел равна сумме квадратов (#—1) следующих натуральных чнсел 
32--4# —5?, 362--378-- 382+ 392--40° -- 411--42%--43%-- 441, 
56*-- 56°{-573-{-582-1-59*-60* = 613-+-622-- 631-643-659. 
Набдите общую формулу, охезтываклиую все такие случан 
Докажем, что для каждого натурального № существует ровно одно 
натуральное й такое, что 


(п ЕЕ... + 1-е = + + 
+ (п 2+... Е" 1. (1) 
(Заметьте, что в правой части равенства стоит (#— 1) слагаемое, а в левой — 
Е). Равенство (1) эквивалентно следующим: 


п Пизе В Е Ра +2 


Иа -Е—1*—@— 11, (2) 
па = (и — +2 + Е (и +4 +... РЕ 2), 0) 
= (Е — |. (4) 


Таким образом, высказанное утверждение доказано: равенство (1) для на- 
туральных # и п выполняется тогда и только тогда, когда п:-=2^А2— 2. (При 
переходе от (3) к (4) мы воспользовались тем, что сумма (#—1) членов ариф- 
метической прогрессии (2н—А--2) + (21414) |... + (п -- ®—2) равна 


(&— а - =2(А — 1) п). Тем самым мы получили искомую 
общую формулу. Ее можно записать, например, так: 
(2 — ЗЕ- 1? - (2? — ЗЕ + 2) +... + 2 — 28)? = 

== (2А° — 2-1)" + (2 — 2 + 2)? +... + (2 — Е — 1), 


где Е — произвольное натуральное число. Примеры, приведенные в условин, 
получаются из нее при А, равном 2, 4 и 5. 


Эту формулу (или другие, эквивалентные ей) нашли очень многие наши читатели -- 
большинство из них либо приводит доказательство, близкое к нашему, либо использует 
в выкладках формулу для суммы квадратов натуральных чисел (см. лемму 1, на стр. 17). 
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Ювелиру заказяно золотое колечко шириной В, нмеющее форму тела, ограняченного 
поверхностью шара с центром О и поверхностью цилиндра радкуса г, ось которого прохо- 
дит через точку О (рис. 4). Мастер слелал такое колечко, но выбрал г слишком маленьким 
Сколько золота-ему придется добавить, если г нужио увеличять в # раз, а шярину № ост8 
вить прежней? 

Нетрудно доказать, что объем шарово- 
го кольца — тела, получающегося при вра- 
щении сегмента АВ вокруг диаметра ММ, = 
не пересекающего этот сегмент, — равен 


=> АВ?.А,В,, где А.В, — проекция хорды 


АВ на. диаметр ММ. Эта формула приво- 
дится, например, в книге Ж. Адамара 
«Элементарная геометрия», ч. 1, гл. 1\, 500. Рис. 4. 
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ы 
Объем колечка равен —5_ №3, то есть не зависит от радиуса г, так что золота 
мастеру добавлять не придется. 


М6В 
Сетка личий, изображенная на рисунке 5 (см. также обложку «Кванта» № 2, 197) 
состоит из кониентрических окружностей раднусов }, 3, 3, 4, .., с центром в точке О. пря- 


мой [, проходящей через точку О, и всевозможных касательвых к окружностям. параллель- 
ных прямой {. Вся плоскость разбита этнми линиями на клетки, которые раскрашены в шах- 
матном порядке. В цепочке розовых точек, показанных на рисунке, каждые две соседние 
точки являются противоположными вершинами темной клетки ЦПокажнтс, что все тачки 
такой бесконечной цепочки лежат на одной параболе (поэтому весь рисунок как бы соткан 
из желтых ин темных парзбол) 

Примем прямую Ё за ось Ох, аточку О — за начало координат прямо- 
угольной системы, как показано на рисунке 5. Единица масштаба уже 
задана в услбзии. Сетка линий, о котоэой идет речь в условии, составлена 
из окружностей радиуса п с 
центром О (уравнение.такой ок- 
ружности х*--у?=1?) и прямых 
у—=т, где т и п — всевозмож- 
ные целые числа; п>>0. Таким 
образом, каждой точке пересе- 
чения (или касания) этих ли- 
ний — каждому «узлу» (х, и) на: 
шей сетки — соответствует оп- 
ределенная пара — значений 
п-= Их + у? и т = у. Заметим, 
что когда мы переходим от одной 
из розовых точек к сосед- 
ней розовой точке, то ит, ип 
изменяются на единицу, так что 
их разнссть и — т-=у/ Хх? у — у 
остается постоянной; эта раз- 
ность для всех розовых точек 
равна 6. га 

Уравнение у/х? -|- у? —у=б 
эквивалентно следующим: х?-+ 


Рис. 5. Чо 9-3 Та 





х? 
КИМ образом, все розовые точки лежат на параболе у = 52 — 


В другой подобной цепочке точек, которую мы нарисовали голубым 
цветом, при переходе от точки к соседией ух? + у? и у меняются на едини- 


цу так, что постоянной остается их сумма: т/х? -- у?’--иу=4. Это уравне- 
ние после преобразований тоже превращается в уравнение параболы 
м -3 - 
ВИ 
Точно так же можно показать, что любая бесконечная цепочка точек, 


в которой соседние точки являются противоположнымн вершинами одной 
2 


х 
клетки (или одного сегмента), лежит на параболе и= —5=+-, 


где р — нехоторое целое число, отличное от нуля. Обратно, на любой из 
этих парабол лежит такая бесконечная цепочка точек (это точки пересе- 
чения параболы со всевозможными прямыми и-=17). 


Заметим, что если р<0, то есть если ветви параболы уходят вверх, то при четном р 
парабола идет по темным клеткам, а при нечетном р — по желтым; если же р>>0, то наобо- 
рот. При этом через каждую точку пересечения прямых и окружностей нашей сетки (исклю- 
чая точки касания, лежащие на прямой х = 0), проходят две параболы; одна идет по жел- 
тым клеткам, другая — по темным; одна направлена ветвями вверх, другая — вниз. 

Решение этой задачи прислали многие читатели. Некоторые пользуются в своем реше- 
нии таким геометрическим определением параболы: парабола — это ‘множество точек, 
одинаково удаленных от данной точки и данной прямой. По существу решение задачи М 68 
очень близко к доказательству эквивалентности этого определения параболы и известного 
из школьного курса (парабола — график квадратного трехчлена). Если выбрать систему 
координат так, чтобы данная точка была началом координат, а данная прямая имела урав- 
нение у = с, то условие, что точка (х, у) одинаково удалена от данной точки и данной 


прямой, запишется уравнением |/х?-- у = — (|, которое эквивалентно уравнению 
ха [- 
Е» 
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Число 76 обладает таким люболытным свойством: последние две цифры числа 76 = 
= 5776 дают снова число 76. 

а) Есть ли еще такяе двузначных числа? 

6) Найдите все трехзначные числа А такие, у которых последние три цифры числа А? 
составляют число А. 

в) Существует ли бесконечная последовательиость цифр а, ао, аз,... такая, что для 
любого л квадрат числа «алап_1... в.а» имеет вид х...@л @п_1...0.а:»? (Кавычками здесь обо- 
значена десятичная запись числа. Очевидный ответ а; =0 при всех >] мы исключаем.) 


Ответ в этой задаче следующий: при любом п>>1 существует ровно два 
таких л-значных числа п>>1, квадрат которых оканчивается на А (не счи- 
тая очевидных: 0... 0000 и0... 0001),— при л=2 это 76 и 25, при п=3 — 
376 и 625, при пт=4 — 9376 и 0625, при п=5 — 09376 и 90625 и т. д., так 
что существует две бесконечные последовательности цифр, о которых идет 
речь в пункте в): одна начинается с цифр 6, 7, 3, 9, 0, 1,... ‚ другая — с цифр 
5,206.09... 

Начнем с задачи а). Самый простой способ найти нужные нам двузнач- 
ные числа, который указывают многие читатели, состоит в следующем. Если 
А? оканчивается теми же двумя цифрами, что и А, то А*—А-= А (А—) делит- 
ся на 100=25.-4, а поскольку числа А и (А — 1) взаимно просты (не имеют об- 
щих делителей, больших 1), то одно из них должно делиться на 25, а другое — 
на 4. Попробуем, подходит ли каждое из чисел 25, 50 и 75 на роль А или 
на роль А—1 (оба эти числа двузначны). Для этого нужно лишь проверить, 
какие из соседних с ними чисел делятся на 4. Это будут только 76 и 24, 
поэтому А может равняться только 25 и 76. 

Аналогично можно решить и задачу 6), но мы докажем сразу более 
общее утверждение: если квадрат числа В=«а„_1@„_› ... а1» оканчивается 
цифрами ‹... @,_1@в-з ...@1®, то можно и притом единственным образом 
выбрать цифру а‚ так, чтобы квадрат числа А=«а,а„_, ... ал» оканчивался 
на «... бл-1 РЕ а}. 

Пусть В3=‹...бл ап: ап-з...@». Тогда (п =) 2п>п 1) 

АЗ— (10”ал + В) = 10"ал -- 2-107ал В -|- В1— к...Сп@п-1 бп а ...а1з. 
ГДе сп — последняя цифра числа Зала: Вл. Мы должны подобрать ал так, чтобы си рав- 
нялось ап, ТО есть чтобы 2апа.--и— вп = (2а,—1)ал--6п делилось на 10. Очевидно, что это 
можно сделать н притом единственным образом. В интересующих нас случаях а! = 5 
и а, = 6 функции бл-+ал, которые мы должиы указать, особенно просты: если а,=5, то 
ап= фл, аесли п = 6, то ап = 'Ю— Вл при Вл>0 и ал = О при 61 =0 

Подробнее этот подход к решению задачи М68 обсуждается в книге Я. И. Перель - 
мана «Занимательная алгебра», стр. 81—85. 


*) Мы не исключаем из рассмотрения числа «апал-1...а1», У которых первая цифра ап 
(или несколько первых цифр) равна нулю. Читатели, которые таких чисел не рассматривали, 
естественно, дошли только до четырехзиачиого числа 9376 и трехзначного 625. 
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Для тех, кто разобрался в статье М. И. Башмакова «Любите ли вы возиться с целы- 
мн числамн» («Квант» № 3, 1971), заметим, что доказаняиое только что утверждение можно 
сформулировать еще так: из разрешимости сравнения х*--х-© по модулю 10" следует его 
разрешимасть по модулю 107+1, Это утверждение мы использовали для того, чтобы постро- 
ить два нетривиальных решения уравнения х*—х == 0 10-адических числах *)— числах, 
«бесконечных влево»: х, = «...890625» их. =4...109376» (тривиальными мы называем реше- 
ния 0 == «...0000» и 1 == ‹...0001»). Проверьте следующие свойства двух построенных 
чисел: хуЁх. = [; мх, = 0. Подумайте, при каких еще т уравненне х2—х == 0 имест 
реления в т-адических числах, отличные от Оби 1 (лругими словами, попробуйте решить 
задачу, аналогичную №68, в и-нчной системе счислення). 

Н. Б. Васильев 


В этом номере мы публикуем решения задач Ф75-ф78 


ф?5 


Першень с площадью $ шарвирно связан с шайбой С, скользящей без трения по 
рычагу АВ {рнс. 6). Длина рычага Ё. Какую наименьшую силу нужно приложить к рыча- 
гу, для того чтобы увеличить давление в жидкости на Ар? 

Для того чтобы давление в жидкости увеличилось на Ар, сила, дейст- 
вующая на шток, должна возрасти на величину Ар:5. Это означает, 
что сила, действующая на шайбу С со стороны рычага, должна возрасти 


А 
о эта сила перпендикулярна рычасу вследствие отсутствия тре- 


ния между рычагом и шайбой. Сам рычаг находится в равновесии. Это озна- 
чает, что сумма моментов, приложенных К нему относительно оси, проходя- 
щей через точку. А, должна быть 
равна нулю, то есть момент силы 
М№, действующей на рычаг со сто- 
роны шайбы, должен быть равен 
моменту силы Ё, приложенной к 
рычагу. 

Очевидно, что сила @ мини- 
мальна, если она приложена в точ- 
ке В и направлена перпендикуляр- 
но рычагу. Именно в этом случае 
плечо силы ЁР максимально и рав- 
но Ё. Записгв условие равновесия 
рычага 


на М= 











{ 
Е. =М с0$ @ 
получим 
Е__АРЯ 
‘Рис. 6. —_ фсо а * 


Болынинство ошибок при решении было связано с вычислением силы, 
действующей на рычаг в точке С. 


Правильное решение задачи прислали И. Алтинин (Могилев), Ё. Килешов (Речица 
Гомельской обл.), С. Черников (Семипалатинск), С. Иванов (Москва). А. Кастюрин 
(пос. Красково. Московёкой обл.), М. Козловский (Москва), А. Старченко (пос. Петро- 
павловка Петропавловского р-на Днепропетровской обл.). 





*) В статье М. И. Башмакова речь идет только о р-адических числах при простом р. 
Аналогично можно построить п-адические числа и при составном т, но они уже не будут 
обладать многими хорошими свойствамн, которыми обладают р-адические и обычные веще- 
ственные числа. Например, произведение двух отлнчных от нуля т-адических чисел может 
равняться нулю, квадратное уравнение, как мы сейчас увидим. может иметь больше двух 
корней и т. п. 
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Ф7б6 


Тяжелый обруч с невесомыми спицамн расположен в вертикальной плоскости‘ и может 
вращаться вокруг горизонтальной оси, проходящей через нентр. В толще его ободз закреп- 
лев маленький шарик, имеющий такую же массу, как я сам обруч. Каким будет период коле- 
баний обруча вокруг оси? Как он изменится. если: а) этот обруч перенести на Луну? 
6) поместить в жидкость, в которой он будет двигаться без трения? 

Займемся аналогиямн. С вими читатели могут познакомиться, проци- 
тав статью Я. А. Смородинского «Похожие движения» в восьмом номере 
журнала за этот год. Воспользуемся аналогией с математическим маят- 
ником длины РЮ. 

Если максимальный угол отклонения маятника и прикрепленного 
х обручу шарика равен ©, (рнс. 7), то при этом они находятся на вы- 
соте й=А (1—с0$©.,} от положения равновесия. При угле отклонения © 
кинетическая энергия маятника (и обруча с шариком) равна разности по- 
тенциальных энергий при угле с, и угле. Для математического маятника 
получаем | 

то" 


—5- = 18 К (<03% — ©0$ 0). - 


Поэтому скорость маятника 
у=т 29Ю (с05&—с05&,). 


Так же, как н у маятника, мевяется потенциальная энергня обруча с ша- 
риком. Потенциальная энергия самого обруча не меняется, но кинетиче- 
ская энергия в этом случае равна сумме кинетических энергий шарика 


ь ;__ .. 
Е, == и обруча Е, = —5- (по поводу кинетической энергии обруча см. 


статью А. К. Кикоина «Вращательное движение тел», «Квант» №`1, 1971). 


Поэтому в случае обруча с шариком из закона сохранения Энергии следует, 
что 


т? тг? 
—5- + -5- = 8 К (05$ &— с0$ 0%}, 


и скорость шарнка 


г = р ар (с0$ 9 — с0$ 0%). 
Прн любом угле отклонения от положення равиовесия скорость шарика 
в и2 раз меныше скорости математического маятника. Следовательно, 
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ни период колебаний обруча с шариком в у 2 раз болыше периода колебаний 
маятника и равен 


зы 
—ол+/ К. 
в А 
Можно подойти к решению этой задачи и иначе. Если математический 
маятник отклонен от положения равновесия на угол &, то его возвращает 
к положению равновесия состав- 
ляющая силы тяжести, касатель- 


ная к траектории движення маят- 
ника (рис. 8): 


Е = тета. 
Так как угол © мал, то зая ли &= 
=-р., где х—смещение маятника 
от положения равновесия. Отсюда 
Г тя =. 
Поэтому для касательной состав- 


ляющей ускорения маятника мы 
можем записать уравнение 





Рис. 8. 


х & 
та -—— =та или а= -- х= 
Г: . К 
гле с==р `_ некоторый постоянный для данного маятника козффициент. Пери- 


Е 
од колебаний маятника равен 2я "= —_, то есть Эя/у’с. 


Аналогичный. результат мы лы и для грузика, прикрепленного 

к пружинке и колеблющегося вдоль горизонтальной плоскости. Уравнение 
1 И/т 

движения такого грузика Вх=та, а период колебаний Т =2л у >. 
В нашем случае сила, возвращающая шарик к положению равновесия, 


х 
равна, как и в случае математического маятника, тё -р-, а Иа 
общается н шарику, и обручу, тоесть массе Эт. Поэтому тЕ- —- =2та; зна- 


Зит, с = и период колебаний системы Т =2л уй . 


Если обруч с шариком перенести на Луну илн поместить в сосуд с жид- 
костью, то его период колебаний изменится точно так же, как период коле- 


баний математического маятника: в первом случае увеличится в у 6 раз 
(ел =-5-8з) из-за изменения ускорения свободного падения, а во вто- 





ром — уменьшится в и 1 — г раз (р — плотность воды и р. — плотность 
т 
материала шарика) из-за влияния архимедовой выталкивающей силы. 


Правильное решение прислали С. Иванов (Москва), Г. Зайцев (Гагра), А. Проску- 
ряков (Москва). 


©7177 
Прямоусслькый брусок, высота которого звазнтельно преръшает дливу и ширину, 
Стоит ЕЕ ГОРИЗа НЫЙ поверхности. Как определить коэффициент трения между блускох 
„ поверхисстье. хмея лишь один измерительный прибор — линейку? 


Сделав из нитки петлю, накинем ее на брусок и потянем в горизонталь- 
ном направлении (рис. 9). Если нитка накинута на брусок близко от поверх- 





Рис. 9. Рис. 10. 


ности, брусок будет скользить. Если мы будем поднимать нить по бруску, 
то, когда она будет на некоторой высоте Я, от поверхности, брусок уже не 
будет скользить, а начнет переворачиваться. При этом сила РА, с которой 
мы тянем брусок, равна силе трения: 


Е = тв, 


а момент силы Г относительно оси, проходящей через точку А, равен мо- 
менту снлы тяжести; 


ЕВ = тв >, 


где а — сторона квадрата в основании бруска- 
Решая совместно эти два уравнения, найдем 
а 
К = 5. 
Измерив а и В, с помощью линейки, найдем коэффициент трения бруска 
о поверхность. 

Такое решение прислали И. Сидоров (Москва), А. Летров (Асбест Свердловской обл.), 
М. Розов (Минск). С. Юдин (Волгограя). Д. Шопиро (Челябинск), А. Александров (Гла- 
зов Удм. АССР), Г. Симоненков (Каунас). | 

Интересное решение прислали А. Калика из Баку и С. Соболев из 
Москвы. Вот оно. 

Наклонив брусок н удерживая его под некоторым углом к вертикали, 
приложим кбруску некоторую силу Ё, направленную вдоль бруска (рис. 10). 
При этом на брусок будут действовать еще сила реакции М=тр-Г Е с0$ © 
и сила трения „р. Если сила трения не достигает максимального значения, 
равного А№==А (7186-Е Е соз <), то конец бруска не будет скользить. При этом 
сила трения равна РЁ та. Таким образом. конец бруска не проскальзы- 
вает при 

Е зпа < Ато -- ЕЁ с0$ ©, 
то есть при 


Кап 
5 а — со а 


Е< 


Нетрудно увидеть, что при А >> Ша брусок нельзя заставить двигаться, 
какой бы большой ни была сила Р. Найдем угол ,, при котором бру- 


сэк начнет смещаться. Измерив с помощью линейки выссту от горизон- 
тальной плоскости до края наклонившегося бруска и ширинку бруска и 
вычислив {8 а, найдем коэффициент трения А. 
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АА 


$78 
20 г гелия, заключенного в цилиндре под поршнем, очень медленно переводят из 
состояния 1 (Р‚ = 4,1 атм, У, — 32 д) в состояние И (Р‚= 15,5 атм, У, 9 д). Ка- 
кой наибольшей температуры достигает газ при этом процессе, если график зависимостя 
давления от объема — прямая линия (рис. 11)? 


т 
Нанесем на график сетку изотерм — гипербол РУ = соп$\ ЮТ. 


Чем выше температура газа, тем дальше находится вершина гиперболы 
от начала координат. Поэтому ясно, что во время процесса 1—И газ дости- 
тает такой наибольшей температуры, при которой ‘соответствующая гипер- 
бола не пересекает прямую 1—И, а только касается ее. 

Так как точка с координатами Р и У, соответствующая максимальной 
температуре, лежит как на гиперболе, так и на прямой, то ее координаты 
должны удовлетворять двум урав- 
нениям: уравнению гиперболы 


т 
РУ = г ВТ 
и уравнению поямой 
Р =а\ -- В 


{< иВ — постоянные. Их мы опре- 
делим немного позже). Подставляя 
Р из второго уравнения в первое, 
получим квадратное уравнение 
р с для И: 
т 
Рие. 1. ау? -- ВУ — -_ВТ=0, 
Так как гипербола и прямая должны иметь лишь одну общую точку, то это 
уравнение может иметь только один корень, то есть его детерминант дол- 
жен быть равен нулю: 
82 4=^ АТ =0. 
| 
Решая последнее уравнение относительно Т, найдем 


В это выражение нужно подставить значения коэффициентов © и В. 
Так как точки Ги И принадлежат одной и той же прямой Р=оУ-ЕВ, то Р,= 
=ау, +В и Р.=аИ.-В. Решая эту систему уравнений, найдем 


_ Р-Р, _ РУ, — р 
тои Ви 


Поэтому 
Т— (РМ, — Ри’. п 
4(Р.— Р;) (У, —У%) тВ ^ 


Подставив численные значения входящих в это выражение величин, получим 
Т == 490° К. 


Правильное решмелие прислали ЛМ. Прегер (Томск). В. Ридько {Киев). Н. Федин 
(Омск), Г. Зайцев (Гагра), „Т. Книжнерман (Москва), О. Маслюк (Новомиргорох Кирово- 
традекой обл.), В. Тринков (Гомель), Е. Розов (Минск), А. Петров (Асбест Свердловской, 
обл.}, 7. Циферблат (Львов), И. Вигдоровин (Симферополь). В. Тырышкин (Куйбышев), 
В. Мартынов (Йошкар-Ола). В. Климов (Солнечногорск Московской обл.), А. Товбш 
(Одесса), Г. Фаст (Караганда), М. Гликман (Кишинев), А. Зисцен (Псков}, А. Есин 
{Лигиюль Ташксятской обл.), А. Гарнопольский (Николаев). М. Саркисян (пос. Агаран 
Мегринского р-на Арм. ССР). 

И. Ш. Слободецкий 


ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 


Системы 


алгебраических уравнений 


М. И. Шабунин 


На вступительных экзаменах в вузы нередко предлагаются системы алгеб- 
ранческих уравнений; в частности, такие системы возникгют в зэлатёх на со- 
ставление уравнений. Опыт экзаменов показывает, что многге соступакадне 
с решением систем уравнений справляются неудовлетворительчо. 

Дело в том, что обычно учащиеся вопрос о нахождении ребевий системы 
понимают просто как формальное выполнение ряда «привычных» алгебраиче- 
ских преобразований. При этом упускается из виду, что некоторые из приме- 
няемых преобразований могут привести к появлению востозенгих решений 
или к потере решений исходной системы. 

Без соответствующего обоснования решение системы угавненнй логически 
неполноценно. В частности, мы можем не заметить потер" некоторых зешений. 
К сожалению, обоснованные, грамотно изложенные решения систем в рёботах 
поступающих встречаются крайне редко. 

Подробное изложение всех важных вопросов, относяшихся к системем 
уравнений, потребовало бы слишком много места *}. Поэтому мы отоёзичимоя 
тем, что приведем основные теоретические положения, хазакисисея реления 
трех алгебраических уравнений с тремя неизвестными, & 32:6 разысте 











несколько примеров. 


Сначала 
определения. 

Систему трех уравнений с тремя 
неизвестнымн можно записать в виде 


Ь (х, у, 2) =0, 
Ь(х, у, 2) =0, (1) 
ЬС, 9, 2) =0 


или, опуская для краткости неизвест- 
ные, в виде 


напомним — некоторые 


Ь=0, 
=0, 
Ь=0. 


Мы будем рассматривать только ал- 
гебраические системы, то есть такие 


*) Читателю можно рекомендовать обра- 
титься, например, к книге В. Г. Болтян- 
ского, Ю. В. Сидорова нк М. И. 
Шабунина «Лекции и задачи по эле- 
ментарной математике», М., «Наука», 1971. 


системы, у которых левая часть каж- 
дого уравнения системы является мно- 
гочленом относительно неизвестных. 
Решением системы (1} называет- 
ся тройка чисел (х, 4, 2), при 
подстановке которых соответственно 
вместо х, у, 2 каждое уравнение 
системы (1) становится верным чис- 
ловым равенством. Решить систему 
означает найти все ее решения. 
Две системы уравненией 


|2 = 0, 
#=0, (2) 
 =0. 

и 
#: = 0, 
Е = 0, (3) 
В =0. 


называются равносильными (эквива- 
лентными), если они имеют одни и 
те же решения, то есть если всякое 
решение системы (2) является реше- 
нием системы (3) и, наоборот, всякое 
решение системы (3) является реше- 
нием системы (2). Для  обозначе- 
ния равносильности систем (2) и (3) 
используется запись (2) < — > (3)». 

Заметим, что если мы нашли все 
решения системы (3), равносильной 
системе (2), то тем самым найдены 
и все решения системы (2). В этом 
случае проверку проводить не нужно, 
то есть не нужно подставлять найден- 
ные при решении системы (3) значе- 
ния неизвестных в исходную систе- 
му (2). 

Уравнение 

Е (х, у, 2) =0 (4) 

назовем следствием системы (1), если 
каждое решение системы (1} удовлет- 
воряет уравнению (4). Запись «(1)— » 
— › (4)» будет означать, что уравне- 
ние (4) есть следствие системы (1). 

Будем говорить, что система (1)} 
равносильна совокупности систем 


Е = 0, 
Е» = 0, (5) 
Е, =0 

и 
6, =0, 
С. и 0, (6) 
6, =0, 


если выполнены следующие условия: 

а) каждое решение системы (1) 
является решением по крайней мере 
одной из систем (5), (6); 

6) каждое решение любой из си- 
стем (5), (6) является решением си- 
стемы (1). 

Запись «(1) < —> ([(5)\/ (6) будет 
означать, что система (1) равносильна 
совокупности систем (5) и (6). 

Если система (1) равносильна сово- 
купности систем (5) и (6), то можно 
решить системы (5), (6) и объединить 
множества решений этих систем; это 
объединение и даст все решения сн- 
стемы (1) (совокупность систем появ- 
ляется при рассмотрении разных слу- 
чаев типа х>>0, х<0, х=0). 
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Сформулируем теперь несколько свойств, 
наиболее часто используемых при решении 
систем уравнений. Мы не будем доказывать 
эти свойства; используя приведенные опре- 
деления, читатель легко сможет самостоя- 
тельно провести необходимые обоснования. 

1. Пусть одно из уравнений системы (1), 
для определенности первое, «распадается» 
на два уравнения, например представляется 
в виде 


Еь (ХУ, 2) В (х, у. 2) =0, 
где дум &@. — многочлены от х, цу, г. Тогда 
система (1) равносильна совокупности слс- 
дующих двух систем: 


& = 0. 8+ == 0, 
Ь=0, и Ь=0, 
в =0 В =0. 


Это утверждеиие легко обобщается на 
случай, когда два или три уравнения системы 
(1) «распадаются» на несколько уравнений. 

П. Если уравнение (4) является след- 
ствнем системы (1), то, присоединив к систе- 
ме (1!) уравнение (4), мы получим систему 
{(1), (4)} четырех уравнений, равносильную 
ИСХОДНОЙ. 

ПЕ. Пусть уравнение (4), являющееся 
следствием системы (1), «распадается» на два 
уравнения: 

Еу (х, у, 2) Ро (х, у, 2) = 0, 
где Р;, Р. — многочлены от х, и, 2. Тогда 
система (1) раввосильна совокупности сле- 
дующнх двух систем: 


К =0, н=0, 
ь=0, Ь=0, 
25 =0, № =0, 
Е =0 К. =0. 


1У. Система уравнений (Г) равносильна 
каждой из следующих систем: 


#— РВ =0, #—Р=0, 
Ь=0, Вв—№=0, 
Ь=0; = 0; 

НЕЁ =0, 
+В =0, 
+В =О 


{возможность прибавлять к одному уравне- 
нию системы другое, умноженное на произ- 
вольное число). 

У. Пусть одно из уравиений системы (1), 
например первое ее уравнение {; (х, у, 2) =0, 
равносильно уравнению х = ф (у, 2) — мно- 
гочлену отуи 2. Тогда система (1) равносиль- 
на системе 

х=Ф(И, 2), 


Фи, 2), и, 2] =0, 
ЬФ(и, 2), и, 2] ==0. 


Это утверждение лежит в основе метода 
исключения неизвестных: система (1) сводится 
к системе уравнений 


[: [Ф(Ы, 2), у, 2] =0, 
[ь [Ф(у, 2), у, 2} =0 
с двумя неизвестными у, 2. 

Прежде чем переходить к разбору 
примеров, сделаем одно замечание. 
При рассмотрении конкретной систе- 
мы далеко не всегда удается сразу 
заметить ту комбинацию данных урав- 
нений, которая служит «ключом» к ре- 
шению, найти такой способ преобра- 
зований, который позволяет добиться 
достаточного упрощения. Никаких об- 
щих рецептов для нахождения реше- 
ния систем дать, разумеется, нельзя. 
Только достаточно богатый опыт мо- 
жет помочь «увидеть» те особенности 
предлагаемой системы, которые поз- 
волят свести ее к другой, решаемой 
просто. 


Пример \1. Решить систему 
уравнений 
ху + 22 =2, 
ух = 2, (7) 
хё + у? =2. 


Решение. Вычитая из вто- 
рого уравнения этой системы первое 
уравнение и разлагая разность левых 
частей на множители, получим 

х— Эхуда =О0. 
Аналогично, вычитая из третьего 
уравнения системы (7) второе урав- 
нение, найдем 


(и туд =0. 
В силу свойства [\ система (7) равно- 
сильна системе 
(2) (-у-2 =: 0, 
(ух) (ху 2) =0, (8) 
ха + у -=2. 


Так как левые части первых двух 
уравнений системы (8) представляют 
собой произведения двух многочле- 
нов, то система (8) равносильна (свой- 
ство 1) совокупности следующих че- 
тырех систем: 


х— 2 =0, 
у-х =0, (8, ) 
х2- у? = 0; 


и х—2 =4, 
хи ==0, (8-) 

хи =2: 

о 
у—х=0, (83) 

| хе =2: 

хи 20, 
х+уи—2=0, {8.) 

хг + у =2 


Ясно, что каждая из полученных 
четырех систем проще исходной си- 
стемы (7). 

Решив системы (8,), (8.), (83), 
(8) методом исключения неизвестных 
(свойство У) и объединив решения 
этих систем, мы получим следующие 
восемь троек чисел: 


(11,1), (1 1 — 1), 
(+2, 0, 72), 
(—у5, 0, —92), (+8, у5, 0, 
(—у2, —и2, 0}, 
(0, 72, у2)}, 
Виа 
Эти восемь наборов чисел и образуют 


все множество решений исходной си- 
стемы (7), поскольку 


(7) < —> (8) < = >18 
\ (82) \/ (83) \ (841. 


В данном случае проверка является 
излишней. 

Пример 2 (МФТИ, 1969). 
Решить систему уравнений 


жу=хи— 2, 
2х =х—фи+2, (9) 
у Ух =уфх2. 


Решение. Сложив попарно 
уравнения этой системы, получим си- 
стему 


хЗу - 2%х = 2х, 
ху - у: = 24, (10) 
2х + 2 = 22, 

1 


которая (в силу свойства 1\) равно- 
сильна системе (9). Система (10) проще 
системы (9), так как каждое уравне- 
ние системы (10) «распадается» на два 
уравнения. 

Систему (10) можно переписать 


так: 
х (2+ху—2)=0 
ух уг — 2) =0, 
| (и х2—2)=0; 
согласно утверждению 1, она равно- 


сильна совокупности следующих вось- 
ми систем: 


х=0, 
| у=0, (10,} 

















2 = 0; у -х2—2- 0; 
х=0, 
х-+и2—2-=0, (10.) 
2=0; 

28 —ху—2=0, 
у=0, (10.) 
2=0; 
2 ху =0, 
уг —2=0, (10.) 
2=0; 
х=0, 
жэ-иг—2=0, (10%) 
их 2=0; 
2 -+ху—2=0, 
у= 0, (10;) 
и х—2=0; 
2+ ху— = 0, 
ху —2=0, (10,) 
их —2=0 


Система (10,) имеет решение 
(0,0, 0); системы (10,), (103), (104) 
не имеют решений; система (10,) имеет 
решения (у/2, у5, 0), (—-и2, —у2, 
0); система (10) имеет решения (0, 
$8; и2), (©, —у2, у Я о 
10, имеет решения (2, 0, т Г), 
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(—и2,0, —и 2); система (10,) совпа- 
дает с и (, рассмотренной 
в примере 1. 
(9) (=> (10) С = 1(10,)%/10:) № .. 
...\/ (102) (7) |, 
то совокупность всех решений си- 
стемы (9) — это объединение множе- 
ства решений систем (10,), (10,}, (10%), 
(10.), (7). В результате получается 
указанное выше решение системы 
(7) и еще одно решение (0, 0, 0). 
Унраж нения 
Найти все решения систем уравнений: 
1. (МФТИ, 1969). 
хх у=Т. 
уг у 2= —3, 
ха х-+2= — 5. 


2. (МФТИ, 1970). 





Зду —„ = —5, 
6 
Хх уе =4, 
о 
уг — ху =] 


3. (МФТИ, 1970). 
4ху + у = 1, 
За -- х®-| 42° = — 2, 
8и2 -- и? -{ 422 — 1. 
4. (МФТИ, 1969). 

2 (2 у) = ху, 

10 (№2 - 22) = 29ху2, 

5 (22 х?) = 13Зхуг. 


Найти действительные решения систем 
уравнений: 


5. (МФТИ, 1969). 





хуг* = —у— 2х, 
2422 = у, 
Зху23 = 2х — 2. 


6. (МФТИ, 1969). 
х8-- 53 =: 19ху + 7х: -- Ци, 
ХЗ -| 23 = 26 (хи -- х2 -- иг), 
3 -|- 23 -—= 47ху | 35х2 -- 39у2. 


7. (МФТИ, аи 


3х — би — 82 = ху2?, 
— 72 = — мух, 
Зх — Эи — 132 = — хуйг. 


Ферзь— часовой 


В предыдущем раз- 
деле наших заметок *) 
мы установили, что 
конь может обойти все 
поля шахматной дос- 
ки размером 8х8, по- 
бывав на каждом из 
них лишь по разу. 

Вопрос об’ обходе 
обыкновенной шахмат- 
ной доски другими фи- 


гурами решается зна- 
читсаьно проще. На- 
пример, для ладьи та- 


кой маршрут изображен 
на рисунке 1. Здесь 





Рис. 1. 


яадья добивается своей 
цели, делая по дороге 
14 поворотов. Докажн- 
те, что это число нель- 
зя уменьшить. 
Указанный путь (он, 
кстати, подходит также 
для ферзя и короля) 
не замкнут. Однако мо- 


—_ *) Сы. «Квант», № 8 9. 





ШАХМАТНО- 
А: 


жно предложить и за- 
мкнутый маршрут (рис. 
2). Здесь ладья при 





Рис. 2. 


желании © конечного 
поля своего путешест- 
вия — аа может вер- 
нуться на исходное — 
а. Убедитесь сами, 
что на нечетной доске 
(например, размером 
7ЖТ или 9.9) замкну- 
того пути для ладьи 
уже не существует. 
Понятно, что для 
слона задача в обшем 
случае поставлена не- 
корректно (слом  мо- 
жет ходить лишь по по- 
лям одного цвета), но 
если ограничиться толь- 
ко белыми или черны- 
ми полями, то она так- 
же легко решается. 
Тенерь мы переходим 
к одним из наиболее 
распространенных мате- 





Е. Я. Гик 


магических задач на 
шахматной доске. Эти 
задачи связаны с раз- 
личными  расстановка- 
ми фигур. поэтому их 
обычно называют ком- 
бинаторными. Пожа- 
луй, самой — известной 
из них является. сле- 
дующая «задача вось- 
ми ферзях», поставлен- 
ная в 1850 году великим 
немецким математиком 
Ф. Гауссом. 
Расставить на шох- 
матной доске 8 ферзей 





Рис. 3. 


так, чтобы никакие 
да из них не угрожа- 
ли друг Эругу*). 

На рисунке 3 изо- 
бражено одно из в03- 





*) Консчно, с шахматной 
точки зрения Яве фигуры 
одного цветё ие могут угро- 
жать друг другу, во мы полъ- 
зуемея традиционной терми- 
нологией. 
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можных решений за- 
дачи, всего же их 
существует 92. Дока- 
зано также, что все 
они получаются из 12 
основных позиций прн- 
менением — зеркального 
отражения и поворота- 
ми доски на 90”, 180° 
и 270°. Например, от- 
ражая зеркально  (от- 
носительно пунктирной 
линии) приведенную по- 
зицию, получаем дру- 
гую позицию,  устра- 
ивающую нас (рис. 4) *). 

Любопытно, что сам 
Гаусс первоначально 





предполагал, что зада- 
ча допускает лишь 72 
решения, и сомневался 
в правильности числа 
92. В наши дни эта 
задача и подобные ей 
решаются за несколько 
минут. Достаточно со- 
ставить песложную про- 
грамму и ввести ее в 
вычислительную маши- 
ну, вскоре все 92 по- 
зиции будут выданы на 
печать. 

Сформулируем два 
вопроса, которые при- 
водят нас соответствен- 
0 к двум классам 
разнообразных  комби- 
наторных задач. 


*) Подробно эта задача ре- 
шается в книге Л. Я. Оку- 
нева «Комбинаторные за- 
даин на шахматной дсске» 
(ОНТИ НКТИ СССР, 1936) 
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1. Какое наибольшее 
число одноименных фи- 
гур  (ферзей, — ладей, 
коней, слонов и коро- 
лей) можно расставить 


на доске так, чтобы 
никакие две из них не 
угрожали друге другу? 


2. Какое наименьшее 
число одноименных фи- 
гур можно расставить 
на доске так, чтобы 
они держали под угро- 
зой все свободные от 
фигур поля доски? 

Первое из этих чн- 
сел в теории графов на- 
зывается числом внут- 
ренней устойчивости, 
а второе — числом 
внешней устойчивости. 
Понятия эти далеко не 
абстрактны, и играют 
важную роль во многих 
математических — зада- 
чах. Примером может 
служить следующая из- 
вестная 

Задача о ча- 
совых. В тюрьме 
города № около каждой 
камеры можно поста- 
вить часового. Находясь 
у Одной из камер, часо- 
вой видит также, что 
происходит в некоторых 
других, из которых к 
этой. камере ведут кори- 
доры. Каково наимень- 
шее число часовых, не- 
обходимое для наблюде- 
ния за всеми камерами? 

Если шахматную дос- 
ку рассматривать как 
тюрьму (да простят вам 
шахматисты такую ана- 
логию), причем ее поля 
считать камерами, а 
вертикали,  горизонта- 
ли и диагонали — ко- 
ридорами, то «часовы- 


ми»  естественнее всего - 


назначить 
торые 


ферзей, ко- 
могут вести на- 


блюдение в произволь- 
ном направлении. 
Оказывается, 5 фер- 
зей вполне способны 
справиться со всей шах- 
матной «тюрьмой» (рис. 
5). По существу мы 
определили число внеш- 
ней устойчивости для 
ферзей, равное 5 (не- 
трудно показать, что 
четырех часовых уже 
недостаточно). Доказа- 
но, что существуют 
4860 ‘способов, которы- 
ми можно расставить 





вх 


Рис. 


5 ферзей-часовых. Кста- 
ти, в нашем примере 


ферзи обладают еще 
одним интересным свой- 
ством: сами они друг 
другу не угрожают. 


Из сказанного — сле- 
дует, что для того, что- 
бы поймать одинокого 
ферзя противника (ко- 
роян на доске отсут- 
ствуют), достатачно 
иметь 5 ферзей. Одна- 
ко известно, что в шаш- 
ках 3 дамки справляют- 
ся с одной (если та 
не стоит на «болытой 
дороге»), хотя они не 
в состоянии держать 
одновременно все чер- 
ные поля доски. Лю- 
бопытно выяснить, не- 
льзя ли поймать вра- 
жеского ферзя при по- 
мощи менее чем пяти 


ферзей. 


поставить на 
доску 9 ферзей, то 
хотя бы два из них 
окажутся на одной вер- 
тикали или горизонта- 
лн, То есть будут уг- 
рожать друг другу. Та- 
ким образом, число 
внутренней устойчивос- 
ти для ферзей равно 8 
(рис. 3, 4), а всего под- 
ходящих ‘позиций — 92. 


Если 


Особенно легко на- 
ши задачи решаются 
для ладьи — навер- 


ное, проявляется ее 
прямолинейность. Ла- 
дей-часовых надо иметь 





Рис. 6. 


8, их достаточно рас- 
положить вдоль любой 
горизонтали или верти- 
кали. Нетрудно также 
показать, что и число 
внутренней устойчивос- 
ти для ладьи равно 8, 
а соответствующих рас- 
положений имеется 
8! — число  перестано- 
вок Из 8 элементов *) 
{п!=1.2.....1). — Пози- 
ция на рисунке 6 
удовлетворяет обонм 
требованиям. 
Докажите, что если 
ладьи перенумерованы, 
та есть отличаются друг 





от друга, то необхо- 
димых расположений 
*) См., например, статью 


Н. Я. Внленкина<Ком- 
бннаторика» («Квант» № 1, 
1971}. 


Фигура 


Число внешней 


устойчивости 


Число внутренней 
устойчивости 


имеется уже (8'". На 
доске размером пхп 
эти числа соответствен- 
но равны пи (7п!)?. 

Слонов, чтобы спра- 
виться со всей доской, 
достаточно иметь столь- 
ко же, сколько и ла- 
дей —8 (рис. 7). Од 
нако разместить слонов 
на доске Так, чтобы 
онн не угрожали друг 
другу, можно Почти 
вдвое больше, чем ла- 
дей — 14 (рис. 8). Для 
доказательства рас- 
смотрим диагонали, 
идущие вверх слева на- 
право (на рисунке 8 
они пунктирные), все- 
го таких диагоналей 15. 
На каждой из них мо- 
жет стоять не более 
одного слона, так как 
слоны не должны угро- 
жать друг другу. Сле- 
довательно, общее чис- 
ло слонов не превышает 
15. Но ровно 15 слонов 


также нельзя расста- 
вить: крайние из на- 
ших днагоналей состо- 


ят из одного-единствен- 
ного поля. Таким об- 
разом, искомое число 
не более 14. Одно из 
решений приведено на 
рисунке 8. Аналогич- 
ные рассуждения по- 
казывают, что на доске 
размером лжи можно 
расставить не больше 
2п —2 слонов. 





Докажите, что число 
допустимых расстаповок 
слонов на нии 





Рис. 7 





Рис. &. 


доске равно квадрату 

некоторого числа. 
Теперь перейдем к 
коням. Поставив 32 ко- 
ня на одни белые или 
одни черные — поля, 
мы найдем расположе- 
ние, при котором они 
не угрожают друг другу. 
Покажем, что 32 — 
число внутренней ус- 
тойчивости для коней. 
Для этого  разобьем 
доску на 8 равных пря- 
моугольников (рис. 9). 
Легко заметить, что 
хонЬ, помещенный я 
$1 





прямоугольник, 
ет ровно 


напада- 
на одно поле 
этого же прямоуголь- 
ника, прнчем для лю- 
бых двух таких коней 
поля, на которые они 
нападают, различны. 
Поскольку в каждом 
прямоугольнике 8 по- 
лей, то внутри него 
можно разместить са- 
мое большее 4 коня, не 
угрожающих друг дру- 
гу, а общее число не 
превосходит 4.8=32. 
Докажите, что имест- 
ся лишь два упомяну- 
тых расположения — 
кони стоят только на 
белых илн только на 
черных полях. 

Число внешней ус- 
тойчивости для коней 
равно 12 (рис. Ю). 
Теперь разберемся с ко- 
ролями. Нетрудно про- 
верить, что больше 16 
королей, не стоящих ря- 
дом (то есть не угрожа- 
ющих друг другу), рас- 
ставить нельзя (рис. 11). 

Число внешней ус- 
и для королей 





равно 9 (рис. 12). 
В каждом из 9 выделен- 
ных  прямоугольников 
рисунка 12 имеется 
ноле, которому может 
угрожать лишь король, 
стоящий на поле этого 
же прямоугольника. 
Следовательно, для то- 
го, чтобы все поля 
находились под угро- 
зой, в каждой из 9 
частей должен стоять 
хотя бы один король, 
искомое число равно 9. 








Вне. 12. 


Очевидно, две пешки 
не могут одновременно 
угрожать друг другу. 
Однако если в вопросе 
|] (стр. 50) слова «друг 
другу» заменить слова- 
ми «хотя бы одна дру- 
гой» и разрешить пеш- 
кам  становигься на 
первую горизонталь, то 
вопросы Ги 2 станут 
корректнымн и для пе- 
шек. Ответом является 
число 32, причем рас- 
положение пешек нари- 





Рис. 13. 


сунке 13. удовлетворяет 
обоим требованиям. 

В результате наших 
исследований можно 
подвести итоги, запол- 
НИВ таблицу (см. 
стр. 51). 

Воспроизвестн не- 
достающие доказатедь- 
ства, пайти число со- 
ответствующих — распо- 
ложений и сделать вы- 
воды из таблицы пред- 
ставляется вам самим. 
В качестве весьма серь- 
езных задач можно ре- 
комендовать все рас- 
смотренные нами, но на 
доске размером пхл *). 
Заметим, что некоторые 
из них весьма сложны, 
а лля другвх решения 
еще не пайдепы. На- 
пример, число внешней 
устойчивости для фер. 
зей до сих пор неиз- 
вестно. Другими слова- 
мн, не решена следу- 
юная 

Проблема. —Ка- 
ково наименьшее  чис- 
ло ферзей, которых мож- 
но расставить на 
ахматной доске раз- 
мерол: пхп так, чтобы 
все ве свободные — поля 
находились под угрозой? 


*) Ряд такнх задач рас- 
смотрен в книге А. М. Яг- 
лома и И. М. Яглома 
«Неэлементарные задачи в 
элементарном — изложении», 
М., Физматгиз, 1954. 


РЕЦЕНЗИИ, БИБЛИОГРАФИЯ 





Все возрастающая тяга молодежи к знаниям, широкие перспективы даль- 
нейшего развития высшего образования в стране, намеченные ХХ1У съездом 
КПСС, предъявляют особые требования к качеству книг, выпускаемых для 


учащейся 


молодежи, и, в частности, к качеству пособий для поступающих 


в вузы. Редакция уже обращала внимание на то, что среди таких пособий встре- 
чаются книги, содержащие существенные недостаткн и даже грубые ошибки 
(см. «Квант» № Ш, 1970). К сожалению, мы вынуждены еще раз вернуться к 


этому же вопросу- 


В этом номере мы публикуем рецензии на два пособия, изданные в Кие- 


ве н Ленииграде. 


Выпущенные большими тиражами, эти книги разошлись по всей стране. 
Мы хотелн бы предостеречь наших читателей от излишние доверчивого отноше- 
ния к бодобным книгам. 

Редакция журнала «Квант» обратилась с письмом в Манистерство высшего 
и среднего специального образования СССР о необходимости установить на- 
дежный контроль за изданием пособий для поступающих в вузы. 


Сборники ошибок автора 


Недавно издательство Ки- 
свского университета выпус- 
тило два пособия по мате- 
матике *), которые, как ска- 
зано в анистации, рассчита- 
ны на поступающих в вузы 
н могут быть полезны слу- 
мателям и преподавателям 
подготовительных курсов, 
учащимся старших классов 
средней школы. Ознакомле- 
ние с этими пособиями поз 
казывает, что они написаны 
на чрезвычайно низком на- 
учно-ледагогическом  уров- 
не, а потому могут принести 
лишь вред математической 
подготовке учащихся. 





Многие узловые  теоре- 
тические вопросы  школь- 
") В. Ф. Ковалев, 


Практические занятия по ма- 
тематике для поступающих в 
вузы. Арифметика и алгебра. 
Киев, изд-во Киевского упи- 
верситета, 1970, 388 стр. 
тир. 75 000 экз., цена 88 коп. 

В. Ф. Ковалев, Прак- 
Тнческие занятня но матема- 
тике для поступающих в 
вузы. Геометрия н тригоно- 
метрия. Киев, изд-во Киев- 
ского. университета, 1971, 
316 стр.. тир. 100000 экз., 
цена 74 кой. 

Для. краткости в дальней- 
шем эти книги при ссылках 
А. соответственно 

Ь $ 


ного курса математики ав- 
тор излагаст неудачно, не- 
точно или даже с грубыми 
ошибками. а значительное 
число  разбираемых задач 
рсиено неверно. Подробный 
список замечаний н объяс- 
нений недостатков этих 
книг мог бы занять целый 
журнал, и потому мы-при- 
ведем здесь лишь отдельные 
примеры. 

Приводимые в книгах 
определения основных по- 
нятий элементарной мате- 
матики не всегда точны, 
а даваемые при этом пояс- 
нения неясны и подчас не- 
верны. Так, совершенно 
запутан вопрос об арифме- 
тическом корне. 

Можно ли понять точный 
смысл. скажем, следующего: 
«... Иа принимает два 
значения: ан —@. Но по- 
ложительное из этих двух 
чисел только одно. оно и 
равно а (1, стр.45}? Не- 
удивительно, что при та- 
ком понимании знака квадрат- 
ного радикала автор допус- 
каст многочисленные ошибки 
прн решении задач: доказы- 


васт, что У7— 24 -- 


=: 6—1 Ц. стр. 170), а 
затем сообщает, что 


у7—4 3—2 УЗ) 








(Г, стр. 347); и- | объявляет 


корнем уравнения |Иу == —1| 
(1, стр. 311); при вечисленни 
значеннй одних  тригоно- 
метрических функций через 
другне употребляст формулы 
типа 05 == | — $12 а 
{11, стр. 149. 152, 164) ит. А. 
В пособиях уделяется 
внимание только чисто фор- 
мальным  врыкладкам. — без 
какого-либо анализа про- 
водимых операций. Именно 
из-за этого при решении 
уравнений и систем уравне- 
ний часто получаются не- 
верные результаты: реше- 
ния теряются, посторонние 
решения не отбрасываются 
ит. д. (1, стр. 134—135, 
202—203; И, стр. 214, 222— 
227, 312 и др.). Приводимые 
автором рецепты решения 
некоторых типов уравнений 
из-за отсутствия необходимо- 
го анализа лишены смысла. 
В качестве иллюстрации 
воспроизведем «решение» 
уравнения |ах-] ==с: «Со- 
гласно определению модуля 


юхЬы 

} ах, если ах-| $`>0, 
| —(@ех+ь), если ах-- 00. 
Следовательно, уравнение... 


сводится к двум уравнениям, 
не содержащим знака модуля, 


— (ах В)=с- 
53 


ах с; 





Первое уравнение дает 
с—6 

х=—0 , а второе х= 
— с — 

о НО Непосредствен- 


ной проверкой убеждаемся, 
что оба корня удовлетворяют 
исходному уравнению» (Г, 
стр. 85—86). 

Столь же формально из- 
лагается н решение нера- 
венств. В тех же случаях, 
когда автор пытается дать 


какие-то советы, путаница 
только увеличивается. 
Вот, например, как вы- 


глядят рекомендации по 
поводу решения неравенства 


9-9 
х-+3 Г 

«Прн решении подобных 
неравенств очень часто до- 
пускают ошибку, сокращая 
числитель и знаменатель 
на общий множитель, в дан- 
ном случае на х--З. Такое 
сокращенне незаконное, по- 
скольку множитель может 
принимать как положитель- 
ные, так и отрицательные 
значения. Даниое неравен- 
ство равносильно двум систе- 
мам неравенств 


(х + 3) (х— 2)>0, 
х+3>0 
н 


(х +3) (х —2)=0, 
х+3< 0, 


Не учебник и не 


В 1970 г. издательство 
Ленинградского отделения 
общества «Знание» выпустило 
книгу Я. И. Марьяновского 
«Знания — молодежи. В по- 
мощь поступающим в вузы. 
«Физика» тиражом 215 500 эк- 
земпляров. За основу кциги 
взят «несколько сокращен- 
ный вариант лекций автора, 
которые он читает ряд лет 
В Центральном лекторин в 
помощь поступающим в выс- 
шие учебные заведения» *). 





*) Здесь и далее кавычкамн 
выделяются цитаты из рецен- 
зируемой книги. 


$4 


решая которые, находим 
х— 2, —3«<х= а» ([, стр. 245— 
246). Заметим, кстати, что 
второй ответ неверен. 


Никакой критики ие вы- 
держивает раздел © триго- 
нометрических неравеист- 
вах (Ш, стр. 228—244), где 
во многих задачах получены 
бессмысленные ответы. 


Изложение теоретического 
матернала по геометрни пред- 
ставляет собой простое со- 
брание формулировок оп- 
ределений и теорем, взятых 
из школьного учебника. Це- 
лесообразность такого «кон- 
спекта учебника» не ясна, 
тем более, что в ряде мест 
нзложенне автора оставляет 
желать лучшего. 


Нексторые задачи по ге- 
ометрии решены неверно или 


неполно (ИП, стр. 27, 53, 
83, 93 я др.). 
Пособия содержат целый 


ряд вопросов, давно уже 
исключенных из школьной 
программы и не требуемых 
на вступительных экзаменах 
(схема Горнера, теорема Бе- 
зу, извлечение корней из 
комплексных чисел, формула 
сложного радикала, под- 
робная теория обратных трн- 
гонометрических функций). 
Жаль, что автор ие проявил 
желания особенно тлдатель- 
но отобрать материал для 
книг, тем более, что и эти 
вопросы не всегда нзложены 
наилучшим образом. 
Например, уже давно 


задачник 


«Изложение рассчитано на 
читателя, имеющего среднее 
образование». 

Однако, читатель, не 
торопись пристулить К вин- 
мательному изучению посо- 
бия. Тебя ожидают немалые 
трудности! Испытай  пред- 
варительно свон силы. 

«Вес — это сила, с 
которой тело притягивается 
Землей. Не следует думать, 
что вес тела равен лишь силе 
тяготения этого тела к Зем- 
ле» (стр. 36). Контрольный 
вопросе к читателю: что 
следует и что не следует ду- 
мать про вес?... Если ты, 
читатель, разобрался в этом, 


справедливо отказались от 
рассмотрения «функций» у= 
— Агсут х и др., однако 
автор зачем-то возрождает 
этот изжитый подход; прн- 
вводимые им выводы формул 
между обратными тригоио- 
метрическими функциями и 
решения простейших урав- 
нений, содержащих эти функ- 
ции, часто неверны из-за 
отсутствия необходимых ог- 


раничений (Ш, стр. 244— 
257). 
Книги изобилуют не- 


грамотными оборотами речи, 
а также фразами, — смысл 
которых. совершенно непоня- 
тен: «..грефиком есть гилер- 
болас вершиной в точке...» 
(1, стр. 208); «...функция... 
в этих точках не существу- 
ет, а если говорить точнес, 
прннимает бесконечно боль- 
шие значения» (1, стр. 227); 
«если модуль выражения 
2х--8 больше 7, то само это 
выражение должно быть боль- 
ше 7 и меньше —7» (1, стр. 
242); «выразим с0$ 2х через 
половинный аргумент» (ПН, 
стр. 215) ит. п. 

Сказанное со всей оче- 
видностью свидетельствует, 
что рассматриваемые —кни- 
ги представляют собой не 
руководства для желающих 
повторнть школьный курс 
математики, а скорее сбор- 
ники ошибок, иногда столь 
грубых, что нх сейчас 
редко встретншь даже в ра- 
ботах абитуриентов. 

А. Ф. Хрусталев 


в наших дальнейших ком- 
ментариях ты не нуждаешь- 
ся. Смело и самостоятельно 
двнгайся дальше. Наоборот, 
не отчанвайся, если первое 
испытание оказалось тебе не 
под силу. И на экзаменах, 
бывает, приходится та- 
щить второй билет. Рискнем. 

«Изотермический нро- 
цесс — процесс, — поисходя- 
щий при постоянной тем- 
пературе». Запомнилн? Пош- 
ли дальше: «При изотерми- 
ческом расширенни газ ох- 
ладится... В этом отношенни 
изотермические процессы 
сильно отличаются от адн- 
абатических... Так, при ади- 


абатическом расширении газ 
охлаждается...» (стр. 124— 
125). 

Итак, газ в изотермнчес- 
ком процессе охлаждается. 
Спрашнваем: в чем изотер- 
мичность такого процесса 
и в чем его «сильное отличие» 
от  адиабатнческого? — По- 
видимому, для многих ответ 
не очевиден. 

Если, читатель, ты не 
разобрался в предложенных 
головоломках, значит, книгу 
тебе читать рано. Надо что- 
нибудь попроще. В этом слу- 
чае автор  сииеходительно 
«отсылает чнтателя к элемен- 
тарному учебнику физики 
под редакцией академика 
Г. С. Ландеберга в трех то- 
мах» (стр. 2). 

Не будем, однако, оболь- 
щаться тем, что все, не вы- 
державшие — предложенного 
испытания, послушаются иас. 
Что можно посоветовать та- 
ким  упрямцам? 

Для начала им надлежит 
отбросить укореннвшиеся в 
них застарелые и превратные 
представления о физических 
явлениях, определениях и за- 
конах. Судите сами. 

Считалось раньше, что с 
ростом высоты растет по- 
тенциальная энергия тел. 
А по Марьяновскому это 
справедливо лншь «на пер- 
вый взгляд» и лишь для 
«высот, много меньших ра- 
днуса Земли» (стр. 77-18). 

Что следует ожидать от 
тела, испытывающего в го- 
ризонтальном направлении 
действие двух ие равных 
друг другу сил?  Ускорен- 
ного Движения? Ошиблись. 
«Например, ящик находит- 
ся на полу. Мы приложилн 
к нему силу, но ящик не- 
подвижен. Наша.сила мень- 
ше силы трения покоя». 
(стр. 23). (Поясним, что в 
виду имеется не максималь- 
ное значение силы трения 
покоя.) 


Как принято поступать, 
если при вычисленин сопро- 
тивления участка цепи «от- 
вет получен отрицательным»? 


«В этом случае нужио 
изменить направление тока 
иа противоположное и сно- 
ва решить задачу» (стр. 175). 

Скептики скажут, что 
направление тока не влияет 


на знак сопротивлення, что 
ток уже мог быть найден 
или задан и менять его на- 
правление можно лнин, из- 
менснием  полярностн всех 
бетарей. включенных в цепь. 
Ах, уж эти скептики. Дер- 
житесь от них подальше, чн- 
татель! Скептицизм их — 
от незнания и стремления 
скрыть это. Спросн у тако- 
го: чему равно минимальное 
значение вектора (не модуля, 
а самого вектора)? Держим 
пари: скептик скажет, что 
не знает, что такого значе- 
ния не существует. А наш 
читатель знает (если уже 
добрался до стр. 17). Но 
хватит о скептиках. Пускай 
учатся. И поймут (со време- 
нем} даже такие «наиболее 
важные» понятия, как 
«энергия поля в точке» 
(стр. 148), или «вес выталки- 
вающей силы  электростати- 
ческого поля» (зад. 82), 
введеннем которых мы все- 
цело обязаны данной книге, 

Уж если мы заговорили 
о задачах, рассмотрим еще 
некоторые. Напрнмер, зада- 
чу № 48. Тело вращается на 
иити (не стержне!) в вер- 
тикальной плоскости с по- 
стоянной линейной ско- 
ростью. И так как постоян- 
ство скорости противоречит 
закону сохранения энергии 
(уж этот закон’ Все время 
путается под ногами!) ав- 
тор поступает так: молчали- 
во отменяет закон, формули- 
руя условие задачи, и вос- 
крешает его к жнзни в ре- 
шений. 


Столь же фантастические 
события сопутствуют мсто- 
циклисту, выполняющему 
классический аттракцион 
«мертвая петля». «Важно 
понимать», — пишет автор, — 
что если «тело съехало с 
высоты», равной высоте пет- 
дли, «то в верхней точке пет- 
ли... оно упало бы». Но, 
видимо, «важно понимать» 
также, что верхней точки 
петли такое тсло не дости- 
гает. 


Но — довольно © физи- 
ке. У читателя может соста- 
виться неверное представ- 
ление о пособии как книге 
сугубо специальной и одно- 
сторонией. Смеем разубедить 
его. Пища для ума предла- 


гается и математикам (стр. 7, 
25, 127, 129, 139. нт. д.), 
логикам. Следует отметить, 
что и сточки зрения русского 
языка в книге не все благопо- 
лучно. «...Относительный по- 
кой относительно системы» 
(стр. 3). «Твердое тело (если 
оно не сыпучее)» (стр. 121). 
«Работа силы — это мера 
накопленной в ее процессе 
энергии» (стр. .77). 

один стилистический 
прием автора будет ннтере- 
сен и лирикам, и физикам од- 
новременно. Речь идет об 
использовании скобок. 

«Силы тяготения (грави- 
тационные)» (стр. 55). «Гра- 
витационные силы (силы тя- 
готения)» (стр. 61). 

В заключение проверьте 
сами прочность ваших новых 
физических воззрений. Даны 
два равных одноименных 
заряда. Где надо разместить 
третий заряд того же знака, 
чтобы он пребывал в равно- 
весии? Очевидно, в середине 
отрезка, соединяющего дан- 
ные заряды. Так вст, если 
использованиая в этой си- 


туации (задача № 81) ар- 
гументация автора: «Най- 
денное нами положение — 


единственное, в котором за- 
ряд в равновесии. Поэтому 
равновесие заряда устойчн- 
во» — покажется Вам убе- 
дительной, а сам факт устой- 
чивости равновесия — не 
подлежащим сомнению, ав- 
тор достиг свсей цели. 
А нам — нам останется лишь 
пожелать тем из великой ар- 
мин в 215 500 счастливых 
обладателей этой книги, кто 
склонеи к  некритическому 
усвоению материала и лишен 
к тому же чувства юмора` 
нс дай вам бог встретить- 
ся с экзаменатором, ие 
успевшим изучить «Посо- 
бие» и оставшимся при тра- 
диционных взглядах (да, 
встречаются еще и такие!). 
Беседа с ним может привести 
к плачевному результату. Не 
забывайте, что «эта книга — 
не учебник и не задачник» 
(стр. 2). И это — единствен- 
ная цитата из всех приво- 
денных, которая в коммен- 
тариях не нуждается. 


С. В. Ащеулов, 
В. А. Барышев 


Лингвистика 
И Математика 
встречаются 
на олимпиаде 


В. В. Раскин 


В воскресенье 13 декабря 1970 года 
разбором задач И тура, вручением 
грамот и раздачей увесистых книжных 
премий закончилась УП традицион- 
ная олимпиада по языковедению и ма- 
тематике. Олимпиады по языковеде- 
нию и математике ежегодно с 1965 го- 
да проводит Отделение структурной 
н прикладной лингвистики филоло- 
гического факультета МГУ. Это олнм- 
пнады не по двум разным «предметам», 
поименованным в названии, а но едп- 
ному, очень иовому и интересному 
«предмету» — структурной и при- 
кладной лингвистике. 

лруктурная н прикладная лингвисти- 
Ка -— это такое направление в вссьма древней 
н почтенной науке лингвистнке, которое сло- 
жилось в последние годы и стремится к внед- 
рению в эту науку точных формулировок, 
точных описаний и точных методов исследо- 
вания языка ни, в тесной связи с этим, зани- 
мается приложением лингвистических знз- 
ний на практике: в машинном переводе, ин- 
формационном ноиске и других важненших 
современных проблемах, связанных с авго- 
матической переработкой информации и ‹0б- 
щеннем» человека с электронной ВЫЧИСЛН- 
тельной машиной. Структурная и прикладная 
яннгвистика оказывается, таким образом, 
наукой, соседствующей с математикой, ки- 
бернетикой, кнформатнкой (слышали о та- 
кой новой науке?), психологией и другими 
науками. 

Больших успехов в этих олимпи- 
адах неизменно добиваются учащие- 
ся математических спецшкол и другие 
школьники, явно наделенные мате- 
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матическими способностями. При этом 
отнюдь не всегда, к сожалению, они 
могут похвастаться хорошей подго- 
товкой по иностранному языку (хо- 
тя им и случалось писать в решенни 
единственной задачи олимннады, про- 
веряющей знання «школьного» иност- 
ранного языка: «1 Кпо\$ |п8$П уег! 
уе») или большой общей эрудицией. 
Тем не менее эти успехи не случайны. 
Дело в том, что в школе не изучают 
специального инредмета — лингвисти- 
ки (нли языкознания, нли языкове- 
дения — это все синонимы). Поэтому 
задачи олимпиад по языковедению 
и математике носят соверешеино осо- 
бый характер: они не могут опираться 
на какую-либо определенную сумму 
знаний, не могут проверять, что 
школьник знает, что он выучил, 
а ЧТО «знал, да забыл». В отличие 
от задач на математических, физиче- 
ских, химических, даже литератур- 
ных олиминадах ин вообще олимпиа- 
дах но чикольным предметам», зада- 
чи лингвистические сами содержат 
все необходимое для своего решения, 
и решаются внимательным анализом 
н систематизацией данных, четким 
логическим рассуждением, часто с ис- 
пользованием определенных матема- 
тнческих приемов, с привлечением, 
конечно, языкового чутья и языко- 
вой интуиции решающего. Никаких 
предварительных знаний не требуется! 
И вот оказывается, что такое су- 
ровое ограничение на форму лингви- 
стических задач, диктуемое особен- 
ностями школьной программы, обо- 
рачивается весьма выгодной стороной: 
организуя и систематизируя данные 
задачи, рассуждая логически, обна- 
руживая и фиксируя определенные 
закономерности, самостоятельно «изо- 
бретая» метод решения задачи, школь- 
ник, сам того не ведая, имитирует, 
хотя, конечно, весьма приблизительно 
н условно, на специально подобран- 
ном матернале, но все-таки реальную 
работу лингвиста-структуралиста. 


"| 


Ведь одна из главных проблем, стоящих 
перед современной наукой.— это научить 
электронную вычислительную машину пе- 
рерабатывать информацию, записанную на 
человеческом языке, потому что только тогда 
машина сможет справиться с насущными за- 
дачами автоматического перевода с одного 
языка на другой, хранения в памяти огромных 
массивов информации и быстрого обнаруже- 
ния в этих массивах нужных сведений (ии- 
формационный поиск) и другими задачами, 
без решения которых немыслим дальнейший 
прогресс. А научить машину понимать чело- 
неческий язык очень нелегко. Машина по- 
нимает только свой совершенно точный, аб- 
солютно формализованный язык программи- 
рования. Поэтому линтвнст должен совер- 
шенно точно выявить и записать в понятном 
для машины  формалнзованном внде все 
свойства и закопомерности человеческого 
языка, необходимые для понимания сего 
машиной. Решая эту проблему. лингвист 
имеет дело со своего рода лингвистической 
задачей. только огромного масштаба и не- 
сравненно более трудной, н никто не органи- 
зует ему специально подобранных данных 
и не наводит прямо или косвенно на правиль- 
ный метод решения. как это делается в олим- 
пиадной задаче. 


Практически все задачи олимпиад 
по языковедению и математике в той 
нли иной степени «математичны». 
Взять хотя бы такие, казалось бы, 
чисто лингвистические задачи, как 
перевод с одного языка на другой 
(см., например, задачу 1). Правда, 
на этих олимпиадах Вас просят пе- 
реводить только с незнакомого язы- 
ка, или на незнакомый язык, или, 
еще пуще, с незнакомого да на не- 
знакомый (!). Однако это оказывается 
вполне посильным делом: задачи со- 
ставлены таким образом, что полный 
логический анализ данных обеспечи- 
вает возможность такого необычного 
перевода. Недаром «табличные люди», 
как их называют организаторы олим- 
пиады, то есть такие участники, ко- 
торые любят и умеют организовывать 





данные в таблицы, неизменно доби- 
ваются успеха при решении задач 
этого и других Типов. 

Другие тнпы задач еще более 
«математичны» (см., например, за- 
дачи П, ПТ). В них используются 
те или иные математические приемы: 
комбинаторные, логическне и другие, — 
но общий принцип остается неизмен- 
ным: задача не должна требовать 
предварительных знаний — все долж- 
но следовать из условия, решающий 
должен быть в состоянии все сообра- 
зить «на месте». 

Вот такие необычные олимпиады 
стали обычным делом в Московском 
университете. В них уже приняло 
участие около 2000 старшекласени- 
ков. Многие из призеров учатся сей- 
час на Отделении структурной и при- 
кладной лингвистики и сами сочи- 
няют задачи для олимпиад. Пригла- 
шаем и Вас попробовать применить 
свои способности, в частности мате- 
матические, на новом интересном по- 
прише. 21 ноября 1971 года состоит- 
ся 1 тур очередной УП традицион- 
ной олимпнады по языковедению и 
математике. Оргкомитет приглашает 
всех желающих принять в ней уча- 
стие пожаловать к 10 часам утра 
в новый корпус гуманитарных фа- 
культетов МГУ (Ленинские ыы 

А сейчас предлагаем решить не- 
сколько лингвистико-математических 
задач, с которыми успешно справи- 
лись участники олимпиад. 


Задачи олимпиад 
по языковедению и математике 


Г. Даны фразы на датском языке 

с их переводами 
1. Уогез Виз Баг её зогё ой. 
У нашего дома большой чердак. 





2. Уогез $а4 Паг {ге фоге Бторга{ег. 
В нашем городе три болыших 
кинотеатра. 
3. Соегпе, Чег ег + уогез Пиз, 
ег $фоге. 
Чердаки, которые есть в нашем 
доме, большие. 
4. Уогез $а4 Паг еп зюг Б!юргай. 
В нашем городе большой кино- 
театр. 
5. ГоНеё а{ уогез Пиз ег зом. 
Чердак нашего дома большой. 


Задание 1. Переведите сле- 
дующие фразы на датский язык: 

1. Кинотеатры, которые есть в на- 
шем городе, большие. 

2. В нашем доме три больших 
чердака. 

3. Кинотеатр нашего города боль- 
шой. 

Задание 2. Разберите по со- 


ставу слово |оНёегпе и напишите, 
что означает каждая его часть. 


|. О записи: 

внучк... занимал... эт... час... 
известно, что она получена из грам- 
матически правильной русской фра- 
зы, состоящей из четырех слов, отсе- 
чением некоторых конечных букв (не 
более 3 букв у каждого слова}. При- 
чем, отсекались только окончания и, 
кроме того, у некоторых слов буквы 
могли и не отсекаться. 


Задание. Определить, из 
скольких предложений могла полу- 
читься такая запись. 


1. Дается фрагмент из японской 
таблицы умножения: 

футацу Хх 6&цу = яцу 

нцуцу Х ицуцу = нидзюго 

яцу Х коконоцу = ситидзюни 

ицуцу Хх яцу = ёндзю 

мицу Х мицу = дзюхати 

коконоцу Х мицу = нидзюсити 

коконоцу х муцу = ? 

коконоцу Х ? = хатидзюити 

ёцу Хх ? = сандзюни 

футацу хнанацу = ? 

Задание. 
где стоят «2». 
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Заполните места, 


ОЛИМПИАДУ 
ПРОВОДИТ 
ЭЛЕКТРОННАЯ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ 
МАШИНА 


Ю. И. Соркин, 
Н. Б. Шкундина 


В январе — апреле этого года 
впервые Московским экономико-ста- 
тистическим институтом была прове- 
дена математическая олимпиада для 
школьников выпускных классов с 
участием электронно-вычислительной 
машины. Олимпиада проходила в два 
тура. Второй тур проводился с по- 
мощью машины «Минск-22», к участию 
в нем были допущены лишь школьни- 
ки, успешно прошедшие первый тур. 

Первый тур проходил заочно. 
В нем приняли участие все желающие 
школьники Москвы и близлежащих 
районов Московской области. На ре- 
шение пяти задач первого тура да- 
вался срок месяц (то есть до 15 фев- 
раля). 


Задачи первого тура 


1. Куб с ребром а срезан плоско- 
стями по углам так, что от каждой 
грани остался правильный много- 
угольник. Найти объем полученного 
тела. 

2. Имеет ли уравнение 6х? | 
+ (52 + 2 — а?) х-+ < =0, где а, 
Ь ни с — длины сторон некоторого 
треугольника, действительное реше- 
ние? 

3. Сумма нескольких последова- 
тельных натуральных чисел равна 
1000. Найти все такие последователь- 
ности. 

4. Доказать, что для тупоуголь- 
ного треугольника имеет место нера- 
венство с05$2А -- соз*В -{ со$*С>1. 


5. Определить угол треугольника, 
в котором медиана, биссектриса и вы- 
сота делят угол на четыре равные 
части. 


Разбор задач первого тура 


1. Ясно, что каждое из восьми 
срезаемых у куба по углам тел яв- 
ляется правильной треугольной пи- 
рамидой с прямыми углами между 
боковыми ребрами (рис. 1). Если 


ее 


р 





Рне. 1. 
обозначить сторону основания пнра- 
миды через 6, то АР аи, ОР = 
—_6 УЗ, с0=- 


-5`, и тогда по теоре- 





Рис. 2а. 


ме Пифагора высота пирамиды ЕО == 


_ 6 6 
== 


Площадь основания равна 





. Поэтому объем такой пирами- 


52 2 
ды равен И, а объем тела, по- 
лучающегося из куба срезом восьми 
таких пирамид, равен 


5з |? 
зе (1) 


Так как по условию задачи от 
граней куба должны остаться пра- 
вильные многоугольники, то реше- 
ний два. Могут быть восьмнуголь- 
ники или квадраты (рис. 2а, 6). 

В первом случае 6 =а(у2— 1), 
и тогда из (1) после преобразований 


7аз (УЗ — 1) 
ЖИ ТЕ 





а — 


получаем ИУ= 


а И? 


Во втором случае ф = о 


даиз (1) находим У = в-- 


Заметим, что лишь 20% школьни- 
ков нашли оба решения задачн. Ос- 
тальные находили только одно ре- 
шение. При этом предпочтения не бы- 
ло для какого-либо одного из двух 
многогранников — каждый получил 
приблизительно равное число голо- 
сов. 

2. Покажем что дискриминант 
р данного квадратиого уравнения 





‚ НТОГ- 





Рис. 26. 
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отрицателен. Действительно, 
р = (+ — а)? — 46 = 

== (6-2 — № — 2 (Ее — 

— 2? + 25) = Ц *— @ Хх 

х Щ- 6 — а], 

но так как а, 8 ис — длины сторон 
треугольника, то |6—<с|<а и 6-Нс>а, 
то есть соответственно (6—с)°—02< 0 
и (6-5) ^—а?>0, то есть 0. 

3. Пусть искомая последователь- 
ность имеет вид 

ЕЕ Е-2,... прп. 

Тогда ее сумму можно представить 
как разность сумм отрезков натураль- 
ного ряда от 1 долиот ] до /, то есть 


(и+Оа _@+0Е _ 
ИЕ 1000 


или п р = 2000. 
Левую часть этого равенства раз- 
ложим на два множителя, а правую 
на простые множители: 
ЕЕ) м =2. 58. 


Заметим, что оба множителя п-- Е-1 
и И—А в левой части этого равенства 
четными быть не могут, так как 
их сумма 21--1 нечетна. Кроме -того, 
первый множитель больше второго. 
Тем самым мы приходим к совокуп- 
ности четырех систем: 

пе! == 2000, п Ет1 = 400, 
| п—В=1, | п №5, 
[п--Е--1= 80, (и 195, 
| в 5 > | пк = 16. 

Первая из этих систем дает трн- 
виальную «последовательность», со- 
стоящую из единственного числа 1000. 
Остальные системы приводят к после- 
довательностям: 


198, 199, 200, 201, 202; 
28, 29, ..., 51, 52; 
54, 55, ..., 69, 70. 


4. Пусть для определенности ту- 
пым будет угол С. Тогда0< В <-5— 


— А, и поэтому 
с0озВ > соз-5- — А) = А > 0, 
4 


а следовательно, соз*Аьят? А. 
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Тогда с05?А - соз*В > соз? А 
-+ $112А = |, то есть со5?А - соз?В>> 
21, и тем самым подавно 


с0$*А -+ со$?В + со$2С > 1, 
что и требовалось доказать. 


5. Подавляющее число участни- 
ков олимпиады решало эту задачу 





А ТЕТ" РЕ 


Рис. 3. 


введением в рассмотрение вспомога- 
тельпой окружности (см. «Квант» № 1, 
1971). Однако эта задача допускает 
более короткое решение (Галина Авер- 
бух, 108 класс школы № 200, Алек- 
сей Водовозов, 10% класс школы 
№ 569). 

Пусть в треугольнике АВС (рис. 3) 
медиана ВО, биссектриса ВЕ и вы- 
сота ВЕ делят угол В на четыре 
равные части, каждая из которых 
обозначена через ©. Тогда 

АЕ = й За; ОЕ = 24а 
и ЕС = На. 

Далее 
АР = АЕ-—ОЕ = 1 (За —в №) 
ВС =,ФЕ ЕВЕ Ка 
но по условию АР=рсС, то есть 
45 За — 82а = 52а - ща 
или 
245 2а = № За — ша, 


25т 24 эт 2а 
0520 `` ©0534 60% @ 


Так как ип 2&-=20, то 2 с9$ За с0$ & = 
= с0$ 8% или 


20$ 25 -Е с0$ 4 = с0$ За, 
то есть со$ 4 = 0. 


Отсюда следует, что угол В пря- 
мой. 


Второй тур 


Сорок восемь ребят, успешно про- 
шедших нервый тур, собрались 25 ап- 
реля в МЭСИ, чтобы продолжить 
«соревнование». 

Во втором туре одним из «членов» 
организационного комитета олимпиа- 
ды была электронно-вычислительная 
машина «Минск-22». На долю этого 
«члена» выпала основная работа. В ма- 
шинную память было заложено не- 
сколько тысяч задач. Каждая задача 
была снабжена специальным кодом, 
указывающим раздел математики, 
к которому относится эта задача, 
н степень трудности (все задачи были 
разбиты на четыре степени сложно- 
сти). Программа была составлена та- 
ким образом, что машина методом 
случайного выбора составляла ва- 
рнанты (по пять задач) из различных 
разделов математики одинаковой сум- 
марной трудности. 

Машина для каждого участника 
олимпиады напечатала вариант. 

По истечении срока (четыре часа 
по 45 минут) работы былн отданы 
машине на проверку*). Машина срав- 
нила полученные решения задач со 
своими и тех, кто решил все пять 
задач правильно, объявила победи- 
телями. Всю эту работу машина про- 
делала за то время, пока участники 
олимпналы знакомились с институтом. 

Шесть учеников десятых классов 
московских школ были награждены 
грамотамин МЭСИ, памятными подар- 
ками: 

Елена Савина, Виктор Зак, Сергей 
Мапенов, Марк „Ригель, Александр 
Розин, Леонид Терехов. 

Проведение математической олим- 
пиады машиной явилось завершаю- 
щим этапом работы по проведению 
вступительных экзаменов по матема- 
тике и физике с помощью ЭВМ. 
Эта болыная работа проводится пох 
руководством ректора МЭСИ проф. 
М. А. Королева, проф. И. Г. Венец- 
кого и доктора технических наук 
А. Г. Морозова. 


*) Все задачи нмели числовые ответы. 


Некоторые задачи вториго туга 


1. Вокруг куба описан цилиндр 
так, что диагональ куба является 
осью цилиндра. Найти площадь бо- 
ковой поверхности цилиндра, если 
площадь диагонального сечения куба 


равна 18—61 2. 
2. Решить уравнение 
1923 + 16272 == |023х -+ 1°2х. 


3. Сечение делит треугольную пи- 
рамиду на два многогранника. Как 
относятся объемы этих многогранни- 
ков, если ребра делятся этим сече- 
нием в отношении 1:2; 2; 1:3, 
считая от вершины? 

4. Найти рациональный корень 
уравнения 


о Аа 
тт Ху Х = 3. 
5. Решить уравнение 
537 +9. 5 - 27 (5-37 1-5 ) =64. 


6. Основанием пирамиды ЗАВСО 
является ромб с диагоналями АС--а; 
Вр=ь. Боковое ребро $А перпенди- 
кулярно к плоскости основания и рав- 
но 9. Через точку А и середину К 
ребра $С проведена плоскость, па- 
раллельная днагонали основания ВО. 
Определить площадь сечения. 

7. Найти наименьший корень урав- 


— а 

нения } 97 —х—- у х— 15 = 4. 
8. Решить неравенство 
ЕН 


3. Конус и цилиндр имеют общее 
основание, а вершина конуса нахо- 
дится в центре другого основания ци- 
линдра. Чему равен синус угла между 
осью конуса и его образующей, если 
известно, что полная поверхность ци- 
линдра относится к полной поверхно- 
сти конуса как семь к четырем? 

10. Найти наименыиий корень 
уравнення 


АА 
т 2+ 14х+4 24 — 


а их БИА -- ХО. 
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== =-—ы —— ——— 


сеань, и —— 


К статье «Снстемы 
алгебраических уравнений» 


ГГ —2: С. 9, 
5. (9, — 1724): (=2. 1. -- в: 

(1/2/2. 2, 22: 
(5. - 8. 83). 

АИС, 9-12 1-0: 92 


(/ УЗ, — 2/3, 123; _ 

‚{--/ 3. ИЗ, --2 3). 

4. (0.0.0); (. 2, 5). 2.5%: 
г: ЭРЫ 


(0: 9: (М. 2 
(0. 0, 0); (1, 2; 3} 


об-е би 


> 


и а ча 
$ 12; [1 358%8, дз 385, 





5 


у 32733]. 


> 


К статье 
«Шахматно-математические 
заметны» 

{сы, «Краны № 9) 


1, Занумеруйте все поля доски (кроме 
центрального, на которое кони не могут 
попасть) в порядке их обхода конем (рис. фа) 
и рассмотрите вспомогательный рисунок 1 6. 





Рис. Та. Рис: 15. 


2. Возьмите полосу шириной в 2 поля, 
ндущую по краю доски. Убедитесь, что конь 
может пройтн по всем полям этой полосы, 
ступив ма каждое из них ло разу (начать мож- 
но с любого поля этой полосы). Разбейте всю 
доску на такие полосы и начните путь с цен- 
трального поля. 

3. пп —Этп-г- 12 12—16. При т: 

п -- 8 получаем 3696. 

4. Обозначим искомое число полей через 
№ (п). Легко проверить пелосредственно, что 
№ (0) = ВМ (1) = 8, Л (2) = 33. Прип= 3 
конь может оказаться на всех белых полях 
восьмиугольника с четырьмя белыми полямн 
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——ы—ы—ы—ы—ы—ы—ы—ы—ыы——=ыыы——ы—ы—ы"„—А————————— 


на каждой стороне, изображенного на рн- 
сунке 2 (начальшюе поле — в центре). Дока- 
жните метадом матемагической индукции, что 





Рне 2 


ирн любом л==3 искомые поля заполняют 
без просвета все одноцветные поля соответ- 
ствующего восьмиугольника. Подсчитав чнс- 
ло этих полей. получаем: М№(п) = Тя? 
-4п--1 при п7=3. 

5. Чнела т и п должны быть взаимно 
просты, и хотя бы озно из них должно быть 
нечетвым. 


К заметке 
„Каант» дня мледших 
школьникое 


‘еКванте № 9, 1971, 3-я стр. обложки) 


+. Нельзя. Хотя весы и уравновешены. 
тем не менее грузы равной массы, помещен- 
ные на чашки весов, будут создавать раз- 
анчные моменты относительно оси коро- 
мысла. 

2. Вешером темно н поэтому зрачки у 
человека раснирены. Но хрусталик глаза — 
не идеальная линза. Изображения. которые 
авют различные участки хрусталика из-за 
аберрации смещены относительно друг дру- 
га. Чем большая часть хрусталика «рабо- 
тает». тем более размытое изображение. 

3. Погрузнв кончик баллона лампочки в 
сосуд с водой н сломав его. измерить с по- 
мощью линейки объем воды. Затем. запол- 
нив баллон волой полностью. измерить 
объем баллона. Используя, что р. У, =рь\., 
нетрудно теперь найти давление в баллоне. 

4. Погрузить базлон в озеро вверх дном, 
измерить линейкой оставшинйся объем возду- 
ха. Далее поступить так же, как в задаче 3. 

5. Из-за многократных отражений света 
на- границах кристалликов. 


УГОЛОК КОЛЛЕКЦИОНЕРА 


НА МАРКАХ — АТОМНЫЕ 
РЕАКТОРЫ 


Использование атомнои энергии 
в мирных целях неразрывно связано 
с создением атомных реакторов. Ре. 


ое аж 
актор — это сердце пюбои атомной 
электростанции или атомного двига- 
теля. В нем происходит управляемая 
цепная реакция деления атомных 
ядер м освобождается атомная энер. 
гия. В настоящее время построено 
много различных типов атомных ре 


+ ВЕЦТЬСМЕО 


Ён 


акторов. 

Первый атомный реактор для 
мирных целея был построен в Со- 
ветском Союзе на атомной элект- 
ростанции в Обнинске, которая во- 


шла в строй в 1954 году. Этому со- 
бытию была посвящена серия из трех 
марок, выпущенная в январе 1956 г. 
На одной из них показана верхняя 
часть реактора [<м фото] 

Атомные реакторы для мирных 
целей были построены во многих 
странах мира На фото приведены 
марки с изображением первых атом- 
ных реакторов ГДР, Чехословакия и 
Румыним, построенных с помощью 
Советского Союза, и марка, на кото- 
рой показан первыя атомный реак- 
тор, построенный Югославией в 
Белграде. 

Использование атомной энергии 
в мирных целях символизируют при- 
веденные на фото марки Канады и 
Франции, на которых также изобра- 
жены атомные реакторы. 








1. Как с помощью длинной тонкой ни- 
ти, секундомера ин стограммовой  гирьки 
определить объем комнаты? 

2. Как определить объем комнаты, рас- 
полагая мотком медной проволоки. вссами 
с набором гирь. аккумулятором, вольтмет- 
ром ни амперметром? 

3. На перекрестках улиц некоторых го- 
родов установлевы электронные устройства, 
автоматически рассчитывакицие н показы- 
вающие на световом табло скорость. которую 
должны поддерживать ноднтели автомашин, 
чтобы подъехать к следующему светофору 
под зеленый свет. Обычно показания табло 
меняются в такой последовательности: вна- 
чале 45 км/час, потом 50 км/час н, нако- 
нец. 60 км/час. После этого табло обычно 
гаснет. так как скорость более 60 км/час 
разрешена лншь на малом числе улик. 

Как. наблюдая за показаниями табло. 
определить расстояние до следующего све- 
тофора < помощью одних лишь часов? 
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1. Дано число 123456789101112...9899100. Вычеркните из него 
150 цифр так, чтобы оставшееся число было наибольшим. 

2. На стене вертикально висит зеркало. Нижний край его находится 
на высоте 1 метра от пола. На какое расстояние нужно отойти от сте- 
ны, чтобы увидеть в зеркале свои ботинки? Считаем, что глаза чело- 
века находятся на высоте 1,5 метра от пола. 

3. Имеется 77 телефонов. Можно ли так попарно соединить их, что- 


бы каждый был соединен ровно с 13? 


4. Докажите, что произведение четырех последовательных целых 
чисел, увеличенное ма 1, есть точный квадрат. 





А. П. Савим 
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Если бы между молекулами не существовало сил притяжения, то вещество 
при любых условиях находилось бы в газообразном состоянии. Только бла- 
годаря силам притяжения молекулы могут удерживаться друг возле друга 
и образовывать жидкие и твердые тела. 

Но одни силы притяжения не могут обеспечить существование стабиль- 
ных образований из атомов или молекул. На очень малых расстояниях между 
молекулами действуют силы отталкивания. 

Существование межмолекулярных сил не вызывает сомнений. Но опре- 
делить величину этих сил, зависимость их от расстояния между молеку- 


лами — очень сложная задача. 


Силы Ван-дер-Ваальса 


Несмотря на отсутствие прямых 
методов измерения межмолекулярных 
сил на любых расстояниях*), в настоя- 
щее время мы знаем оних хотя еще и 
далеко не все, но очень многое. 

Впервые в точную науку пред- 
ставлення о существенной роли меж- 
молекулярных сил для описания 
свойств газов ввел голландский фи- 
зик Ван-дер-Ваальс. Он не пытался 





*) До расстояний 10-$ см эти силы бы- 
ли впервые экспериментально измерены чде- 
ном-корреспондентом АН СССР Б.. В. Де.' 
рягиным ин И. И. Абрикосовой щ наяала тии 
годов. 
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установить точную зависимость сил 
от расстояния. Он считал, что на ма- 
лых расстояниях между молекулами 
действуют силы отталкивания, ко- 
торые с увеличением расстояния сме- 
няются силами притяжения, срав- 
нительно медленно убывающими с 
расстоянием. 

На основе этих простых сообра- 
жений Ван-дер-Ваальсу удалось ус- 
тановить уравнение состояния ре- 
альных газов. Уравнение Ван-дер- 
Ваальса способно приближенно опн- 
сывать не только свойства газа, но и 
процесс превращения его в жидкость. 

Молекулярные силы часто назы- 
вают силами Ван-дер-Ваальса. 


Электромагнитная природа 
межмолекулярных сил 


Приступить к теоретическому ис- 
следованию межмолекулярных сил до 
начала 20 века было почти невозмож- 
но. Простые и хорошо изученные гра- 
витационные силы при взанмодействни 
тел столь малой массы как молекулы 
явно не могли играть заметной роли. 
Оставалось предположить, что мо- 
лекулярные силы имеют электромаг- 
нитную природу. О каких-либо дру- 
гих силах в то время ничего не знали. 

Любой атом и тем более молеку- 
ла — это сложная система из боль- 
шого числа заряженных частиц. Как 
она устроена, было не известно. А 
ведь от строения молекул, несомнен- 
но, зависят силы их взаимодействия. 
Однако исследования начались и на- 
чались, естественно, с самых про- 
стых случаев. 


Ориентационные силы 


У многих молекул, например, у 
воды, распределение положительных 
и отрицательных зарядов таково, 
что в среднем центры этих зарядов 
не совпадают. Такую молекулу прн- 
ближенно можно рассматривать как 
электрический диполь: совокупность 
двух точечных зарядов +9 и —9 на 
небольшом расстоянии [ друг от друга 
(рис. 1). Электрические свойства та- 
кой молекулы характеризуются ди- 
польным моментом 


р— 91. 

Рассчитывать значения диполь- 
ных моментов молекул на первых 
порах не умели. До появлення кван- 
товой механики это вообще было не- 


возможно. 

Но, если считать днпольные мс- 
менты р; и р, двух молекул известны- 
ми, то зависимость силы взаимодей- 


ствня между ними от расстояния мож- 
но вычислить с помощью обычного 
закона Кулона. Сила притяжения 
между двумя диполями максимальна, 
когда они располагаются так, как 
показано на рисунке 2, вдоль одной 
линии. Эта сила возникает из-за того, 
что расстояние между разнонменны- 
ми зарядами 2 и 3 чуть меньше, чем 
между однонменными 1, Зи @, 4. 

Естественно, сила взаимодействия 
диполей зависит от их взанмной ориен- 
тации. Поэтому она называется ориен- 
тационной. Хаотическое тепловое двк- 
жение непрерывно меняет ориентацию 
молекул-диполей. Учитывая это, силу 
взаимодействия между диполями нуж- 
но вычислять как среднюю по все- 
возможным ориентациям. Расчеты при- 
вели к следующему результату: сила 
притяжения пропорциональна иро- 
изведению дипольных моментов ру 
н р. молекул и обратно пропорцио- 
нальна расстоянню между пими в 
седьмой степени: 


Р.Р» 
Е. 





Еъри- 


Это очень быстрое убывание по 
сравнению с кулоновской силой взаи- 
модействня заряженных тел, ко- 


1 
торая пропорциональна =. 


Индукционные (поляризационные) 
силы 


Можно указать еще один доста- 
точно простой тип взаимодействия 
молекул. Оно возникает между двумя 
молекулами, одна из которых обла- 
дает дипольным моментом, а вторая — 
нет. 

Дипольная молекула создает элек- 
трическое поле, которое поляризует 
молекулу с электрическими зарядами, 
равномерно распределенными по объ- 





ему. Положительные заряды смеща- 
ются по направлению электрического 
поля, а отрицательные — против. В 
результате неполярная молекула не- 
много растягивается (поляризуется) и 
у нее возникает дипольный момент 
(рис. 3). 

Силу взаимодействия можно рас- 
считать и в этом случае. Она пропор- 
цнональна дипольному моменту р 
полярной молекулы, коэффициенту <, 
характеризующему способность непо- 
лярной молекулы поляризоваться н 
опять-таки обратно пропорциональ- 
на седьмой степени расстояния меж- 
ду молекулами: 


ра 
ит 


Данные силы притяжения назы- 
ваются индукцнонными или поля- 
ризационными, так как они возникают 
благодаря поляризации молекул, вы- 
званной электростатической индук- 
цией. 


Дисперсионные силы 


Хорошо известно, что силы при- 
тяжения существуют и между не- 
полярнымн молекулами. Например, 
атомы инертных газов не имеют ди- 
польного момента, но тем не менее 
взаимодействуют друг с другом. При- 
рода этих сил была выяснена только 
после создания квантовой механики. 

Качественно и грубо приближенно 
появление этих сил можно объяснить 
так. В атомах и молекулах электроны 
каким-то сложным образом движутся 
вокруг ядер. И в среднем по времени 
дипольные моменты молекул могут 
оказаться равными нулю. 

Но в каждый момент времени 
электроны занимают какое-то опре- 
деленное положение. Поэтому мгно- 
веннсе значение дипольного момента 
отлично от иуля. Мгновенный диполь 
создает поле, поляризующее соседние 
неполярные атомы. Из-за этого по- 
является взаимодействие мгновен- 
ных диполей. Полная сила взанмо- 
действия между неполярными моле- 
кулами есть средний результат вза- 
имодействия всевозможных мгновен- 


ных диполей с дипольными момента- 
ми, которые они наводят в соседних 
молекулах благодаря индукции. 

Квантовый расчет приводит к вы- 
воду, что сила взаимодействия в этом 
случае пропорциональна произведе- 
нию поляризуемостей молекул @, 
иа. и обратно пропорциональна седь- 
мой степени расстояния: 

> 


ит 


Данные силы называются днспер- 
сионными по той причине, что диспер- 
сня вещества (зависимость локаза- 
теля преломления света от частоты) 
определястся темн же свойствами 
молекул, что и этн силы. 

Дисперсионные силы действуют 
между всеми атомами и молекулами, 
так как механизм их появления не 
зависьт от того, есть ли у них постоян- 
ные дипольные моменты или нет. 
Обычно этн силы превосходят по ве- 
личине как орнентационные, так и 
индукционные силы. Только прн вза- 
имодействии молекул с болыцими 
днпольными моментамн, например, 
молекул воды, орнентационная сила 
болыше дисперсионной (для молекул 
воды в три раза). При взанмодействин 
же полярных молекул (СО, На 
ит. п.) дисперснонные силы в десятки 
и сотни раз превосходят все остальные. 

Но главное, что все три типа сил 
притяжения одинаковым образом убы- 


[ 
вают с расстояннем как -;7_- Впрочем, 


на больших сравнительно с размерамн 
молекул расстояниях начинает ска- 


`зываться конечность скорости рас- 


пространення электромагнитных вза- 
имодействий. Из-за этого на расстоя- 
ниях порядка 107 $ см силы притяже- 


1 
ния начинают убывать уже как 5”. 


Это было обнаружено в опытах Де- 
рягина. 


Силы отталкивания 


Теперь обратим внимание на силы 
отталкивания, действующие между 
молекулами на очень малых расстоя- 
ниях. С одной стороны, здесь поло- 
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жение проще, а с другой,— сложнее. 
Проще в том смысле, что эти силы 
очень быстро нарастают при сближе- 
нии молекул, и поэтому та или иная 
быстрота изменения силы с расстоя- 
нием не оказывает заметного влияния 
на течение разнообразных процессов. 

Сложность состоит в том, что силы 
отталкивания в значительно большей 
мере, чем силы притяжения, зависят 
от индивидуальности молекул. Зная, 
как молекула А отталкивает молеку- 
лы Ви С, мы еще не в состоянии су- 
дить, какие силы отталкивания будут 
действовать между молекулами В и 
С. При непосредственном сближении 
молекул индивидуальность их строе- 
ния сказывается в болыцей мере, 
чем при больших расстояниях между 
НИМИ. 

К достаточно хорошим результатам 
приводит допущение, что силы оттал- 
кивания возрастают по закону 


1 
Рот -в. 

Учитывая, что силы притяжения 
с уменьшением расстояння увеличи- 


1 
ваются пропорционально `›;_, а силы 


1 
отталкивания растут как из, мож- 


но нарисовать примерную зависимость 
силы от расстояния. На рисунке 4 
снлы отталкивания считаются поло- 
жительными, а снлы притяжения от- 
рицательными. При расстоянии г., 
равном примерно сумме радиусов мо- 
лекул, сила равна нулю. 
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Потенциальная энергия 
взаимодействия молекул 


При изучении поведения большой 
совокупности молекул удобнее поль- 
зоваться не силой взанмодействия 
молекул, а потенциальной энергией. 

Нужно вычислять средние харак- 
теристнки системы, а понятие сред- 
ней силы взаимодействня молекул 
лишено смысла, так как сумма вссх 
сил, действующих между молекулами, 
согласно третьему закону Ньютона 
равна нулю. Средняя же потенцниаль- 
ная энергня, как мы скоро увидим, в 
существенной мере определяет состоя- 
ние и свойства вещества. 

Так как изменение потенциальной 
энергии равно работе снлы, то по 
нзвестной зависимости силы от рас- 
стояния можно найти зависимость от 
расстояния потенциальной энергии*). 

При этом надо учитывать, что 


если сила меняется с расстояннем 
1 
как п, где п — некоторое число, то 


потенциальная энергия будет ме- 


няться по закону И—тал. Это 


вндно уже из соображений размер- 
ности. Энергия имеет размерность 
работы, то есть произведения силы 
на расстояние. Поэтому размерность 
энергни равна размерности силы, 
умноженной на размерность расстоя- 
ния. 


*) См. статью Р. Г. Минца «Графики 
потенциальной энергии», «Квант» № 5, 1971, 
стр. 8—16. 


Потенциальная энергия может 
быть определена с точностью до про- 
извольной постоянной. При условии, 
что потенциальная энергия &-—0 при 
г->оо, график потенциальной  энер- 
гни в зависимости от расстояния меж- 
ду молекулами будет иметь вид, изоб- 
раженный на рисунке 5. (,— глуби- 
на потенциальной ямы. 

Однако потенциальная кривая 
(кривая, определяющая зависимость 
потенциальной энергин от расстояния) 
будет иметь форму, изображенную на 
рисунке 5, если молекулы сближаются 
вдоль линии, соединяющей их центры 
{вапример, если молекулы движутся 
навстречу друг другу в плоскости А 
на рисунке 6). Если же это не так, 
то потенциальная кривая будет такой, 
как показано на рисунках 7 (молеку- 
лы сближаются в плоскости В) и 8 
(молекулы сближаются в илоско- 
сти С). 


Главная задача 


Многое можно объяснить и по- 
нять, исходя из определенных пред- 
ставлений о характере взаимодействия 
молекул в веществе. Мы остановимся 
только на одном очень общем вопросе: 
каким образом знание зависимости 
потенциальной энергни от расстояния 
между молекулами позволяет устано- 
вить количественный критерий раз- 
личня между газами, жидкостями и 





Рис. 6. 
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твердыми телами с точкн зрения мо- 
лекулярно-кннетической теорни. 
Предварительно, правда, нужно 
рассмотреть движение молекул с энер- 
гетической точки зрения. 


Движение частицы в заданном 
потенциальном поле 


Зная зависимость потенциальной 
энергицн от расстояния, можно уста- 
новить характер движения тела, 
используя лишь закон сохранения 
энергии. 

Пусть одна из молекул неподвиж- 
на. и мы рассматриваем движение 
другой молекулы. Характер движения 
молекулы зависит от ее полной энер- 
гии. Согласно закону сохранения энер- 
гии полная энергия молекулы оста- 
ется постоянной: 


Е = Е; И = соп$, 


где Е„ — кинетическая энергия, а 
(/ — потенциальная. 

Рассмотрим вначале случай, когда 
Е==Е:>0 (рис. 9). Полную энергию 
можно изобразить прямой, парал- 
лельной оси г, так как при любых г 
она имеет одно и то же значение. 
При движении молекулы вдоль г 
ее кинетическая и потенциальная 
энергии непрерывно изменяются: чем 
больше потенциальная энергия, тем 
меньше кинетическая и наоборот. 
Если частица движется справа нале- 
во, то ее кинетическая энергия ра- 
стет, и в точке г-=г, (минимум потен- 
циальной энергин) достигает максиму- 
ма. С дальнейшим уменьшением г 
кинетическая энергия начинает убы- 
вать. В точке г=г, кинетическая энер- 
гия равна нулю, так как в этой точке 
полная энергия равна потенциальной. 
Попасть в область г<5г, частица не 
может. При этом ее положительная 
потенциальная энергия оказалась бы 
больше полной энергин, ин, следова- 
чельно, кинетическая энергия сде- 
лалась бы отрицательной. Но кннети- 
ческая энергия всегда положительна. 

В точке г==г, частица останав- 
ливается и начинает двигаться назад, 
ибо на нее действует сила отталкива- 
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Рис. 7. 


Рис. 8. 


ния. Эта точка называется точкой 
поворота. В дальнейшем молекула 
движется в положительном направле- 
нии г и уходит на бесконечность. 

Совершенно иная картина будет 
наблюдаться при Е =ЁЕ,. < 0 (см. 
рис. 9). В этом случае молекула 
находится в потенциальной яме и не 
может из нее выйти. В точках поворо- 
таг, иг. кинетическая энергия равна 
нулю. Возникает так называемое свя- 
занное состояние. Молекулы совер- 
шают колебания друг возле друга. 
Разделение системы ва две независн- 
мые частицы невозможно без увеличе- 
ния полной энергни до Е>>0. 


Энергия взанмолействия молекул 
в газах, жидкостях и твердых телах 


Установим теперь количественный 
критерий различия между газами, 
жидкостями и твердыми телами с точ- 
ки зрения молекулярно-кннетической 
теорнн. 


Газы 


Можно получить более глубокое 
представление о состоянин вещества, 
называемом реальным газом, если 
нарисовать картину зависимости по- 
тенциальной энергин одной из моле- 
кул от расстояния до ее ближайших 
соседей (рис. 10). При перемещенин 
молекулы ее потенциальная энергия 
на большей части пути почтн точно 
равна нулю, так как расстояние меж- 
ду молекулами в газе в среднем го- 
раздо больше их размеров. В точках 
Ти 2 расположены ближайшие соседи 
рассматриваемой молекулы. Данная 
молекула проходит на довольно зна- 
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Рис. 9. 


чительном расстоянин от соседа | н на 
более близком от соседа 2. 

Средняя потенциальная энергия 
молекулы отрицательна и очень мала. 
Ее величина равна площади фигуры, 
ограниченной потенциальной кривой 
между точками | и2 и осью г, деленной 
на длину отрезка 1—2 (среднее зна- 
ченне на отрезке 1—2). Полная сред- 
няя энергия обязательно больше нуля 
{прямая на рис. 10), так как при Ё<0 
мы имели бы связанное состояние 
молекул. Это возможно лишь при ус- 
ловий, что в газе средняя кинетиче- 
ская энергия молекулы больше сред- 
него значения се потенциальной энер- 
ГНи: 

Ек> |4]. 
Ведь 1 
Е=Ек- О, 
а И — отрицательна. 
Жидкости 


В жидкостях и твердых телах мо- 
лекулы находятся на малом рас- 
стоянии друг от друга. Поэтому каж- 
дая молекула взаимодействует сразу 
с несколькими своими соседями. Ог- 
раничимся учетом взаимодействия дан- 
ной молекулы с двумя ближайшими 
соседями, находящимися примерно на 
расстоянии 2г. друг от друга. 

Искомую потенциальную кривую 
можно получить наложением кривой, 
изображенной на рисунке 7 (парное 
взанмодействне) на такую же кривую, 
смещенную относительно первой на 
расстояние чуть больше 2г,. Потен- 
циальные энергии складываются, и 
поэтому глубина потенциальной ямы 
увеличивается почти вдвое, а мак- 





Рис. 10. Рис. 11 


снмумы энергии — уменьшаются 
{рис. 11). Ход потенциальной кри- 
вой с учетом взаимодействия с дру- 
гими молекулами показан на ри- 
сунке 12. 

Для того чтобы молекула не мог- 
ла покивуть жидкость, ее средняя 
энергия должна быть отрицательна 


(Е< 0). Только в этом случае моле- 
кула останется внутри потенциальной 
ямы, образованной ее соседями. Еслн 
же Е >0, то молекула не удержит- 
ся внутри жидкости и покинет се. 

Так как Е=Е„--0И и 0<0, то 
в жидкости средняя кннетическая 
энергия меныше абсолютного значе- 
ння средней потенциальной энергии: 
Е„<И\, причем лишь незначительно 
меныше (Ех [0], так что |Е |< И |-- 
минимального (по абсолютной ве- 
личине) значения потенциальной энер- 
гии. Именно поэтому колебания мо- 
лекулы в яме не продолжаются дол- 
го. Из-за хаотичности движения мо- 
лекул их энергия непрерывно меняет- 
ся и становится то больше, то меньше 
энергин Е. 

Как только энергия молекулы пре- 
вышает высоту потенцнального барь- 
ера, отделяющего одну яму от другой, 
молекула перескакивает из одного 
положения равновесия в другое. Этим 
как раз и определяется характер теп- 
лового движення молекул в жидкости 
н текучесть жидкостей. Время «осед- 
лой жизни» молекулы — это время 
нахождения ее внутри определенной 
потенциальной ямы. С повышением 


2 





температуры средняя энергия увели- 
чивается, и перескоки происходят 
чаще. 


Твердые тела 


Потенциальная энергия взанмо- 
действия молекулы твердого тела со 
своими ближайшими соседями похожа 
на энергию взаимодействия молекул 
жидкости (рис. 12). Только глубина 
потенциальной ямы здесь несколько 
больше, так как молекулы расположе- 
ны ближе друг к другу. Условие 
Е, < выполняется и для твердых 
тел. Но кинетическая энергия моле- 
кул твердого тела значительно мень- 
ше, чем у молекул жидкости. Ведь 
твердые тела образуются при охлаж- 
денни жидкостей. Соответственно, в 
твердых телах средняя кинетическая 
энергия движения молекул значнтель- 
но меньше абсолютного значения сред- 
ней потенциальной энергии: 

Ек «6. 

На рисунке 12 средняя энергия 
молекулы внутри потенциальной ямы 
изображена отрезком прямой. Ча- 
стица совершает колебания у дна по- 
тенциальной ямы. Высота барьеров 
между соседними ямами велика, и 
молекулы почти не перемещаются из 
одного положения равновесия в дру- 
гое. Для перемещения молекула долж- 
на получить энергию, значительно 
превышающую средиюю. Это собы- 
тие маловероятно. Вот почему твер-. 
дые тела, в отличие от жидкостей, 
сохраняют свою. форму. 
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[| наилучших 
приближениях 


Д.Б.ФУКС М.Б.ФУКС 





Производить вычисления с нррацнокальными чвелами неудобно. Намного удобнее 
работать с рациональными числами. Поэтому вопрос о приближениях нррациональ- 
ных чисел рациональными, о том, насколько хорошие приближения возможны, весьма 
важен. В первой части нашей статьи (см. «Квант» № 6, 1971) мы сравнивали различ- 
ные приближения числа а и доказали, что для всякого иррационального а и сколь 
угодно болышого № можно подобрать бескояечно много рациональных приближений 
Р/9 таких, что 4!“ — р/9|< ИМ. В этой статье рассматривается более тонкий во- 
прос: можно ли для любого а найтн бесконечно много приближений Рр/9 таких, что 
9* [& — р/9 | меньше наперед заданного числа. Оказывается, что это наперед задан- 
кое число не может быть любым, а именно, справедлава теорема Гурвица — Бореля: 

Для любого а существует бесконечно много различных приближений р/4 таких, 


что |“ — р/в |< 975, то есть 9? | &— р/а|<И\У5. При этом вместо числа У 5 
нельзя взять большее число. 


Перед тем, как читать эту статью, нужно еще раз просмотреть предыдущую (мы бу- 
дем называть ее «часть ]»} и статью Н. М. Бескина («Квант № 8, 1970). 


у 1. Геометрическая формулировка главной теоремы. 


В части [ была использована геометрическая конструкция, основанная 
на понятии решетки. Для удобства мы всю необходимую информацию об 
этой решетке помещаем на ри- 
сунке 1. Точки (узлы) решетки 
взаимно однозначно соответству- 
ют рациональным приближениям 
иррационального “. Площадь 
заштрихованного  прямоуголь- 
ника равна 97| © — р/д| — коэф- 
фициенту качества приближе- 
ния. Задача о нахождении при- 
ближений с коэффициентом ка- 
чества, меньшим данного и, есть 
задача о нахождении точек на- 
щей решетки, у которых модуль 
произведення координат меньше 
и, то есть задача о нахождении 
точек решетки в области |хи|< в 
(рис. 2). называемой гипербо- 
лическим крестом (нас инте- 
Рис. 1. ресует только часть креста, 





лежащая выше оси абсцисс, со- 
ответствующая  приближениям 
с положительными знаменателя- 
ми). Ясно, что эта геометричес- 
кая задача сложнее аналогичной 
задачи из части [: там мы искали 
точки решетки в полосе, заклю- 
ченной между двумя параллель- 
ными прямыми, а здесь мы ищем 
их в бесконечно сужающемся 
кверху гиперболическом кресте. 

Наци дальнейшие рассуж- 
дення будут основаны на том, 
что, оказывается, при отыскании 
рациональных приближений с 
коэффициентом качества, мень- 
шим заданного числа, можно 
ограничиться рассмотрением 
лишь подходящих дробей прн- 





Рис. 2. 


ближаемого числа. В этом мы убедимся в следующем параграфе с помощью 
ноРОЙй геометрической реализацин алгоритма Евклида — «алгоритма вытя- 
гивания носов». Это остроумное название принадлежит известному со- 
ветскому математику Борису Николаевичу Делоне. 


$ 2. Алгоритм вытягивания носов. 


Этот алгоритм можно представлять себе, как изображение алгоритма 


Евклида на плоскости. 

Пусть нам даны: 

1} ось Е на плоскости; 

2) точка О на оси #1; 

3) исходящие из О и распо- 
ложенные по разные стороны от 


—- —- 
оси { векторы а:==ОА:,а›=ОА,; 
мы предполагаем, что угол 
А,ОА., содержащий ось [, мень- 
ше 1807, что А, лежит от оси { 
дальше, чем А.. 

Из точки А, отложим век- 
тор аз (то есть отложим отре- 
зок, равный и параллельный 
отрезку ОА. и направленный в 
ту же сторону). Из конца этого 
вектора отложим еще раз вектор 
а›, И так далее, столько раз, 
сколько можно его отложить, не 
пересекая прямую Г. Скажем, он 
отложился т. раз. Конец по- 
следнего отложенного вектора 


обозначим через А ‚, авектор ОА. 
через аз. Из точки А» отложим 
вектор аз столько раз, сколько 
его можно отложить, не пересе- 
кая ось { (скажем, т. раз). По- 





—-- _ — РГ миры | 


Рис. 3. 
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лучим точку А. Вектор ОА. обозначим через @а, из точки А. отклады-. 
ваем аз ит. д. 

Получаются две ломаные: А, Д. Д,... и А. А. Дьу..., объемлющие 
ось {[ (рис. 3). Может случиться, что какая-то из точек Ак попадет прямо 
на { — на этом процесс прекращается. Может оказаться, что этого не прон- 
зойдег — тогда процесс будет бесконечным. 

Все вместе и‘называется алгоритмом вытягивания носов (АВН). 

Спроектнруем теперь все построения ва прямую, перпендикулярную 
к оси [. Сама ось { перейдет при этом в одну точку, векторы ак — в отрезки, 
которые мы обозначим через 6, (Е = 1, 2, 3,...). Получим уже известный 
нам алгоритм Евклида для отрезков 6, и б.. В частности, _ 


6/65 = [ть; ть, Ту, Ту... ] (1) 
и, значит, 
Ябеа (9: Вы, та ау (2) 


Теперь покажем, как используется АВН при решении нашей геомет- 
рической задачи (см. $ 1). Рассмотрим упоминавшуюся в $ 1 решетку, 
точки которой отвечают приближениям числа © (нам удобно считать, что 
0<@<1; очевидно, что при доказательстве теорсмы Гурвица — Бореля 
можно ограничиться такими числами). 


Применим АВН к векторам а, =ОА, на. =ОА», на которых построена 
наша решетка, и к оси {[=ОУ. Получатся две ломаные линии А.А, А...., 
А.А .А...., объемлющие ось ОУ 
(рис. 4). 

Числа т, т.,..., фигури- 
рующие в АВН, представляют 
собой не что иное, как непол- 
ные частные числа. @. Более 
точно, разложение числа @ в 
цепную дробь выглядит так: 


В Ол талых 


(напомним, что 0< < 1). 

Докажем теперь несколько 
свойств наших ломаных. 

Теорема 1. Точки А,, 
А,, А.,... являются точками 
решетки. 

Справедливость этого ут- 
верждения ясна из рисунка4. Его 
полное доказательство основано 
Рис. 4. на теореме 2 части 1. Подроб- 

ности мы оставляем читателю. 

Теорема 2. Между ломаными А,, А. Аь...и А, Аз Ах... (тоесть 
в заштрихованной на чертеже области) точек решетки нет. 

Доказательство. АВН состоит в последовательном отклады- 
вании векторов: А.В, ВА; А.С, СА .; А.О, ОЕ;... Для каждого такого век- 
тора построим параллелограмм, сторонами которого служат этот вектор 
и тот вектор, параллельно которому он откладывается. Получим последова- 
тельность параллелограммов 


ОА,ВА,, ОД.А.В, ОА.СА., ОСА ‹А., ОА.ОА.,... 





Эти параллелограммы покрыва- 
ют всю область между нашими 
ломаными (это видно из рисун- 
ка 5, но нуждается, конечно, в 
аккуратном доказательстве; мы 
оставляем его читателю). Пло- 
щади этих параллелограммов 
равны (каждые два соседних рас- 
положены как на рисунке 6). 
Значит, все они имеют такую же 
площадь как параллелограмм 
ОА.ВА, (то есть площадь 1). 
Значит, все эти параллелограм- 
мы — основные параллелограм- 
мы нашей решетки (см. $ 2 
части Г). А значит, ни внутри 
этих параллелограммов, ни на 
их сторонах точек решетки нет. 
Отсюда и получается требуемое. 

(Теорема о том, ято внутри 
основного параллелограмма ин на 
его сторонах нет точек решетки, 
в части {| была приведена в ка- 
честве задачи — не забудьте ее 
доказать!) 

Следствие. Для того 
чтобы гиперболический крест 
содержал бесконечно много точек 
нашей решетки, лежащих выше 
оси ОХ, необходимо и достаточ- 
но, чтобы он содержал бесконеч- 
но много точек из последователь- 
ности А, А», А.,... 

В самом деле, если крест 
содержит бесконечно много то- 
чек из указанной последователь- 
ности, то, значит, он содержит 
бесконечно много точек решетки 
(точки А» — точки решетки). 
Если же лишь конечное число 
из точек А» лежат внутри крес- 
та, то, значит, выше некоторой 
горизонтальной прямой обе ло- 
маные находятся вне креста 
{рис. 7). Но между этими лома- 
ными точек решетки нет, значит, 
выше этой горизонтальной пря- 
мой в кресте нет точек решетки. 

Доказанное следствие рас- 
крывает особую роль, которую 
играют точки А„. Возникает 
вопрос, каким же приближе- 
ниям числа © соответствуют 
эти точки. 





Рис. 5. 





Рис. 7. 
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Теорема 3. Точка Ак 
(при Е—7) отвечает (Е—2)-й 
подходящей дроби ин _› числа %. 

Доказательство. 
Для Аи А, это ясно: А. со- 
ответствует р==0, д=1, то есть 
приближению, равному 0О=9, 
(напомним, что 7,=0); Аз соот- 
ветствует р==1, 9=т, (рис. 8), 
то есть приближению Ут, =@1. 

Пусть нам уже известно, 
что при {= #—1, где &—4, точка 
А; отвечает приближению &; _2. 
Покажем, что А» отвечает бк _2. 

Мы должны доказать, что 
А.С — рь->, А,Н= Яь_2 (рис. 9). 
Треугольник А»_›А,ЕБ подобен 
треугольнику ОА,_.М; треу- 
гольник А, _›А,В подобен 
треугольнику ОА,_.0; коэффи- 
циент подобия в обоих случаях 
равен т»_2. Имеем: 

А.С = ВС + А,В=А,_оЕ-+ 
| ть_2А, 10 == 
= Рь-« Г И -20к-з = Ра->, 
АН =ЕН-+ А, Е = А, _.б-- 
= ть _2Ак М = 
= 9-а | Тьк-298-з= 9-2 
(см. статью Н. М. Бескина). 

Теорема доказана. 

Теорема 3 вместе со следст- 
вием из теоремы 2 приводит нас 
к следующему выводу: 

Если Оля данного иррацио- 
нального числа о есть бесконечно 
много приближений с коэффи- 
Рис. 9. циентом качества, меньшим дан- 

ного, то их бесконечно много уже 
среди подходящих дробей числас.. 

Остается последний вопрос: как найти коэффициенты качества подхо- 
дящих дробей? 

Счастливым образом этот вопрос удается полностью решить, и ответ 
записывается изящной н удобной формулой. 





Рис. 8. 


$ 3. Коэффициенты качества полходящих пробей 


Теорема 4. Пусть а = [0; ту, ть, ... ], и, — коэффициент каче- 
ства Е—1-й подходящей дроби. Тогда: 


1 
‚ЕР 10; ть Таца, .. 1 Ю; Ма, Мусе, 6... МЫ) 


Доказательство. 
Рассмотрим точки Ак-.2 и Ав, 
отвечающие приближениям @» 
и @ь_, (рис. 10). Через дь, г»; 
Чь-1» Гк_1 обозначим их расстоя- 
ния до осей ОХ, ОУ. Мы знаем, 
ЧТО Ик=Гь 1941 (см. 6 3). Дока- 
жем три формулы: 


ЧьГк-а + бьаГь == (3) 
Гь/Гь 1 = [Озтача, Тичо,.-. | (4) 


СН ИИА; Ть 1, Та-а» -.-, ТЫ]. (5) 
Яир 

Формула (3) доказывается 
так. Разобьем параллелограмм 
ОАь..ВА,.», прямыми, парал- 
лельными осям координат, на 
треугольники: А». 100, ОРАк.», 
Ак+2 МВ, ВКАь,, и прямоу- 
гольник МРОЮ (см. рис. 11). 
Площадь паралделограмма 
ОА»..ВА,,> равна 1, так как 
это — основной параллелограмм 
нашей решетки. Находим пло- 
щади частей: 


| 
=; 9-1 3 ГАдь + 


Е : 
т 714 гкЧк — 
Н (к -— 7) (дк — дк) = 

= 9ьк-а-Н 9к-а1/^- 


Формула (4), по существу, 
нам уже известна: если отбро- 
сить часть нашего алгоритма 
вытягивання носов, предшест- 
вующую получению точки Ану, 
мы получим тот же алгоритм для 
векторов ОД, .,, ОА, _2. Поэтому 
формула (4) прямо следует из 
формулы (2). 

Самое неожиданное доказа- 
тельство имеет и (5). 
Построим ломаную А,..... А, 
(рис. 12), и лома- 
ной Ан... А. относительно 
точки О. Эта ломаная вместе с 
ломаной А». ...А: представляет 
собой, как это видно, результат 
применения АВН к векторам 


ОА, ОДк.. и отрицательного 


Ак, 1 


Рис. 10. 





Рис. 11. 


Рис. 12 


Гк-1 











у 
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направления оси ОХ. Этот алгоритм, как мы видим, конечный, 


и кончается в точке А‚. Устроен он так: сначала из точки А‚., 


сткладывается т» раз вектор ОАь+1, затем из точки Ак., откладывается 


_- —- 
тх_, раз вектор ОА, ит. д. Последнее откладывание: вектор ОА, откла- 
дывается т. раз. 

В силу формулы (4) имеем: 


9/91 == (тк; Ту» чу та |. 


Итак, все формулы доказаны. Докажем теперь теорему 4. 


Имеем: 
| Чъгь-1 Г Ч —иь ть 4ь т 

= == —_ = ТВ. ея Ть: ТА... Т 
Ик Рк-19к-1 Ги - Чь-1 [ ю+т..- | -- (Як 1 1] 


что и требовалось доказать. 


$ 1. Доказательство теоремы Гурвица-Бореля. 


Мы должны показать, что бесчисленное множество подходящих дро- 


. | 
бей числа «= [0; т, т.,...] имеют коэффициенты качества, меньшие Е» 
ы 
1 


5 





то есть, что для бесконечно многих # имеют место неравенства ил» < 


или ——> ИБ. Воспользуемся теоремой 7. 


Возможны три случая. 


1°. Среди чисел т,, т.,... бесконечно много отличных от 1 и от 2. Этот 


у я аа 1 
случай — самый простой. Если ть >28, то ть2З и -—— эта 
Ва та... 


1 = 
Тр. 2Т3>У5. 


2°. Среди чисел т:, то,... лишь конечное число отличается от | и 2, 
но двоек бесконечно много. В этом случае для бесконечно многих Е имеем: 
тТь=2, Тль_ 152, Ть+152. Для таких Е 


| 8 в 
= ть -+ [0; тьча, ...] + [0; ма, ...1 >24 9+ =3> У5- 


т Е] 


3°. Начиная с некоторого, все неполные частные равны |. Пусть, ска- 
жем, ть, >1 и ть= 1 при А >. Если разность Е — № четна, то 
=иб 


1 4 
=} -+ [0: [а Е 210; 1,1,...] = —_— 
т 1- [0; 1, 1, ... 1, ть, -..]| >1+2 0; 1, 1, ...] И 


(мы воспользовались здесь тем, что, если А четно и т, >ту. а, то 





т; т, ..., Ты, т ...1 > т, Та, +. Ть, Туз». 


и равенством [1; 1, 1, ие ВЕ 





Докажите эти факты самостоятельно). 
Строго говоря, остался не рассмотренным случай, когда все неполные 
частные равны 1. В этом случае имеем 


в _ ь . 
2 =1+10; 1, 1-ю; Ь.., Ц 


и при четном А получаем 





т <1+210; 1, 1, ..1=и"5 
в силу свойств цепных дробей. 

Во всех случаях доказано существование бесконечно многих приближе- 
ний с коэффициентом качества, меньшим 1/5. 

Ясно, что в то же время в случае 3° и только в этом случае число у 5 
нельзя увеличить. Строго говоря, в этом случае 

| ит =У5, 

&-+ с ых Уз 





то есть при очень больших А число 1/ик очень близко к ИБ. 

Таким образом, все утверждения теоремы Гурвица — Бореля нами до- 
казаны. 

Фактически мы доказали даже больше. Ясно,что теорема 7 позволяет 
решать вопрос о наилучших приближениях индивидуально для каждого @. 
Например, если неполные частные данного числа © не равны все 1, начи- 
ная с некоторого номера, то есть если случай 3° не имеет места, то, как 
видно из нашего рассуждения, У5 можно заменить на 2?/; (а на самом 


деле даже на 2у2; докажите). Из теоремы 7 следует, что 





т «т, +2. 


Отсюда видно, что если неполные частные числа а растут неограничен- 
но, то число может быть сколь угодно велико, то есть число д» может 


быть сколь угодно мало, то есть для данного © существуют приближения со 
сколь угодно малым коэффициентом качества. 
Если же числа т) все меньше некоторого числа №, то коэффициент 


1 
качества приближений этого числа не может быть меньше, чем м2 На- 
пример, коэффициент качества рациональных приближений числа У? = 

1 
= [1; 2, 2,...] не может быть меньше на (фактически наименьший коэффи- 


ыы 3 
циент качества среди приближений числа У? имеет дробь -5`; этот ко- 


эффициент равен 6—4у/2 ==0,34). 
Так удивительным образом оказывается, что «самые лучшие» иррацио- 


нальные числа, как у 2, приближаются рациональными числами хуже всего, 


аи 
ГАЯ 


Поле тяжести 


Ссферически-ойнородного 
тела 


Закон всемирного тяготения Нью- 
тона равным образом определяет и 
падение яблок на землю, и движение 
Луны вокруг Земли, и орбиты планет. 
Он основывается на том, что сила 
притяжения между материальными 
точками с массамн т, ни т,, находя- 
щимися на расстоянии { друг от друга, 
равна 

т (1) 


р ' 





м. м? 
где 7 = 6,67. 10-1 —_+_—  гравитацн- 


онная постоянная (в системе СИ). 
Но Земля, Луна и другие реальные 
тела не точечны, они имеют конечные 
размеры. Как определить силу при- 
тяжения между протяженными те- 
лами? 

Решение этой проблемы привело 
Ньютона к созданию важнейшей от- 
расли математики — интегрального 
исчисления. Чтобы найти силу при- 
тяжения материальной точки к про- 
тяженному телу, следует мысленно 
разбить это тело на маленькие (в пре- 
деле — бесконечно малые) части, вы- 
числить вклад в силу притяжения от 
каждой из этих частей по формуле 
(1] и затем сложить (проинтегриро- 
вать) эти вклады. Небесные тела 
можно приближенно считать сфери- 
чески-однородными, то есть такими, 
что в каждой данной точке их плот- 
ность целиком определяется расстоя- 
нием этой точки от центра тела. Нью- 
тон обнаружил замечательный факт: 
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И. И. Огиевецкий 


сила притяжения между сферически- 
однородными телами с массами т, и 
т, определяется формулой (1), если 
под [ понимать расстояние между их 
центрами, то есть они взаимодействуют 
так, как если бы их массы были со- 
средоточены в их центрах *). 

Мы расскажем здесь, как доказать 
этот факт на основе элементарных 
и красивых геометрических сообра- 
жений. 

Сферически-однородное тело мож- 
но представить себе как совокупность 
вложенных друг в друга однородных 
сферических поверхностей. Для них 
имеют место два следующих утверж- 
дения. 

1. Однородная сферическая повер- 
хность радиуса Ю и плотности р при- 
тягивает точечную массу т, располо- 
женную вне ее на расстоянии 4 от 
центра, с силой 

41 Е? М.т 
Е Не”. = аё › (2) 





где М — масса всей поверхности. 
Иными словами, сила притяжения вне 
сферической поверхности такая же, 
как если бы вся масса поверхности 
была сосредоточена в ее центре. От- 
сюда сразу же следует аналогичное 
утверждение для сферически-одно- 
родного тела. 


*) Этим свойством часто пользуются как 
очевидным, без доказательства. Использова- 
лось оно и в некоторых статьях «Кванта». 
Поэтому очень полезио понять, как оно 
доказывается. 


2. Внутри однородной сферической 
поверхности сила притяжения всюду 
равна нулю. 

При доказательстве мы будем су- 
щественно использовать понятие ин- 
версии. —Инверсией — относительно 
окружности с центром О и радиу- 
сом К называют такое преобразование 
плоскости, при котором каждой точ- 
ке О на плоскости сопоставляется ее 


образ — точка О, лежащая на луче 00, 
причем 


09-00=В*. (3) 


Точки О и О называются взаимно 
обратными. Акалогичным образом 
можно определить инверсию (в про- 
странстве} относительно сферы с ра- 
диусом КР. 

Инверсия обладает многими заме- 
чательными свойствами и находит 
болылое число красивых примене- 
ний *). Нам понадобится только одно 


ны, так как они имеют общий угол 
в вершине О и прилегающие к ней 
стороны пропорциональны: из (3) сле- 


м =— К 
дует, что пр та 
Отсюда 
НИ" НО 


Иными словами, хотя сами длины 


отрезков [н { зависят от положения 
точки Р на окружности, их отноше- 


ние {[/{ постоянно и не зависит от 
выбора точки Р на окружности. 
Приступим теперь к доказатель- 
ству утвержлення 1. Пусть 5$ — 
однородная сферическая поверхность 
плотности р и пусть точечная мас- 
са т находится в точке © на расстоя- 
нин 4 от центра (4> К). Выделим 
бесконечно малый элемент поверх- 
ности А$ вблизи некоторой точки Р, 
и проведем плоскость через центр сфе- 
ры О, точку Р и точку © (см. рис. 1). 





Рис. 1. 


свойство. Пусть Р — любая точка 
окружности, а @ н & — точки, вза- 
имно обратные относительно этой 
окружности (рис. 1).. Введем 0обоз- 
начения 


00=а, 09=а, РО=1, РО=1. 
Для наглядности нарисуем два 


треугольника ОРО и ООР отдельно 
(рис. 2); легко видеть, что они подоб- 


*) В «Кванте» № 8 за этот год была опуб- 
ликована статья А. П. Савина «Инверсия 
и задача Аполлония». В ней рассказывалось 
© некоторых свойствах инверсии. 


3 Квант № п 


Рис. 2. 


Согласно закону (1), элемент А$ при- 
тягивает точечную массу т с силой 


АЕ уе 8. (5) 


Нам нужно сложить силы притяжения 
от всех элементов А$ сферы. Из со- 
ображений симметрии ясно, что сум- 
марная сила будет направлена вдоль 
луча 00. Поэтому нас интересует 
только составляющая АЁоо, равная 


тр А$ со5а, 


ГЕ " (6) 
47 


АРоо =? 


Рис. 3. 


Привлечем теперь инверсию н заменим 


в (6) [ на Ё-р согласно (4): 


№? соз а 5 
АРооро ЕЯ ЕЕ. 
0% $ Аа 
трВ? Ао 
ча 08 МП 
где введена величнна 
Ака с05 а А5 
т 


Сделаем важное наблюдение. Заметим, 
что & есть также угол между нор- 
малью (радиусом ОР) к элементу 
поверхности А$ и направлением 
ОР*), и со5@© положителен для любой 
точки Р. 

Легко убедиться поэтому, что 
Аю — это телесный угол, под которым 
виден элемент поверхности А$ из 
точки 0. 

Если ввести конус с вершиной в 


точке 0 и образующими, обегающими 
контур АЗ, то телесный утол при вер- 
шнне этого конуса как раз и будет 
Ао (рис. 3). 

Численно угол А® равен площа- 
ди, которую высекает этот конус из 
сферы единичного радиуса с центром 
в точке 0. 


*) Именно здесь и существенна операция 
ннверсни. С ес помощью мы ввели в знаме- 
натель (6) вместо расстояния [Ё расстояние 
#1, благодаря чему в формуле возник телесный 
угол Ао. 
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АЗ с634. 


Полное притяжение всей поверх- 
ностью равно сумме вкладов от всех 
элементов А5: 


“ ирВ? хз 
Руж АЕ — Ао = 
5 $ 
К? М 
Пути,’ (8) 


так как У. Аю=4л — полному телес- 
$ 

ному угяу, под которым видна вся 

сфера из внутренней точки О, а 

4яВ?р=М есть полная масса сфери- 

ческой поверхности. Тем самым ут- 

верждение | доказано. 

Рассмотрим теперь’ материальную 
точку @ массы т внутри полой сфе- 
рической поверхности. Снова из ©о- 
ображений симметрии очевидно, что 
сила, создаваемая сферической по- 
верхностью в целом, может быть на- 
правлена только вдоль линии ОФ. 

Поэтому нам нужно сложить со- 
ставляющие силы АР об ОТ элементов 


сферы А$, равные 


__„ рё$ с0$ В _ 
АЁРоб: О 


тоК-А $ со$ В 


а уд: 8 


3 


если опять использовать прием с 


о У: [21 
инверсией и заменить { на | > соглас- 


но соотношению (4). 
Рассечем сферу $ на две части 
$п и $л плоскостью, проходящей че- 


рез точку @ перпендикулярно линии 


ОО и образующей в пересечении со 
сферой диск (рис. 4). Очевидно, что 
части сферической поверхности $п 
и $л, лежащие справа и слева от 
этого диска, будут притягивать ма- 


териальную точку @ в разные сторо- 
иы, направо и налево. Соответственно 
(см. рис. 4), созВ >>0 для точек Р из 
$пи 05 В < 0 для точек из $л. Учтем 
4$ [с03 8 | 
Ре 


теперь, что = Аю — телесно- 


му углу, под которым виден эле- 
мент А5 из точки О”). 


Складывая силы АРуз, находим 
полную силу 
утрА? ух 
Е=\ а (* Ае— №) . 
| . 
5 Е в 
(10) 


тде суммы распространены, соответ- 
ственно, на части поверхности Зп и 


$л. Но ь Ао = У Ао = ®р — телес- 
см 5: 

ному углу, Под которым диск О 

виден из точки @. В самом деле 

{см. рис. 4), для конуса с вершиной 





Рис. 4. 


@, образованного касательными к 
сфере 5, линия касания есть как раз 
окружность Р (проверьте это). Та- 
ким образом, 

Е=0 (11) 


*) Как н для точки вне сферы, при вы- 
числении силы в точке внутри сферы мы об- 
наруживаем, что в формулу входит телесный 
угол, на этот раз для ‘инвертнрованной точкн, 
лежащей вне сферы. . 





ыы 


для любой точки @, лежащей внутри 
$. Доказательство утверждения 2 
завершено, внутри однородной сфе- 
рической поверхности сила тяготе- 
ния действительно обращается в 
нуль. 

Весьма примечательно, что Нью- 
тон придавал очень большое значение 
доказанным выше предположениям 
о гравитационных свойствах протя- 
женных сферически-однородных тел 
н поверхностей. Только после дока- 
зательства этих предположений Нью- 
тон опубликовал полученный им на 
много лет ранее вывод законов дви- 
жения планет Кеплера из формулы 
(Г) для точечных тел (см. Дж. Орир, 
«Популярная физика», — Москва, 
1964 г., стр. 87—98). 


Упражнения 


1. Замечательным свойством матбмати- 
ческих методов является то, что одна ин 
та же «математическая модель» может опи- 
сызать факты вз совершенио, казалось бы, 
далеких друг от друга обласгей физики. 
Пользуясь тем, что закон Кулона; описы- 
вающий взаимодействие двух точечных элек- 
трических зарялов, математически записы- 
вается так же, как и гравитациониый закон 
Ньютона, сформулируйте «электростатиче- 
ские аналоги» предположений | и 2. 

2. Докажите, что сила притяження то- 
чечной массы однородной неограниченной 
пластннкой обратно пропорциональна рас- 
стоянню этой массы от пластинки. 

3. Найдите силу притяжения, оказы- 
ваемого однородной матернальной полус- 
ферой на точечную массу, расположенную 
на прямой, соединяющей центр сферы с 
се полюсом. 

4. В воображаемом плоском мире Хин- 
тона (см. «Квант» № 4, 1970) сила взаилмо- 
действия точечных масс обратно пропор- 
циональна расстоянию между ними. Ммея 
в ВИДу, ЧТО «сферами» плоского мира ивля- 
ются окружности, сформулируйте и дока- 
жите для мира Хинтона предложевия, ана- 
логичные предложениям 1 и 2. Покажите, 
что сила притяжения, которую испытывает 
воображаемый житель одной из планет хин- 
тоновской системы, пропорциональна рас- 
стоянию жителя от ивитра планеты. В случае, 
еслн в системе имеются кольцеобразные 
планеты, то во внутренности кольца 
гравитационное поле отсутствует  (пред- 
полагается, что планеты состоят из однород- 
ной материи). 
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«Неприводимый» случай 


В. Г. Янкелевич 


Наш читатель семиклассник Миша Балкин спрашивает: «Я увидел в 
справочнике формулу Кардано для решения кубичкого уравнения хЗ--рх 


9 = 


р ие з а 
„-И -+у+У -$-У5. шо-[3) +3). 


Но мне кажется, что эту формулу не всегда можно использовать. Например, 
если мы хотим найти с помощью этой формулы корни уравнения х—х = 0 
(р = —1 9—0), то получим 


а вые 
Е И ИТ 


Это какие-то мнимые числа, а уравнение имеет трн хороших корня: 0, Ён —1. 
Как устранить это противоречие?» 

Редакция считает, что ответ на этот вопрос будет интересен многим нашим 
читателям. Мы публикуем статью школьинка 10 класса города Кустаная 
В. Г. Янкелевича, который рассказывает, как можно решать кубичные урав- 
нения в том случае, когда в формуле Кардано получаются отрицательные 
числа под знаком квадратного корня. 


Еще в ХУ! веке была найдена об- 
щая формула, позволяющая выразить 
решения уравнения третьей степени 


хз + рх? + ах+г=0 (1) 


через его коэффициенты с помощью 
арифметических операций и извле- 
чения корней. Эту формулу (ее на- 
зывают формулой дель Ферро или 
формулой Тартальи — Кардано) мож- 
но записать так: 


ИЕ 
И и —= +1 —т108+ 





ый с р р 

+У -#-И-ю-*>, @ 
где с= 2р* — Эра 277; О = р?4* — 
— 443 — 4р3г - 18рдг — 2772. Позже, 
как только оформилось понятие комп- 
лексного числа, стало ясно, что эта 
формула позволяет голучить все реше- 
ния уравнения (1) с любыми (комп- 
лексными} коэффициентами р, 4, г. Но, 
к сожалению, даже если все коэффи- 
циенты уравнения — обычные действи- 
тельные числа, то для нахождения (да- 
же действительных!) решений по фор- 
муле {2) приходится извлекать корни 
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из комплексных чисел; эта трудность 
возникает, когда О >0 (это как раз 
тот случай, когда уравнение имеет три 
различных действительных корня). 

Рассмотрим кубичное уравнение 
(1) с действительным и положитель- 
ным дискриминантом ДО*). 

Мы покажем; что любое уравнение 
(1) можно свести к уравнению вида 


ау — 36? — За + 6=0, (3) 
ге а и 6 — действительные числа 
и а=0. 

Сначала докажем, что уравнение 
(3) имеет корни 
Ф 


и=б, 
2; 
пе К, (4) 
4 
А, 


*) р называется дискриминантом много- 
члена хз-- рх? + дх--г. Можно показать, 
что О == (1 — Хз) (ха — хз)? (хз — х1)*, где 
хи, Ха, Хз — корни уравнення (1). Если коэф- 
фициенты р, 4, г действительны и р < 0, то 
уравнение имеет два сопряженных комплекс- 
ных корня ин один действительный, который 
сразу находится по формуле (2). 


Где ф определяется из условий 


: ь а 
м ТЕ 05 = 7 


(можно считать, что 0 ф<2л; тог- 
да ф определяется однозначно). Для 
доказательства достаточно воспользо- 
ваться формулой 

4+3 я —Зща 


зат = 8 30, 


проверку которой мы предоставляем 
читателю. Теперь покажем, как урав- 
нение (Т) привести к виду (3). Поло- 
жим х=ту- п; уравнение (1) при- 
мет вид 


тзуз | т? (31 + ру + 
+т (317 + р +9иу- 

+ (пз-Е рп" + дв +) =0, 
где т и п — произвольные парамет- 
ры. Нам надо подобрать значения 
а, 6, ти п так, чтобы выполнялись 
равенства 


тз = а, 
т? (3п + р) = — 36, 
т (31 + 2рп-+ 9) = — 
пз | рп? +дп-г=Ь, 
или 
2 (р*—39) п = 9 — р4, 
Зт? = — (312 + 2рп--9), 
а = т, 
ь = 3 -+- рп? + дп г. 
Заметим, что если 
В = -4(4-— 5); 


27 (3 РЕ г) > 0, 


в 
а—5-<0, 


то есть р? —34>0, и поэтому мож- 
но положить 


9г — ра 
п = —— 
20—39), 
и) : 
ту =" ЕЕ 
_ 35 
= 24—27) 


4 Квант № И 


(т мы выбираем с произвольным 


знаком), 
а= тз, ф= п - рп? + дп г. 


Итак, мы показали, как от общего 
уравнения (1) перейти к уравнению (3), 
решив которое, мы сможем найти 
корни из соотношения 


х= туп. 
Пример. Решить уравнение 
хз + 6х 6бх—8=0. (5) 
Из приведенных выше вычислений 
следует, что уравнение (5) с помощью 


преобразования х = у—3 приводит- 
ся к виду 


3 — 3? — ЗУ +1 =0. (6) 
Здесь а=\1, 6 =1, следовательно, 


[1 1 


ее-уря уз 971 


Корнями уравнения (6) будут: 
== -5=2-У3, 


пы 1, 
Е, а аи. 


Теперь из соотношения х=иу— 3 на- 
ходим корни уравнения (5) 


х, = —1-— УЗ, ха = —4, 
= —1+ 13. 


Упражнение 


Проверьте, что для уравнения х3- рх + 
+9=0 можно получить интересную фор- 
мулу: 


{92 9 
х = 4г 58 о )- р › ге 
. ь 
Е =0, 1,2; ЕЕ, 


а 
05 ф = Уз’ 


3 
т, = 2—2 
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ЛАБОРАТОРИЯ «КВАНТА» 


Демонстрация орбит тел, 
движущихся под действием 
центрального притяжения 


Р. Вуд 


В прошлом номере нашего журнала была напечатана статья замечатель- 
ного американского физика Р. Вуда об искусственных миражах и смерчах. 
Ниже мы помещаем еще одну статью Вуда, посвященную исследованию ор- 
бит тел в центральном поле. Эта статья была опубликована в журнале 
«РНнуфса! Ве\ем» за 1897 год. 

После того как Вуд опубликовал статью о лабораторной демонстрации 
орбит планет и комет вокруг Солнца при помощи стального шарика и электро- 
магиита, в журнале « Машге» было опубликовано письмо профессора лондон- 
ского университета, в котором утверждалось, что данный опыт не демонстри- 
рует орбиты в гравитационном поле, так как сила притяжения шарика маг- 
нитом изменяется обратно пропорционально пятой степени, а не квадрату 
расстояния, как в случае тяготения. 

Вуд взялся за работу всерьез, начертил детальную диаграмму и понял, 
что шарик пересекает магнитные линии под углом и что его орбита зависит 
только от горизонтальной составляющей напряженности. После тщатель- 
ных измерений напряженности магнитного поля в плоскости стекла оказа- 
лось, что она почти точно обратно пропорциональна квадрату расстояния. 

Тем временем критические отклики появились в нескольких других анг- 
лийских технических журналах, и Вуд с удовольствием послал подтвержде- 
ние правильности своего опыта, приведя результаты измерений. 


До сих пор не было сделано по- 
пыток показать в лабораторных усло- 
виях движение тел по эллиптической, 
параболической и  гиперболической 
орбитам под действием центральной 
притягивающей силы, величина ко- 
торой менялась бы обратно пропор- 


Устройство для демонстрации 
очень несложно. Оно состоит из стек- 
лянного диска диаметром около 40 см, 
с маленьким отверстием в центре. 
В этоотверстие пропущен конусообраз- 
ный конец большого электромагнита. 
Поверхность диска покрывается ко- 


ционально квадрату расстояния. 
провел несколько опытов, исследуя 
движение маленького стального ша- 
рика вокруг магнитного полюса. Опы- 
ты дали хорошие результаты, и я счи- 
таю, что они могут быть полезны при 
чтении лекций. 
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потью (рис. 1). Нужно постараться как 
можно более точно придать пластине 
горизонтальное положение, а оси маг- 
нита — вертикальное. 

Маленький стальной  полирован- 
ный шарик около 5 мм диаметром 
(например, из подшипника от вело- 


снпеда), пущенный на пластину, про- 
делывает некоторый путь по ее за- 
копченной поверхности и оставляет 
ясный след. 

В данных условиях сила тяжести 
не оказывает существенного влияния 
на движение, и мы можем учитывать 
лишь начальную скорость и централь- 
ную притягивающую силу, а также 
потери скорости из-за трения. 

Шарик с различными начальными 
скоростями вылетает из короткой стек- 
лянной трубки на уровне плоскости 
пластины. При этом получаются 
траектории, довольно удачно имити- 
рующие эллипс, параболу и гипер- 
болу. 

На рисунке 2 помещена фотогра- 
фия пластины, на которой видны все 
три вида орбит; пятно в цент: 
ре — это отверстие, занимаемое маг- 
нитным полюсом; стрелки показыва- 
ют направление движения. 

Траектория Г соответствует ма- 
лой начальной скорости, при которой 
орбита очень близка к эллипеу с ис- 
точником притягивающей силы в од- 
ном из фокусов. Потеря скорости из-за 
трения заставляет шарик «падать на 
Солнце» после того как он совершил 
один оборот, то есть за «год» сущест- 
вования системы. 

В другом олыте был получен эл- 
липс (строго говоря, спираль), почти 





Рис. 1. 
4* 





Рис. 2. 


замыкающийся; отклонение траекто- 
рии составляло не более 2 мл, в то 
время как в опыте, показанном на 
данном рисунке, оно почти достига- 
ло сантиметра. 

Правая ветвь кривой с индексом 2 
напоминает параболу и возникает при 
несколько более высокой начальной 
скорости. Отметим, что шарик двн- 
жется к перигею по траектории, очень 
напоминающей гиперболу. ` Однако, 
как только он минует полюс, скорость 
шарика несколько падает, выводя его 
на параболу. Может быть, более пра- 
вильно называть эту кривую эллип- 
сом с очень большим эксцентрисите- 
том, поскольку условия образования 
параболической орбиты трудно обес- 
печить приближенно. 

Траекторин 3 и 4 соответствуют 
гиперболам с еще более высокими на- 
чальными скоростями. 

Траектории, показанные на ри- 
сунке 2, далеко не лучшие из полу- 
ченных на пластинках. Очень труд- 
но воспроизвести на одной пластин- 
ке все три типа кривых, поскольку 
необходимо ограничиться всего лишь 
четырьмя-пятью запусками, а для по- 
пучения кривой определенного типа 
скорость надо тщательно устанавли- 
вать. Если провести серию опытов, 
можно получить значительно лучшие 
образцы. 

Конечно, легче всего воспроизве- 
сти гиперболу, а труднее всего — па- 
раболу. 
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ЗАДАЧНИК обанта 





ЗАДАЧИ 


М111. В квадрате со стороной 1 
расположена фигура, расстояние меж- 
ду любыми двумя точками которой 
не равно 0,001. Докажите, что пло- 
щадь этой фигуры не превышает 0,34. 
(Можно считать, что граница фигуры, 
о которой говорится в условии, со- 
стоит из отрезков прямых и дуг ок- 
ружностей.) 

Постарайтесь получить более точ- 
ную оценку и доказать аналогичную 
теорему в пространстве. 


Г. В. Розенблюм 


МИ2. В таблице т Хх п записаны 
числа так, что для любых двух строк 
и любых двух столбцов сумма чисел в 
двух противоположных вершинах 06б- 
разуемого ими прямоугольника рав- 
на сумме чисел в двух других его 
вершинах. Часть чисел стерли, но 
по сставшимся можно восстановить 
стертые. Доказать, что осталось не 
меньше, чем (п т— 1) чисел. 


№113. Доказать, что для любого 
натурального п найдется число, со- 
ставленное из цифр 1 н 2, делящееся 


на 27. 
Б. М. Ивлев 


МИА. По кругу выписано несколь- 
ко чисел. Если для некоторых четы- 
рех идущих подряд чисел а, 6, с, а 
оказывается, что (а— а) (В—с)< 0, 
то числа 6 и с можно поменять места- 
ми. Доказать, что эту операцию можно 
проделать лишь конечное число раз. 


В. Б. Алексеев 


М5. В три сосуда налито по 
целому числу литров воды. В любой 
сосуд разрешается перелить столько 
воды, сколько в нем уже содержится, 
из любого другого сосуда. Доказать, 
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что несколькими такими переливания- 
ми можно освободить один из сосудов. 
(Сосуды достаточно велики: каждый 
может вместить всю воду.) 


Г. А. Гальперин 


ФИ. На рисунке 1 показана часть 
схемы, состоящей из неизвестных со- 
противлений. Как, имея амперметр, 
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Рис. 1. 


вольтметр, источник тока и соедини- 
тельные провода, можно измерить ве- 
личину одного из сопротивлений, не 
разрывая ни одного контакта в схеме? 


А. Р. Зильберман 


Ф\!3. Свет от источника $ по 
пути к экрану проходит через покоя- 
щийся стеклянный кубик © ребром [ 
(рис. 2). На сколько быстрее свет 





Рис. 2. 


дойдет до экрана, если кубик при- 
вести в движение со скоростью и? 
Скорость света в воздухе с, показатель 
преломления стекла п (ис, п»>!). 

Г. В. Меледин 


Ф120. В цилиндре с поршнем на- 
ходится вода, внутри которой в на- 
чальный момент имеется полость объ- 
ема У. Давление газов в полости пре- 
небрежимо мало. Поршень оказывает 
на воду постоянное давление Р. Ка- 
кую кинетическую энергию приобре- 
тет вода в момент, когда полость ис- 
чезнет? Начальная скорость воды рав- 
на нулю. Силу тяжести можно не учи- 
тывать. 

Г. Л. Коткин 


Ф121. Оценить максимальную сн- 
лу, которую будет показывать дина- 
мометр, присоединенный к плсскос- 
тям, закрывающим магдебургские по- 
лушария» (полусферы) с радиусом 





Рис. 3. 


В==20 см (рис. 3). Полусферы растя- 
гиваются в протнвоположные стороны 
силами Р. Атмосферное давление рав- 
но 1 атм. 

Ф!22. В стакан с водой, вращаю- 
щийся вокруг своей оси, бросают ша- 
рик, который плавает на поверхно- 
сти воды. В каком месте поверхности 
будет находиться шарик? 





Поправка 


В «Кванте» №“8 за 1971 г. на стр. 3 
по вине редакции ошибочно помещен «порт- 
рет с бронзовой медали Евклида». В дей- 
ствительности, изображения математика 
Евканда до нашего времени не дошли. По- 
меценное изображение, по всей видимости, 
является портретом философа Евклида из 
Мегары. 


Найдите ощибку 


Как известие, точкой, 
сумма расстояний от которой 
до вершин данного четы: 
рехугольника  миннмальна, 





Рис. 1. 


является точка пересечения 
его диагоналей (рнс. 1). Будем 
В одну из сторон че- 
чае: например, 
и, 2), пока сторсна ВС 


Рис. 2. 


не превратится в точку. При 
этом точка О будет прибли- 
жаться к ВС и на рисунке 
3 сольется с ней. 


Рис. 3. 


Значит, точкой, сумма 
расстояний от которой до 
вершин данноготреугольника 
минимальна, является одна 
из его вершин. Но есть тео- 
рема, утверждающая, что та- 
кой точкой является точка, 
из которой все три стороны 
треугольника видны под уг- 
лом 120”, а не одна из вер- 
шин. 

Где же ошибка? 


А. Скоблин 








РЕШЕНИЯ 


В этом номере мы публикуем рещения задач М760— М73 


М7о 


Пусть Ц. №. 3, м — несколько прямых 
на паоскостн, средн которых есть дле пере- 
секающиеся. Докажите, что можно и’ притом 
вдинстьенным способом выбрать на каждой 
из этих прямых“по точке Ху, Хе. ..., Ха ТАК, 
чтэбы перпендикуляр, восставленный в Тонч- 
ке ЛХ; к прямой Ё, проходил через точку 
А: +1 {для всех 1 13, ... п — |), н Пер- 
пендикуляр, воссгавлениый к а в точке Хл. 
проходил через точку Х,. 

Попрабуйе сформулирлопазь ин доказать 
звалотичную теорему в пространстве. 


Эту задачу можно сформулировать 
еще следующим образом. Пусть р; — 
отображение, которое каждой точке 
М (на плоскости) ставит в соответ- 
ствие ее проекцию на прямую {;, 
то есть р; (М) — основание перпен- 
дикуляра, опущенного из точки М 
на прямую /;. Требуется доказать, 
что на прямой /, существует единствен- 
ная точка Х, такая, которзя после п 
отображений 











Вл РЕ Ря- 
Х: — Хл -> Ха-1 >... 
Ра 2: 
- > Х. - Х, 


переходит в себя. 

Для произвольной точки Х пря- 
мой [, обозначим через } (Х) ту точ- 
ку на прямой [,, в которую переходит 
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Х после п отображений р», Ри_а»..- 
.... Ра (рис. 1); это записывается так: 


[= Р1орэо.. ол. 


Выберем на каждой из наших пря- 
мых {; начало отсчета и направление, 
то есть превратим каждую из них в 
числовую ось {единицу масштаба мы 
выбираем на всех прямых одинаковой). 
(Мы отождествляемточку (на пря- 
мой) И соответствующее ей чис- 
ло — ее координату — так, что отоб- 
ражения р, ро, ..., Ри и Ё можем счи- 
тать теперь функциями, которые 





Рис. 1. Отображенне [{: х -» (х) называется 
произведением отображений ра, Рз» Ра. Ра: 


каждому числу ставят в соответст- 
вие новое число.) 

Докажем, что отображение } — 
линейное: }(х} = ах- В. 

Для этого достаточно доказать 
три следующие почти очевидные ут- 
верждения. 

(1) Если Ги Г — две прямые и 
р:{—! — отображение, — сопостав- 
ляющее каждой точке ее проекцию 
на Г, то р — линейное отображение. 

(2} Если р, и р. — линейные 
отображения, то р, ° р, — тоже. 

(3) Если р..р., ..., р, — линейные 
отображения, то {= р,°ро®... ® р,— 
тоже линейное отображение. 

Ясно, что (3) выводится из (2) с по- 
мощью индукции. Проверка (2): если 
ра (х) = ах Е Ф, и р. () =ах 6», 
то (р: °р») (х) = р: (р. ©) = азах + 
-+ @,6. + 6,). Для доказательства 
(1) проверьте такую формулу: 


р (х) = хсоза -| с, 


где « — угол между положительными 
направлениями осей Ох и О’х', с — 
координата точки р (0) в системе 
Ох’ (рис. 2; рассмотрите. также 
случай, когда прямые Г и {, парал- 
лельны). 

Теперь для решения задачи до- 
статочно показать, что линейное урав- 
нение х=ах-Нф имеет решение и при- 
том только одно. Если это не так (то 
есть, если решений нет или больше 
одного), то @ == }. Докажем, что этого 
не может быть. Заметим, что при каж- 
дом проектировании рь: [:1>Ё 
расстояние между любыми двумя точ- 
ками не увеличивается: 


[рк (Х) — Рь (хх Ь—х"|, 


а если прямые +, и [ не параллель- 
ны, то строго уменьшается. Отсюда 
следует, что для любых двух точек 
хих" 


[Ия —Кх) |< |хЬ—х| 


Но если а=1, то есть, еслн 
7%) =х-Гф, то } сохраняет расстоя- 
ния между любыми двумя точками 
(просто сдвигает их все на расстоя- 
ние 5). Получили противоречие. До- 
казательство закончено. 


Задача М70 н наше решение без всяких 
изменений перекосятся на тот случай, когда 
прямые расположены нес на плоскости, ав 
пространстве м них могут быть и скре- 
щивающиеся). При этом рь означает проек- 
тирование на прямую {ь в простраистве: 
отображение, которое ставит в соответствие 
каждой точке основание перпендикуляра, 
опущенного из этой точки ма прямую №. 


= х.7т1 
| в = | 








Рис. 2. Отображение, которое каждой точ- 
ке одной прямой ставит в соответствие ее 
проекцию ина другую прямую, записывается 
линейной функцией. 





Рис. 3. Точку Х:. для которой КХ!) = Х,, 
практически легко найти методом последова- 
тельных приближений: начав с произвольной 
точки Х, опускаем перпендикуляры на зан- 
ные прямые и находим последовательно 
после каждого «цикла» точки Х’ = ИХ) 
Х” = КХ`) и так далее. Нетрудно доказать, 
что расстояния | Х—Х, |, [Х —Хи, | Х”— 
—Х,:)|, ... образуют бесконечно убывающую 
геометрическую прогрессию со знаменателем 
|} < 1, так что, повторив построение несколь- 
ко раз, мы можем найти положение точки Ху 
с любой желаемой точностью. Подобный ме- 
тод очень часто используется для отыскания 
решений уравнений вида К(Х) = Х; он при- 
меним тогда, когда функция } уменьшает 
расстояние между любыми двумя точками. 
В нашем случае, когда { — лннейная фуик- 
ция, разумеется, решение уравиения }(Х) = 
= Х можно найти точно (подумайте, как 
найти точку Хь, если известны Х, Х’иХ”). 
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Есть и другая возможность обобщения: рас- 
сматривать вместо прямых плоскости. Можно 
доказать, например, такой факт: если даны й 
плоскостей в пространстве, среди которых 
есть три пересекающиеся в одной точке, 
то можно и притом едниственным образом 
выбрать на каждой из этих плоскостей по 
точке Хь(Ё=1, ..., п) так, чтобы перпен- 
дикуляр, восставлениый в точке Х» к со- 
ответствующей плоскости, проходил через 
точку Хк4-: (причем Хи: =Х)). Теперь уже 
==Р:-Ро-....р, будет лннейным отображеня- 
ем плоскостн на плоскость ив 
координатах будет записываться так: Дх, и)== 
=(х’, и’). где ках Ву, иу=аох 
Неу-Есо. 

Докажите, что если система уравнений 


| х= ах рус, 
у = вх + Ву + < 
не имеет решений или имеет больше одного 
решения (это бывает, если (а2—!) (8.—П— 
— ав, = 0), то система х= ах - Ву, у= 
— аох-Е оу имеет решение (хо, из}, отличное 
от (0,0), и что отображение { не меняет рас- 
стояния межлу точками (0,0) и (хъ, 53), чего 
в нашей задаче быть не может. 

Наиболее полные решения задачи при- 
слали Ф. Шмидель из Москвы, Ю. Оболонхов 
из Воронежа, А1. Розов из Минска. 


м 


Прямоугольная таблица из т строк + 
п столбиов заполненз числами, Переставим 
числа в каждой строке в порядке возраст: 
ния. Докажите. что если после этого пере 
стаанть числа в каждом столбце в порядке 
воарастания. то в каждой строке они по- 
прежнему будут стоять в порядке 203- 
растания. 


Подумайте, что будет, если действовать 
в другом порядке: в первоначальной таб 
лице сначала переставить числа ло везрас 
танию в столбцах, я потом — строках: по- 
лучится ли в результате та же сзмап таб- 
яниа, что н в первом случае или другая? 

Рассмотрим таблицу, у которой в 
каждой строке числа стоят в порядке 
возрастания, и докажем, что, если 
1< г, то наибольшее число г-го столб- 
ца (обозначим его через 5) не меньше 
наибольшего числа {-го столбца (обоз- 
начим его ‘через а). Действительно, 
число, стоящее на пересечении той 
строки, где стоит а, и г-го столбца, 
не меньше а (потому что в строке числа 
идут в порядке возрастания). 

Аналогично можно доказать, что 
в-е по величине (считая от наибольше- 
го) число в г-столбце (6,) не меньше 
А-го по величине числа в {-м столбце 
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Рис. 4. Если числа в голубых клетках не 
меньше а, то числа в розовых клетках тоже 
не меньще а. 


(а). Действительно (рис. 4), в 1-м 
столбце имеется Ё чисел, не меньших 
ак, следовательно, в тех же строках 
в г-м столбце имеется Ё чисел, не 
меньших ал, поэтому 6» — а». Отсюда 
следует, что если переставить числа 
по столбцам в порядке возрастания, 
то К-е число в 7-м столбце будет не 
меньше Ё-го числа в Г-м столбце для 
любых [< г, то есть что в Ё-й строке 
числа идут в порядке возрастания. 
Утверждение задачи доказано. 

В зависимости от того, как пере- 
ставлять числа (сначала по столбцам 
или сначала по строкам), могут полу- 









по 
СТОЛБЦАМ 


_ 








Рис. 5, 


читься разные таблицы. Чтобы убе- 
диться в этом, достаточно привести 
пример (рис. 5). 


Правильно решили задачу Р. Аюлов, 
А. Бревдо, —„Т. Брагинский, Г. Высоцкая, 
С. Григорян, А. Гордиенко, И. Джаббаров, 
А. Клеин, А. Кмижнерман, И. Кочубеев- 
ккий, Г. Левин, М. Прегер, Е. Скрыт, 
А. Слинкин, А. Черняк и другие. Кроме 
решений, близких к нашему много и других, 
в которых проводится индукция; в некоторых 
работах доказано, что можно осуществлять 
перестановки последовательно в каждом столб- 
це так, что прн этом все время числа будут 
стоять по строкам в порядке возрастання. 


Н. Б. Васильев 


М72 
Решите уразнение 
3. ИЕ 
Ут хз. Итых:-р. (1) 


где р — произвольное вещественное число. 


Наивная попытка решения: воз- 
ведем обе части уравнения в куб 


3 3 3 
ее и М 
(2) 


н подставим сюда первоначальное 
равенство (1): - 


2-31 — х® = р. (3) 


Теперь легко найти х: 


== (7 )° . (4) 


Нам было прислано много писем, 
где получен (этим и другими спосо- 
бами) этот ответ. Немало было и та- 
ких писем, в которых было верно най- 
дено множество значений р, при ко- 
торых формула (4) имеет смысл: 


р=— 1, 0<р=2. 


Некоторые заметили даже, что значе- 
ния р = — 1 надо отбросить, так как 
значение х = 0, даваемое формулой 
при этом р, не подходит. Но при этом 
не было доказано, что при всех р, 
0<р=2 значения х, даваемые фор- 
мулой (4), являются решениями. 
(Обычно таким доказательством слу- 
жит проверка, но тут ее проделать 
очень сложно.) А это надо доказывать, 





так как не все преобразования, про- 
деланные выше, сохраняют равносиль- 
ность: уравнение (2) не эквивалентно 
(3). Чтобы убедиться в этом, под- 
ставьте х=0, рЬ=—1 в (2) и (3). Ра- 
венство (3) обратится в тождество, 
а (2) — нет. Поэтому утверждения, 
встречавшиеся в письмах, что это 
преобразование эквивалентно, невер- 
ны. (В самом деле: попробуйте из 
(3) вывести (2). Вам придется исполь- 
зовать равенство (1), условие задачи, 
а этого нельзя делать, так как имен- 
но его и надо доказать.) Раз так, то и 
другие корни могут оказаться посто- 
ронними. 

Разберем более детально преоб- 
разования, которые мы проделали с 
уравненнем. Обозначим для  крат- 


кости у —х=и и Ч + х =. 
От уравнения 
ифо=р 
мы перешли к уравнению 
и 0 НЗио(и Н=р? (2) 


с помощью эквивалентного преоб- 
разования (возвышения обеих частей 
в куб). Следующий шаг, который мы 
хотим сделать,— подставить р вме- 
сто иро и перейти к уравнению 


из -- 93 -- Зиор = р, (3) 
которое мы запишем так: 
из -- 58 — рз- Зиор = 0, 
(и 0) 8—р8—Зио (иу—р)=0. 
Применим формулу для разности 
двух кубов и затем вынесем (и 
+ о— р) за скобку: 
(ину р) (ши - р ир-ро— 
— ии =0. (3’) 
Итак, нам удалось записать урав- 
нение (3) в таком виде (3°), по кото- 
рому уже нетрудно изучить, почему 
оно ие равносильно (2). Ясно, что 


левая часть (3'’) равна нулю, когда 
хоть одна скобка равна нулю: 


ПП ио—р=0, 
2) и и + р? ир-+ ро— 


— #0 = 0. 
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Первое равенство — это наше ис- 
ходное уравнение. Значит, все по- 
сторонние решения связаны со вто- 
рым и надо выяснить, когда оно вы- 
полияется. Умножив его на 2, мож- 
но записать его так: 


(из ру -- (ору (и— и) =0. 
Это равенство выполняется только при 
и=9=—р. 
В применении к нашему уравне- 
нию: 





з3,— 3 
И х=и1+х=- р. 


Значит, х=0 при р= —{ — един- 
ствеиный посторонний корень. Все 
остальные корни, даваемые формулой 
(1), при 0<р-=2 удовлетворяют 
уравнению (1). 

Выпишем еще раз тождества, ко- 
торые мы попутно установили (для 
симметрии мы заменим р на — ®): 


иЗ- оЗ-- и — Зиуш= (ино) (и? 
Но иичш-иу, 
2 (ши и иш-би--ич)= 
== (и — 9) (о-— шеи). 
Они часто бывают полезны при дс- 


казательстве неравенств и в других 
задачах. 


№73 
я лотерейном билеге требуется от- 
метить 8 клеточек из 64. Какова вероят- 


ность того, что после розыгрыша, з котором 
также будет выбрано 8 каких-то клеток 
из 64 (прокчом все такие возможиостя мы 
счнтаем равновероятнымия), окажется, что 
угаданы ровно 4 клетки? 5 клеток?.,. все 
$ клеток? 


Как известно, 8 клеток из 64 мс- 
64! 

гут быть выбраны С54 = 5Ебг спо- 
собами (п! — произведение всех целых 
чисел от 1 до п включительно) *). Все 
эти способы равновероятны. Следова- 
тельно, вероятность того, что выпадет 
хакой-то один определенный способ, 
равна 1/С8,. Теперь надо подсчитать, 
во скольких случаях оказались уга- 
данными ровно # клеток 0= = 8). 
Число таких случаев равно числу спо- 


*) См.. например, статью Н. Я. Вн- 
ленкииа «Комбинаторика» в «Кванте» 
№Е 1971 г. 
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Рис. 6. Красные клетки — выигравшие; вы- 
бранкые нами 8 клеток отмечены крестом. 
На этом рисуике А = 2, 8 — Е = 65. 


собов, при которых выбираются А кле- 
ток из 8 отмеченных и8 — В клеток из 
56 неотмеченных. Поэтому оно равно 
С*.Сс*. Чтобы найти искомую ве- 
роятность } — вероятность угадать 
ровно Ё клеток, надо умножить ве- 
роятность одного способа на это чис- 
ло. Получим 

& —-8—Ё 
ыы С3-С56 
„рут Е. 

Сб+ 

Таким образом, вероятности уга- 


дать 0,1, .... 8 клеток равны соответ- 
ственно 








; сз. 
м, з 
С 
[ о 
Е __ (8656 5—6 |) 
= о тен ей 5 
а бы сё 


Сумма этих девяти чисел, конечно, 
равна единице. 


Формально задача решена, но с прак- 
тнческой точки зрения это еще не ответ. 
Хотелось бы представить себе, насколько 
велнки шансы угадать то или иное число 
клеток, если мы купим и заполним, скажем, 
десять лотерейных билетов. Для этого надо 
приближенно представить эти числа в виде 
десятичных дробей. С помощью зогариф- 
мической линейки это можно сделать, поль- 
зуясь, например, прямо формулами (1). 
Так поступили А. Заотник изг. Жуковского. 
Мы опишем друтой, как нам кажется, более 
простой способ. 


9123456785 


Рис. 7. Здесь показаны числа Ё, — вероят- 
ности угадать # клеток (А = 0, 1, 2, ..., 8). 
При А-=4 величина [‚ очень близка к нулю. 


Сначала вычислим отношение (#--1)-го 
нз этих чисел к А-му: 


Ар уве ® о 8К 
[и+1 __ (8 `С56 `.С8:С86^ _ 
ВИ 
Г Св4 Сб 
ест ЕЕ, 2 
ПО -А-И' 


в частности. 


Ь 64 № 49 
75 49 р. 100 
в 12 й _ 25 
м = 5 ^=0,235; р = 208 0,12; 
0,06. 
3 


Вычислим отношения {», К, [ак № © двумя 


знаками после запятой: 
ГВт В 05 № 0,02. 
ро Ю ТГ 


Ясно, что [/Ёь < 0,02.0,12 и при выбранной 
степени точности [ъ, [в, {2, [в равны нулю. 
Мы можем составить уравнение 


[6 (1--1,31--0,64--0,15-[0,02)==1, 
откуда [+ == 0,32. Теперь находим [1 {а, ]з, {а: 
НА ЬЗ1 2 0,42; рр. 0,64 => 0,20; 
вВ=Ь-0,24 == 0,047; р —р-0,12 == 0,0056. 


Таким образом, если вы заполните де- 
СЯТЬ билетов, то среди них скорее всего 
все будут такие, на которых угадано 0, 1, 
2 и, быть может, 3 клетки; вероятность уга- 
дать 4 и более клеток очень мала. Умножая 


[4 на №. — 0,06 и так далее, можно полу- 
| 

чить приближенные значения {в, {в, [у. [в. 

В частности, 3—2. 1-0. Это значнт, что 

для того, чтобы иметь реальные шансы 

угадать все 8 клеток, надо заполнить не- 

сколько десятков миллиардов билетов. 

С помощью приближенного метода рас- 
чета, который мы применили, можно пока- 
зать, что если число № клеток на лотерейном 
билете много больше числа т клеток, кото- 
рые нужно отмечать, а /1 достаточно велико, 
то вероятность угадать Ё клеток прибли- 
зительно равна 


й т в — 
Е В к”-ет® 


Г. сх й! ` 
т? 
где п =: у бд ‚8 ел 2,118... —постоян- 


нее число (при этом нужно пользоваться 
2 .з 
х х 

тем, что ух + + пы > = 86° 


для любого х). 
А. Л. Тоом 


В этом номере мы публикуем решения задач Ф79— $82 


Ф79 


Уровечь воды, попавшей в лодку, ©ов- 
падает с уровнем воды в озере. Где уровень 
воды будет выше, если в лодку броснть 
полено? 

При опускании полена в лодку 
лодка погрузится в озеро, вытеснив 


т 
дополнительно объем воды = 


(т — масса полена, р — плотность 
воды). С другой стороны, так как по- 
лено плавает в воде, то уровень воды 
в Лодке должен измениться точно 


так же, как изменился бы он при до- 
ливании в лодку воды массой, равной 
массе полена, и объемом, равным объ- 
ему погруженной части полена, то 


т 
есть У —=ф: (Мы можем мысленно 


убрать полено и заполнить полу- 
чившуюся впадину водой — при этом 
уровень воды в лодке не изменит- 
ся.) Такой же объем воды допол- 
нительно вытесняет лодка при бро- 
сании в нее полена. Поэтому уровень 
воды в лодке будет совпадать с уров- 
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нем воды в озере, если толщина сте- 
нок лодки пренебрежимо мала, и бу- 
дет немного выше уровня воды в о0зе- 
ре, если стенки толстые. 


Правильное решение прислали Р. Хас- 
нитдинов (псс. Октябрьский БАССР), 
А. Зисман (Псков), И. Вигдорович (Симфе- 
рополь), О. Маслюк (Новомиргород Киро- 
воградской обл.), В. Рудько (Киев), А. Стар- 
ченко (пос. Петропавловск — Днепропет- 
ровской обл.), А. Демидов (Москва), Л. Бра- 
гинский (Фруизе), Ф. Гухватуллим (Ташкент), 
Н. Шишкин (Нальчик), Я. Филиппов (Ленин- 
град). Н. Сидоров (Москва). 

И. Ш. Слободецкий 


$80 


Вдоль наклонной плоскости под уг- 
лом В к направлению спуска бросают ку- 
бик (рис. 8). Найти установившуюся ско- 
рость движения кубика, если коэффициент 
трения его о плоскость = ща. где @ — 
усел чаклоия плоскостя в горизойзу 


На кубик действуют сила тяжести 
Р-= тв, сила нормальной реакции 
№М= тв 0$ и силатрения Е, (рис.8). 
составляющие сил 
плоскости. Вниз в сторону 


Рассмотрим 
вдоль 





Рис. 8. 


наибыстрейшего спуска (ось и) дей- 
ствует составляющая силы тяжести 
Е=тв та, всторону, противополож- 
ную скоростн, действует сила трения 
Е.р == ЕМ == Ата с05%. По условию, 
=, поэтому Ёзр=е а. тв соза= 
= теяпа=Ё 

Таким образом, задача сводится 
к Рассмотрению движения кубика 
под действием двух одинаковых по 
величине сил. Одна из них направлена 
всегда против скорости кубика, дру- 
гая — вдоль оси и. 
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1222777. » Зорич два еее Г. ых 
= и 
Е тр со ф 
«ое 
‘Иы чакр *". 2 3 


Рис. 9. 


Пусть в некоторый момент ско- 
рость у составляет © осью у угол Фф 
(рис. 9). Тангенциальное (направлен- 
ное по касательной к траектории) 
ускорение а кубика определяется 
силой Р.р=Е и проекцией Ес0зф 
силы ЕЁ на то же направление: 


_ ЕР 505ф 
а = т =“ 

Ускорение а, (вдоль оси и) опре- 
деляется силой ЕЁ и проекцией Ё.рс0$ф 
силы Ё.ь на ось и. Легко видеть, что 
по величине это ускорение равно тан- 
генцнальному: 


а, = ГР Етрс05Ф _ Г -- Рсозф о: 


Таким образом, быстрота изме- 
нения величины полной скорости 


о 
а — \; и быстрота изменения величи- 


ны составляющей скорости вдоль оси 
ду 
у а, = -\` одинаковы. Но если быс- 
трота изменения во времени двух ка- 
ких-либо величин одинакова, то сами 
эти величины различаются лишь на 
постоянную, не зависящую от вре- 
мени. Обозначим эту постоянную че- 
рез У. Тогда в любой момент времени 


в=е, ТУ. 


Найти константу У можно, под- 
ставив в эту формулу значения ии 5, 


в начальный момент движения ку- 
бика (0=%, = с0$В): 


Е мы @ 
Отсюда 
У=и, {1 — со$ В). 
Следовательно, 
ии (1 — ©0905 В), 
где 
9—9 60$ Ф. 


По истечении достаточно длитель- 
ного времени «поперечная» состав- 
ляющая скорости кубика уменьшится 
до нуля. Кубик будет двигаться вниз 
вдоль осн у. В этом предельном со- 
стоянин ф=д, то есть с0$ф-= — 
и=- и, 

Для установившейся скорости и 
можно напксать уравнение 


и=—еи (1 — ©05 В). 
Отсюда 


р — с0$ 
ями, 1 — со5 В. 


2 


ани 
= 61° 5. 


Зная, что а==ау. задачу можно решить 
также графически. Действительно. если из- 
менение Ли величины полной скорости рав- 
но изменению Лор, то легко’ найти: величнну 





Рис. 10: 





2:0. 605 


Рис. 11. 


и направление вектора у в любой момент 
времени: 

Для этого можно применить следующее 
построение. Начертим вектор начальной’ ско: 
рости У., направив его под углом В к осн 
у {рис. 10). Пусть через время Аг составляю: 
щая уу скорости кубика изменилась на Азу. 
а полная скорость — на Ау Дау. Слендо- 
вательно, через время А вектор уд будет 
на Ао короче, и на такую же величнну 
нзменнтся величина его проекции на ось у. 

Через точку В, лежащую ниже точки А 
(конца вектора \.) на отрезок Аи, = Аш, 
проведем горизонтальную ‘прямую’ ВС. Ра- 
днусом АВ, равным Ацу > Аи. из точки А 
как из центра проведем дугу ВО. Точка Б 
отметит длину нового вектора и у, — Ах. 
Радиусом ОВ, равгым = .— Аш, из 
точки О как из центра проведем дугу БС. 
Точка С пересечения дуги с прямой ВС 
явится концом искомого вектора ОС; рав- 
ного 0. ) 

Такое построение можно сделать для 
любых интервалов времени АЕ. Оно’ пока: 
зывает, что’ вектор скорости у кубика уко- 
рачивается н приближается к оси у {(эис. 11) 
Из чертежа видно, что в предельиом случае 

и осо Ви, — и. 
Отсюда 
96 (1 — с0$ В 
= оз в _ 90 $1 : 
‚ Правильное решение прислал И. Беля: 
ков (Москва). 
Б. Б. Буховцев 
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$81 


В. настоящее время используются со- 
ленойды со свезхвроводящей обмоткой, Такие 
соленокды - могут. длительное время созда- 
вать магнитное поле’ без ‘затраты энергии. 
Однако, есля вслелствне каких-лёбо причин 
участок обмотки ‘утратнт. сверхпроводящие 
свонетва, ‘то’ промзойдет авария. На этом 
участке будет выделяться большое количест- 
вс тепла н: произойдет взрыв. 

Придумайте простейшее яриспособлевие, 
исключающее подобные аварии, 


Схемы. с реле не годятся — слиш- 
ком велико время их срабатывания. 
Взрыв произойдет раныше, чем сра- 
ботает реле. Поэтому единственный 
выход — замкнуть соленонд на со- 
противление. Обычно поступают так. 
Провод для соленоида делается ар- 
мированным медью. При утрате 
сверхпроводимости арматура будет 
служить буфером, по которому пой- 
дет ток, и выделение тепла будет рас- 
средоточено по цепи. 


Правильное решение прнслали С. Чер- 
ников (Семипалатинск). Н. Ефимов (Воро- 
неж), В. Скворцов (Ленинград). 


$82 


Найдите условие, ‘пря котором через 
сопротивление г, подклюменное в точках Аи 
В схемы, изображенной. ка рисунке 12, ве 
будет Нати ток. 


Ток не будет идти через сопротив- 
ление г, если разность потенциалов то- 
чек А и В равна нулю. Примем по- 
тенциал точки Ё за нуль. Тогда по- 
тенциал точки С равен Е., а потен- 
циал точки О равен Е.. Через соп- 





Е 
1 1 
ротивление г, идет ток Е 





Рис. 12. 


и поэтому падение напряжения на 
сопротивлении г, равно И = РМ = 


Г 
=Е ки" а потенциал точки А ра- 
вен 


п Г 


и 


фа = 8 —Е 


Аналогично найдем потенциал точ- 
ки В: 


Га 
2, г. 





фв =Е 
Из условия ф; = фв получим 


г Га 





г; - а Е га 

Это — общее условие отсутствия 
тока через сопротивление г. Оно вклю- 
чает и очевидный симметричный слу- 
чай Г. =Го, Гз==г. и Е. =. 


И. Ш. Слободецкий 
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ФИГУРКИ НА ВЕСАХ 


На одном коромысле весов (см. рисунок 
на обложке) висит октаэдр, на другом — че- 
тыре тетраэдра. Оказывается, ‘если ребра 
всех фигур равны, то объем октаэдра равен 
сумме объемов четырех тетраэдров, а пото- 
му весы находятся в равновесии. Попробуй- 
те доказать это утверждение. Воспользуй- 
тесь преобразованием подобия и докажите, 
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что, если из татраэдра вырезать октаэдр с 
ребрами вдвое меньшими, чем ребра исход- 
ных тел, то останутся четыре тетраздра (то- 
же с вдвое меньшнии ребрами}. 

Итак. если все тела сплошные, то один 
октаэдр уравиовешивается четырьмя тетра- 
эдрами. А если тела полые или состоят лишь 
из ребер? 


У Всесоюзная 
математическая 


В. Л. Гутенмахер 


олимпиада 


С 15 по 20 апреля в Риге проходила \У Всесоюзная математическая олим- 
пиада. Но жюри олимпиады (председатель Ян Бардзинь, зам. председателя 
Николай Васильев) начало свою работу уже с 13 апреля. Из ста задач, ко- 
торые привезли с собой члены жюри, нужно было отобрать наиболее‘интерес- 
ные и оригинальные задачи. На этот раз, в отличие от прошлых лет, жюри 
решило дать школьникам задания, которые были бы близки к серьезной 
математической науке, а на втором туре провести даже некоторый экспери- 
мент: предложить одну более трудную задачу, разбив ее на серию постепенно 
усложняющихся вопросов, в решенки которых предлагалось бы продвинуть- 
ся как можно дальше. 

Первый и второй тур олимпиады проходили 16 н 17 апреля отдельно по 
восьмым, девятым и десятым классам. 

Мы помещаем ниже список из 23 задач, которые предлагались школьни- 
кам. Среди них, по существу, всего 14 различных задач. 10 задач мы публи- 


куем в «Задачнике Кванта» (см. «Квант» №№ 10, 11). 


ЗАДАЧИ 


8 класс (первый день) 


1. Доказать, что существует сто- 
значное число, делящееся на 9190, 
в десятичной записи которого участ- 
вуют только цифры 1 и 2. 

2. Дан треугольник АА. А.. 
На его стороне А.А. взяты точки В, 
н О., на стороне А.А. — точки В. 
и Д., на стороне А.А, — точки В. 
н Р, так, что если построить парал- 
лелограммы А,.В,С.0., А.В.СО, 
и А.8В.С.)., то прямые А,С,, А.С, 
н АзС. пересекутся в одной точке. 
Доказать, что если А.В,=АО, и 
А.В.==А.О+, то А.В.=А.О.. 

3. Двое играют в такую игру. Пер- 
вый записывает один под другим два 
ряда по 10 чисел так, чтобы выполня- 
лось следующее правило: если число 
$ записано под числом а, а число 4 — 
под числом с, то афа=Ьь-с. 
Второй игрок, зная это правило, хо- 
чет определить все написанные числа, 


Ему разрешается задавать первому 
нгроку вопросы типа «Какое число 
стоит в первой строке на третьем мес- 
те?» или «Какое число стоит во второй 
строке на девятом месте?» и т. п. За 
какое наименьшее число таких воп- 
росов второй игрок сможет узнать 
все числа? 
4. См. задачу МИ. 


8 класс (второй день) 


5. См. задачу №108. 

6. Доказать, что из 25 различных 
положительных чисел можно выбрать 
два таких числа, что ни одно из остав- 
шихся не равно ни сумме, ни разнос- 
ти (между большим и меньшим) вы- 
бранных чисел. 

7. См. задачу М103. 


9 класс (первый день) 


1. См. задачу М11З. 

2. На каждой стороне треуголь- 
ника АВС взято по две точки: на 
АВ — точки РиЕЁ, на ВС — точки Е 

3$ 


н Сн на СА — точки И и К. Дано, 
что АР=ВЕ, ВЕ=СС и СН=АК. 
В треугольниках АРОК, ВЕЁЕ и 
ССН проведены медианы из вершин 
А, Ви С. Доказать, что прямые, на 
которых лежат эти медианы, пересе- 
каются в одной точке. 

3. См. задачу М115. 

4. См. задачу М111. 

5. См. задачу МИ. 


9 класс (второй день) 


6. Куб с ребром длины п раз- 
бит на м3 единичных кубиков. Вы- 
берем несколько кубиков и проведем 
через центр каждого из них три пря- 
мые, параллельные ребрам. Какое 
наименьшее число кубиков можно 
выбрать так, чтобы проведенные 
через них прямые перечеркнули все 
кубики? 

Решите эту задачу, если: 

а) п=4, 

6) в=10, 

в) пл — любое натуральное число. 

7. Доказать, что все прямые, 
делящие одновременно и площадь, 
и периметр треугольника пополам, 
пересекаются в одной точке. 

8. См. задачу М110. 


10 класс (первый день) 


1. См. задачу М1Об. 

2. См. задачу МОТ, а. 

3. Проекции тела на две плоскос- 
ти — круги. Доказать, что эти кру- 
ги имеют равные радиусы. 

4. См. задачу М111. 

5. См. задачу М114. 


10 класс (второй день) 


6. Куб с ребром длины п разбит 
на л3 единичных кубиков. Выберем 
несколько кубиков и проведем через 
центр каждого из них три прямые, 
параллельные ребрам. Каксе наи- 
меньшее число кубиков можно выб- 
рать так, чтобы проведенные через 
них прямые перечеркнули все кубики: 

а) Укажите ответ для маленьких 
значений пл: для П=2, 3, 4. 
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6) Попробуйте найти ответ при 
п=10. 

в) Решите общую задачу. Если 
вам не удастся найти точный ответ, 
докажите какие-либо неравенства, 
оценивающие сверху и снизу число 
отмеченных кубиков. 


г) Заметьте, что эту задачу можно 
сформулировать так. 

Рассмотрим всевозможные на- 
боры (х., х», хз), где каждая из 
букв х., х., х. принимает одно из п 
значений 1, 2,..., п. Какое наимень- 
шее число наборов нужно выбрать, 
чтобы для каждого из остальных на- 
боров среди выбранных нашелся та- 
кой, который отличается от него толь- 
ко в одном месте (значеннем только 
одной из координат ха, х., Хз)? По- 
пробуйте найти оценки для более 
общей задачи, когда рассматриваются 
наборы не из трех, а из четырех или 
большего числа букв. 


7: а) Рассмотрим функцию 
(хх, у=х? хуи. Доказать, что 
для любой точки (х, и) найдутся такне 
целые числа (т, п), что 


Нот, уп = (хот 
- (х—т)(у—п + (у— п. 


6} Обозначим через { (х, и) наи- 
меньшее из чисел [(х— т, и— п) 
при всех целых ти п. Утверждение 
задачи а) состояло в том, что выпол- 


= 1 
нено неравенство }(х, у) <`а для 


всех (х, и). Докажите, что на самом 
деле верно более сильное неравенство 


(х, у<-. Найдите все точки, 
для которых имеет место равенство 
Ре, у =-. 

в) Рассмотрим функцию 

а (ху) = х + аду у @>0. 


Найдите какое-либо число С (завися- 
щее от а} так, чтобы для всех (х, и) вы- 
полнялось неравенство | {, (х, и) |< С. 
Постарайтесь найти точную оценку. 


Рис. 1. 


8. Переключатель (рис. 1) с дву- 
мя входами и двумя выходами может 
находиться в двух различных состо- 
яниях. На рисунке 2 изображена схе- 
ма телефонной связи с тремя входами 
и тремя выходами, которая обладает 
таким свойством «универсальности»; 
меняя состояния переключателей, 
можно осуществить любое из шести 
соединений трех входов с тремя раз- 
личными выходами, то есть 


123 123 123 123 123 123 
$43 ЗУ ЗЕЕ +1 1 41 
123 312 231 213 321 132 


(Проверьте это. Заметьте, что общее 
число различных состояний этой схе- 


мы равно 23=8, поскольку каждый 
из переключателей может находиться 
в двух состояниях.) 

а) Постройте схему с четырьмя 
входами и четырьмя выходами, ко- 
торая была бы ‹универсальной», то 
есть осуществляла бы любое из 24 
возможных соединений входов и вы- 
ХОДОВ. 

6) Какое минимальное число пере- 
каючаталей нужно для такой схемы? 

в) Назовем схему с п входами и п 
выходами п-универсальной, если она 
осуществляет любое из п! = |1.2....-п 
возможных соединений п входов с п 
различными выходами. На рисунке 3 
изображена схема с восемью входами 
и восемью выходами, ге Аи В — 


‚4-универсальные схемы. Докажите, 


что она является 8-универсальной. 

Оцените сверху и снизу число пе- 
реключателей в минимальной п-уни- 
версальной схеме. 


В первый день, как и предполага- 
лось, наиболее легкими оказались 
задачи 1—3 в восьмом, [и 2 в девя- 
том и 1—3 в десятом классах. Школь- 
ники успешно справились с ними, 
иричем были найдены разные и иногда 








не известные жюри способы доказа- 
тельства. 

Камнем преткновения стала за- 
дача №4, предложенная во всех клас- 
сах. Многие пробовали решить эту 
задачу, но при этом упускали из ви- 
ду, что расположение кругов может 
быть достаточно экзотическим: круги 
могут налегать друг на друга, их 
центры могут быть расположены близ- 
ко друг к другу ит. п. По существу, 
в этой задаче фигура, покрытая кру- 
гами, может иметь почти произволь- 
ную форму, н нужно придумать таксе 
рассуждение, которое годится для 
любой такой фигуры. У этой задачи 
есть очень короткое и красивое ре- 
шение. В каждом классе ее удалось 
решить лишь одному школьнику 
(в таблице на стр. 39 указано, сколь- 
ко людей решило каждую задачу 
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полностью или с неболышими про- 
счетами). Повторялись в равных клас- 
сах и другие задачи, однако их фор- 
мулировки отличались друг от друга. 
Например, задача | в девятом классе 
отличается от задачи 1 в вссьмом клас- 
се тем, что вместо числа 100 постав- 
лено число п. Задача 7 девятого клас- 
са отличается от задачи ба восьмого 
класса тем, что не названа точка, в ко- 
торой пересекаются прямые, и, та- 
ким образом, существенно усложнена. 

В качестве более интересного 
примера дублирования мы приведем 
задачи 3 (8 класс) и 5 (9 класс). Пер- 
вая из этих задач — просто частный 
случай второй (для т=2, п=10), но 
в формулировке 8 класса более четко 
выделено, что именно требуется в ее 
решении: (1) указать ответ (этот от- 
вет — 11 вопросов — нашли почти 


все); (2) доказать, что за 11 вопросов 
узнать все числа можно (это очень 
просто}; (3) доказать, что за 10 или 
меньше вопросов узнать числа нельзя. 


Задача З3 (8 класс). Пусть а и 
с — какне-то два числа, стоящие 
в верхней строке, а Би 4 — числа, 
стоящие под ними: 
ЩИ 
а 


Условие, которому удовлетворяет 
это число, состоит только в том, что 
а4=с+Ь. Перепишем это условие 
так: а — 5=с — 4. Отсюда следует, 
что разность между числом в верх- 
ней строке и числом, стоящим под 
ним, для всех столбцов одна и та же; 
обозначим эту разность через у. Таб- 
лицу можно записать так: 


Х Хх "а ХХ Хо 
Ж—У ХУ... №9 Хуб 
здесь Х,,.... Хуо, И — Произвольные 


числа. Эту таблицу можно определить 
за 11 вопросов. Например, можно за 
10 вопросов найти 10 чисел ху,..., Хль 
из первой строки, а затем, задав один 
вопрос «какое число стоит во второй 
строке на первом месте?», найти у. 

Почти очевидно, что меньше, чем 
за 11 вопросов нельзя найти 11 не- 
известных. Однако жюри не считало, 
что это очевидно, и требовало пояс- 


нений. Большую трудность представ- 
ляла для участников запись их пол- 
ного и четкого решения задач. За- 
писывать строчки и таблицы, состоя- 
щие из болышого числа элементов, 
и свободно обращаться с ними, могут 
очень немногие школьники. В реше- 
нии следующей задачи имеется труд- 
ность как раз такого рода. 

Задача 6 (8 класс). Будем до- 
казывать утверждение задачи от про- 
тивного. Допустим, что либо сумма 
двух чисел из 25 либо их разность 
содержится среди оставшихся чисел. 

Расположим данные числа в по- 
рядке возрастания: 


а1<а,<.,.<За›:<3@оь. 


Рассмотрим наибольшее число а»ь 
в паре с любым из остальных чисел. 
Очевидно, что сумма таких чисел не 
содержится среди данных чисел, так 
как 

а25-Га:—>аоь (1=1, на 24). 


Следовательно, 
чисел 
@>5 — @.4<@25 — @23<...<3@5 — @1 


разиости этих 


должны содержаться среди данных 
чисел. Единственный — возможный 
вариант: 


@25 — @24—@\, @2ь — а: @.,... 
"925 — @1—@54 


или, что то же самое, 
аз«Ра,=а.зтга,=...=а:зРа:з=@ь. 


Число участников, решивших каждую задачу 




















| день | день 
8 клае = № задачи ре | [5255 6 | 72 | 26 |7 
Решило |7 [22| ‚| | 25| 3 | 3 | м | 9 
9 ках № = | ты 3] [41| |6 || |65. | | т [в | | 
пы Г НИ 
10 клас — № задачи 2[3]. |: 4] 5 [62*]| в6—в [а 76 | 7 [ва“[86] 8в 
Решило 26 | 43 | 63 5| |1 |5 [3 2| 1 |1] 53 [13] 15] 





* Различные результаты, полученные участниками по этим задачам, не укладываются 


точно в рамки сформулированных вопросов; указано число школьников, получившнх наиболее 
полные и точные результаты. построивших интересные примеры и т. п, 
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Теперь рассмотрим число а.х 
в паре с любым из первых двадцати 
трех чисел. С парой чисел а, и аа 
все в порядке, так как аж-Га, =аъь. 
Суммы же чисел 

аа Рао,..., ааа Роз 
не содержатся среди данных чисел, 
так как 
азаГа,> а, «На:=азь, 
({—=2, 3,...,23). 

Следовательно, разности этих чи- 
сел должны содержаться среди дан- 
ных чисел. Запишем их в порядке воз- 
растания: 
@24 — @23< 04 — @22<...<53@а — а). 
Из равенства а.з- а,= а.ь следует, 
ЧТО @.. — а.<а.з И поэтому един- 
ственный возможный варнант: 
Я — Я23—@:, 
-- 324 == @12 = Я} 2... +5 @оа ся а. —@е-. 


@оа = @..—=@5,... 


Но в таком случае разность а. — 
— а,» не содержится средн оставших- 
ся чисел, а сумма а..-а,. вообще не 
содержится среди данных чисел. По- 
лучили противоречие. Тем самым ут- 
верждение задачи доказано. 

Задача оказывается верной и для п 
чисел, где п>—>4. Доказательство мож- 
но провести аналогичным образом, 
причем для четного п можно полу- 
чить противоречие на первом же шаге 
наших рассуждений. Попробуйте сами 
записать это доказательство. 

Неожиданными для жюри явились 
результаты сравнительно легкой сте- 
реометрической задачи 3 (10 класс). 
Задача оказалась посильной лишь од- 
ной трети десятиклассников. Это 
свидетельствует, пожалуй, о том, 
что пространственное представление 
у большинства участников олимпиады 
развито недостаточно. 

Задача 3 (10 класс). Тут речь 
идет об обычной ортогональной про- 
екции. Определение проекции тела 
на данную плоскость содержится в 
школьном учебнике. Нам понадо- 
бится определение проекции тела на 
прямую. 

Проекцией точки на данную поя- 
мую назовем основание перпендику- 
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ляра, опущенного из этой точки на 
прямую. Если точка лежит на дан- 
ной прямой, то ее проекцией будет 
сама эта точка. 

Проекцией тела на данную прямую 
назовем множество проекций всех 
его точек. 

Пусть Р — плоскость и [— пря- 
мая, лежащая на Р. Из теоремы о трех 
перпендикулярах следует, что проек- 
ция любой точки на прямую {[ может 
быть получена последовательным про- 
ектированием этой точки на плос- 
кость Р и проектированием получен- 
ной точки на прямую. 

По условию задачи проекция тела 
на две плоскости — круги. Допус- 
тим, что эти плоскости пересекаются 
по прямой [. Из сказанного следует, 
что проекция тела на прямую [ сов- 
падает с проекциями каждого из кру 
гов на [. Отсюда заключаем, чо 
проекции обоих кругов { совпадают друг 
с дригом. 

Ясно, что проекция круга на пря- 
мую { лежащую в его плоскости, пред- 
ставляет собой отрезок, равный ди- 
аметру круга. Следовательно, эти 
круги имеют одинаковые диаметры и 
одинаковые радиусы. 

Случай, когда данные плоскости 
параллельны друг другу достаточно 
очевиден. 

Заметим, что задача допускает и 
другие решения; введение нового по- 
нятия — проекция тела на прямую, — 
безусловно, не является  необхо- 
ДИиМЫмМ. 

Можно сказать, что остальные за- 
дачи первого дня у десятиклассни- 
ков, хотя и были более трудными, 
но все допускали значительно более 
короткие решения, чем приведенное 
выше решение задачи № 3. 

Вариант девятого класса нужно 
признать несколько перегруженным: 
здесь не было ни одной «совсем прос- 
той» задачи. В частности, задача 3 
никем не была решена полностью. 

Особенно тяжелым был второй 
тур, где собраны задачи, требующие 
длительного размышления. А посколь- 
ку девятиклассникам не предложи- 
ли так же, как в десятом классе, 


решать только одну задачу, то, ста- 
раясь сделать все, некоторые не сде- 
лали ничего. 

Первый тур в 8 классе был нап- 
ряженным. Ни одному ученику не 
удалось решить все задачи. Однако 
на втором туре к удивлению жюри 
три человека решили все задачи. 
Две из трех задач второго тура состоя- 
ли из нескольких вопросов. В задаче 
5 пункт 6) являлся обобщением пунк- 
та а), а полное решение задачи 7 а), 
6), в) позволяло школьнику сформу- 
лировать и доказать утверждение, 
естественно обобщающее все три пунк- 
та этой задачи. 

Эксперимент И тура наиболее 
последовательно был выдержан в 
10 классе, где участникам было пред- 
ложено выбрать только одну задачу и 
посвятить все пять часов её решению. 
Любопытно, что все три задачи ока- 
зались равноценными. Десятиклас- 
сники разделились на три примерно 


равные группы «специалистов» по каж- 
дой задаче. В каждой из задач был 
достигнут «потолок» — задача была 
доведена (или почти доведена) до 
конца, то есть до тех результатов, 
которыми располагало жюри. Напри- 
мер, в задаче 6 были полностью сдела- 
ны пункты а) — в); в задаче 7 для 
0<а<2 была найдена точная оценка 


1 
С=ш-ра: О задачах 6—8 будет рас- 


сказано в отдельных статьях в пер- 
вых номерах «Кванта» в следующем 
году, и, если вам удастся получить 
до тех пор интересные результаты 
по этим задачам, напишите нам! 
Члены жюри проверяли каждую 
работу более 500 участников олимпи- 
ады не менее двух раз, а наиболее 
спорные работы просматривали 10, 
а то и больше человек. В заключение 
всем школьникам были рассказаны 
решения задач и был проведен инди- 
видуальный разбор их работ. 





На этих встречах ребята могли 
посмотреть свои тетради и побеседо- 
вать с членами жюри, выяснить все 
интересующие их вопросы по зада- 
чам, узнать новые задачи. Например, 
член жюри Н. Константинов провел 
двухчасовой кружок, на котором 
школьники предлагали придуманные 
ими самими задачи и совместными 
усилиями их решали. Не смогли ре- 
шить только одну задачу, предложен- 
ную участником олимпиады Н. Ро- 
мановым, 

Задача. Каждая точка пло- 
скости окрашена в один из трех цветов: 
красный, синий или желтый. Обяза- 
тельно ли найдутся три точки одного 
цвета, которые образуют прецголь- 
ник, подобный ‘данному? 


Не остались в стороне и руково- 
дители команд. Для них члены жюри 
прочли несколько лекций. 

В заключение мы приведем еще 
одну исследовательскую задачу из 
портфеля жюри, которая предназна- 
чалась для П тура, но не была вклю- 
чена из-за перегрузки вариантов. 

Задача. Пусть— 1х5... 
<5х,=<1. Если при мекотором а, 
таком, что —1=<3а=50, 
| (@ —х,) (а — х,)..а — х,) >, 
то при любом х, таком, что О х<1, 
[и—х,) &—х,)..(х — ж) <. 

Доказать это утверждение: 

а) при п=2; 6) при п=3; 

в) при произвольном п. 





У Всесоюзная 
физическая 


И. А. Зайцев 


С 15 по 20 апреля в Новосибирске 
проходила \У Всесоюзная физическая 
олимпиада. По уже устоявшейся 
традиции она проходила в два 
тура: теоретического и экспери- 
ментального. Подбирая задачи, 
жюри стремилось к тому,  что- 
бы при их решении было достаточно 
знаний, предполагаемых программой 
средней школы, но требовалось бы 
«физическое мышление», понимание, 
чем можно пренебречь, понимание 
того, как происходит процесс, о ко- 
тором говорится в задаче, и т. д. 
Труднее всего жюри пришлось с за- 
дачами экспериментального тура. Они 
не должны были требовать для реше- 
ния слишком много времени и в них 
должна была быть «олимпиадность»: 
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олимпиада 


при решении нужно было проявить 
находчивость, подумать о том, как 
лучше поставить опыт, чтобы полу- 
чить как можно более точный резуль- 
тат. Это, впрочем, относилось как к 
теоретическим, так и к эксперимен- 
тальным задачам. 

Всего жюри отобрало 14 теорети- 
ческих и !Ю экспериментальных за- 
дач. Некоторые задачи повторялись 
в разных классах. Ниже мы публику- 
ем все задачи, которые предлагались 
на олимпиаде (часть из них уже была 
опубликована в «Кванте» № 10, часть 
мы публикуем в этом номере в «Задач- 
нике «Кванта»). 

Каждая из работ участников олим- 
пиады проверялась дважды — вна- 
чале одним из членов жюри, затем 


каждую из задач в работе проверяли 
отдельно «специалисты» по этой задаче. 
Это позволило усреднить требования, 
уменышить вероятность ошибки. Луч- 
шие и худшие работы, кроме того, 
проверялись старшим по варнанту. 

Работой по подготовке задач и про- 
веркой работ руководили: председа- 
тель жюри — академик С. Т. Беляев, 
его заместители — Е. И. Биченков 
и И. Ш. Слободецкий. 

Приведем для примера решения 
двух характерных «олимпиадных» за- 
дач теоретического тура. 

1. Два протона и два позитрона, 
первоначально покоившиеся в вер- 
шинах квадрата со стороной а (рис. 1), 
разлетаются. Отношение их масс 
М/т=2000, а заряды одинаковы. Най- 
ти отношение скоростей протонов и 
позитронов после разлета (на бес- 
конечности). (10 класс). 

Вначале на все частицы действуют 
одинаковые по величине силы. Но 
массы протонов в 2000 раз превышают 
массы позитронов. Это означает, что 
ускорения позитронов будут в 2000 
раз больше ускорений протонов. По- 
этому позитроны быстро разлетятся 
на бесконечность, а затем протоны 
будут разлетаться, взаимодействуя уже 
только друг с другом. Это дает воз- 
можность при вычислении скоростей 
позитронов протоны считать непо- 
ДвиЖнНыми. 

Найдем полную потенциальную 
энергию позитронов до разлета. Если 
бы протонов не было, то потенциаль- 
ная энергия взаимодействия двух 


позитронов была бы равна УЕ 
а 

(т. е. работе, которую нужно затра- 
тить для сближения двух позитронов). 
Потенциал поля, которое создает каж- 
дый из протонов в точке, где находит- 


е 
ся позитрон, очевидно, равен ф= та 


Поэтому полная потенциальная энер- 
гия позитронов будет равна 





[33 е е 
А = зуг +2 в е+2 е= 


аа. 
= (4+ =). 


(Потенциальную энергию взаимо- 
действия протонов мы можем не учн- 
тывать, так как она не меняется — 
протоны неподвижны.) Вся эта энер- 
гия перейдет в кинетическую энер- 
гию позитронов при их разлете. 
Ясно, что скорости позитронов на 
бесконечности одинаковы. Поэтому 


п 
=> = (‹ +=) пи. (1) 


Теперь рассмотрим разлет про- 
тонов. Их потенциальная энергия до 
з 





е 
разлета, очевидно, равна Лз = 8’ 


а полная кинетическая энергия после 
разлета равна Ми? (и — скорость про- 
тонов). По закону сохранения энергии 


2? ь 
а = Ми?. (2) 





Разделив теперь уравнение (2) на 
уравнение (1), получим 


а т 
4У+Е м\о]'’ 
откуда 


и Ит } 
= у м ЗУ5ь! ==0,007. 


2. На гладком столе расположена 
система грузов, изображенная на ри- 
сунке 2. Коэффициент трения между 
грузами М и т равен А. Правый ниж- 
ний груз тянут вдоль стола с силой Р, 
как указано на рисунке. Найти ус- 
корения всех грузов системы. (8 класс). 

Вот как решил эту задачу Вадим 
Мирный (шк. № 2, г. Москва), полу- 
чивший на олимпиаде диплом П сте- 
пени. 

Перенумеруем грузы так, как по- 
казано на рисунке 2. Выберем систему 
отсчета, связанную со столом, и по- 
ложительное направление вправо. 
Тогда никакой из грузов не может 
иметь отрицательного ускорения. 

Пусть вместо грузов 3 и 4 на столе 
стоит столб, к которому привязана 
нить. В этом случае натяжение нити 
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Рис. 1. 


Рис. 2. 


будет наибольшим. Но даже в этом 
случае груз 2 не может иметь ускоре- 
ния, направленного влево. Поэтому 
он вообще никогда не может иметь 
отрицательного ускорения. Ускоре- 
ние груза 3 равно ускорению груза 2, 
а ускорение груза 4 направлено впра- 
во, так как на него действует только 
одна, направленная вправо, сила тре- 
ния о груз 3. 

Докажем, что трение между груза- 
ми Зи4 — всегда трение покоя. Пред- 
положим противное: груз 8 сколь- 
зит по грузу 4. Тогда сила трения 
между ними Ё.р=Атр, а сила натя- 
жения веревки ТГ>Атр, поэтому ус- 
корение груза 2 направлено влево, 
чего не может быть. Поэтому ускоре- 
ния грузов 2, Зи 4 одинаковы. Обоз- 
начим его а.,, а ускорение груза 1 
а;. Теперь рассмотрим два случая. 

Первый случай. Между грузами 1 
и 2 трение покоя и а, =а.. Пусть сила 
трения между ними равна ЁР,, а сила 
трения между грузами Зи 4—Р,; 
сила натяжения нити Т. 


Тогда 
для груза 1 ( Р— 2, = Ма, 
для груза 2 | А — Т = та. 
для груза 3 | ТГ— РЕ. = таз, 
для груза 4 | Е, = Ма.. 


Решая эту систему, получаем: 


Эт -- М 
Ру = эмм) Р, 
Е 
Я, а = Мп 
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Рис. 3. 


Этот же результат можно было по- 
лучить и не решая систему уравне- 
ний. Так как трение между всеми по- 
верхностями — трение покоя, то сис- 
тема грузов движется как твердое 
тело с массой М=2 (М-т): 


= Е 
Е=Ма, а=а,= 2 мт). 


Второй случай. Груз 2 скользит 
по грузу 1. Тогда на груз 1 действует 
сила Е’=ЁЕ — Атя и его ускорение 
равно 

Е — Ет8 
Я = м ы 


Система грузов 2, 3 и 4 движется как 


твердое тело; его масса М=2и- НМ 
и ускорение 


Ата 
= Эт м. 


Ясно, что первый случай осущест- 
вляется, если 


2т - М 
Е =Р 5 (М т) <ЗАТЕ, 


или 
Зет (т-Ё М) 
Е 2т + М 
22т (т-- М 
Если Р< я - &, то осу- 


ществляется второй случай. Реше- 
ние системы уравнений было иеоб- 
ходимым, чтобы определить, какие 
условия соответствуют первому слу- 
чаю, а какие — второму. 


Варианты задач, предложенные 
участникам олимпиады 


В скобках после каждой задачи ука- 
зано число участников, решивших ее. 


Задачи теоретического тура 
8 класс {129 участников) 


1. В герметически закрытом со- 
суде в воде плавает кусок льда мас- 
сы М, в который вмерзла свинцовая 
дробинка массы т. Какое количество 
тепла нужно затратить, чтобы дробин- 
ка начала тонуть? Плотность свин- 
ца 11,Зг/см3, льда 0,9 г/см3, теплота 
плавления льда 80 кал/2. Темпера- 
тура воды в сосуде равна 0” С. (66) 


2. К ящику с двумя клеммами 
подключили: ° 1) амперметр, 2) со- 
противление г=1| ом и 3) источник 
постоянного напряжения У,—=5 в 
(рис. 3). Амперметр показал ток 
Г, =1 а. Когда вместо источника на- 
пряжения И, включили другой источ- 
ник напряжения, У,=20 в, ампер- 
метр показал ток 1.=2 а. Что на- 
ходится внутри ящика? (39) 

Было много решений этой задачи 
с реле, двумя лампочками, одна из ко- 
торых сгорает при большом напряже- 
нии, и т. д. Но задача имеет простое 
и красивое решение. Нашли его не- 
многие. 

3. На гладком столе расположена 
система грузов, изображенная на рн- 
сунке 2 (см. стр. 44). Коэффициент 
трения между грузами М иг равен А. 
Правый нижний груз тянут вдоль 
стола с силой Ё, как указано на ри- 
сунке. Найти ускорения всех гру- 
зов системы. (34) 





Рис. 4. Рис. 5. 


4. Конькобежец на ледяной до- 
рожке старается пройти вираж как 
можно ближе к внутренней бровке. 
Велосипедист на велотреке прохо- 
дит вираж возможно дальше от внут- 
ренней бровки. Как объяснить это 
различие в движении конькобежца 
и велосипедиста на вираже? Про- 
фнль трека изображен на рисун- 
ке 4. (43) 

В этой задаче нужно было пока- 
зать, что хотя, забираясь вверх, ве- 
лосипедист проигрывает в расстоя- 
нии, зато выигрывает в скорости. 

Тем восьмиклассникам, которые 
занимались по старой программе (их 
было всего 12), вместо двух последних 
задач были предложены другие. 

1. Оценить максимальную силу, ко- 
торую будет показывать динамометр, 
присоединенный к плоскостям, закры- 
вающим полусферы с радиусом 
К—=20 см (рис. 5). Полусферы рас- 
тягиваются в противоположные сто- 
роны силами Ё. Атмосферное давление 
равно [ атм. 

2. В стакан с водой, вращающийся 
вокруг своей оси, бросают шарик, 
который плавает на поверхности во- 
ды. В каком месте поверхности будет 
находиться шарик и почему? 

35  восьмикласеников — участнн- 
ков олимпнады це сделали ни одной 
задачи, 32 решили только одну, 26 — 
две, 18 — три. Пятеро решили все 
четыре задачи, хотя и с некоторыми 
неточностями и мелкими погреш- 
НОСТями. 


9 класс (171 участник) 


1. Свет от источника $ двумя пу- 
тями приходит к экрану, проходя че- 





Рис. 6. 





Рис. 7. Рис. 8. 


рез стеклянные кубики А и В длины [ 
каждый (рис. 6). Скорость света в воз- 
духе равна с, в неподвижном стекле — 
и. Насколько быстрее свет пройдет 
по нижнему пути, если кубик В при- 
вести в движение со скоростью и? (77) 

Эту задачу нужно было решить в 
приближении ус и и«с. Многие 
участники, однако, решили задачу 
в общем случае, используя формулы 
теории относительности. 

2. Три тела с массами т:, ть, тз 
могут скользить вдоль горизонталь- 
ной прямой без трения (рис. 7), при- 
чем п »т. и т.>т.. Определить 
максимальные скорости двух край- 
них тел, если в начальный момейт 
временн они покоились, а среднее 
тело имело скорость У. Удары считать 
абсолютно упругими. (43) 

Не следует решать эту задачу 
«в лоб», составляя болыьшсе число 
уравнений. Здесь нужно было поду- 
мать о следствиях условий п. »т, 
и т.>т.. 

3. Шар радиуса Ю соскальзывает 
по лестнице, ширина и высота ступе- 
нек которой а< К (рис. 8). Соударения 
шара со ступеньками неупругие, тре- 
ння нет. Какой наибольшей скорос- 
ти достигнет шар при достаточно 
большой длине лестницы? (16) 

4. В цилиндре с поршнем нахо- 
дится вода, внутри которой в началь- 
ный момент имеется полость объема У 
(рис. 9). Давление ‘паров в полости 
пренебрежимо малб:. Поршень ока- 
зывает на воду постоянное давление Р. 
Какую кинетическую энергию при- 
обретет вода в момент, когда полость 
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Рис. 9. 


исчезнет? Начальная скорость воды 
равна нулю. Силу тяжести можно не 
учитывать. (109) 

5. В камеру сгорания реактив- 
ного двигателя поступает в секунду 
масса т водорода и необходимсе для. 
полного сгорания количество кисло-^ 
рода. Сечение выходного отверстия 
сопла двигателя $, давление в этом 
сечении Р, температура 7° К. Опре- 
делить силу тяги двигателя. (70) 

30 девятиклассников — участни- 
ков олимпиады не решили ни од- 
ной задачи, 45 решили по одной, 51 — 
по две, 29 — по три, 13 — по четыре. 
Только двое сделали все задачи. 


1Ю класс (249 участников) 


1. На рисунке 10 показана часть 
схемы, состоящей из неизвестных 
сопротивлений. Как, имея амперметр, 
вольтметр, источпик тока и соедини- 
тельные провода, можно замерить ве- 
личину одного из сопротивлений, не 
разрывая ни одного контакта в схе- 
ме? (45) 

Задача имеет очень короткое и ин- 
тересное решение. Попробуйте найти 
его. 

2. К маятнику АВ с шариком мас- 
сы М подвешен маятник ВС с шари- 
ком массы т (рис. 11). Точка А со- 
вершает колебания в горизонтальном 
направлении с периодом Т. Найти 
длину нити ВС, если известно, что 
нить АВ все время остается верти- 
кальной. (35) 

3. См. задачу 5 для 9 кл. (120) 

4. Два протона и два позитрона, 
первоначально покоившиеся в вер- 





Рис. 10. Рис. 11. 
шинах квадрата со стороной а (см. 
рис. 1 на стр. 44), разлетаются. Отно- 
шение их масс М/н=2000, а заряды 
одинаковы. Найти отношение ско- 
ростей протонов и позитронов после 
разлета (на бесконечности). (5) 


Главное в этой задаче — понять, 
как будет происходить разлет частиц. 
5. Свет от источника $ по пу- 

ти к экрану проходит через стеклян- 
ный кубик с ребром { (рис. 12). Нас- 
колько быстрее свет дойдет до экра- 
на, если кубик привести в движение 
со скоростью и? Скорость света с, 
показатель преломления стекла п. (97) 
См. замечание к задаче | для 9 кл. 

74 десятиклассника — участвика 
олимпиады не решили ни одной 
задачи, 69 справились только с од- 
ной, 52 —с двумя, 25 — с тремя, 
13 — с четырьмя. Все задачи решил 
только одия участник олимпиады. 


Задачи экспернменталь- 
ного тура 

Выполняя экспериментальную ра- 
боту, важно было нёстолько выпол- 
нить ее правильно, но и сделать это 
просто, остроумно и оригинально. 
Нужно было продумать, нельзя ли 
провести требуемые измерения не- 
сколькими методами. 


8 класс 


'. Определить к. п. д. наклонной 
плоскости с помощью секундомера, 
линейки и бруска. 

2. Найти отношение коэффициен- 
тов трения покоя и скольжения, имея 
планку и две круглые деревянные 
палочки. 


Рис. 12. 


3. Имеются два шарика, подвещен- 
ные на нитях равной длины к одной 
точке, кусочек пластилина и транс- 
портир. Масса одного из шариков 
известна. Определить массу второго. 

4. Иместся два черных ящика. В 
одном из них лампочка, а в другом 
сопротивление. Найти, где что, поль- 
зуясь батарейкой,  амперметром и 
вольтметром. 


9 класс 


1. См. задачу 2 для 8 кл. 

2. Определить удельный вес жид- 
кости с помощью трубки, сосудов с 
жидкостью и линейки. 

3. Определить зависимость периода 
колебаний физического маятника 
(палки с отверстиями) от длины. 
Имеются две одинаковые палки с от- 
верстиями и штатив со штырем, ка 
который можно одеть эти палки. 

4. Определить теплоту плавления 
льда, имея калориметр, термометр, 
лед, меизурки. 


10 класс 


1. Определить э. д. с. и внутрен- 
нее сопротивление источника, имея 
источник с известной э. д. с., микро- 
амперметр, два одинаковых конден- 
сатора, известное сопротивление. 

2. Определить коэффициент пре- 
ломления стеклянной плоскопарал- 
лельной пластинки. 

3. Определить влажность снега 
с помощью калориметра, термометра, 
мензурки и воды. 

4. См. задачу 3 для 9 кл. 

Попробуйте проделать самостоя- 
тельно эти работы. 
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ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 








ИК 


’°’ В ЗАДАЧАХ 
НА РАВНОМЕРНЫЕ 


На вступительных экзаменах по 
математике предлагаются самые раз- 
нообразные задачи на составление 
уравнений. Многие из них относятся 
к категории задач, описывающих рав- 
номерные процессы: перемещение с 
постоянной скоростью, подача воды 
по трубе с постоянной пропускной 
способностью, выполнение работы при 
постоянной производительности тру- 
да, оплата проезда при постоянной 
таксе и другие. 

Часто такне задачи проще всего 
решать геометрически, строя трафик 
зависимости между величинами, о ко- 
торых идет речь в условии задачи. 





Меца) 


Рис. 1. График равномерного процесса. 
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ПРОЦЕССЫ 


Б. А. Кордемский 


На графике равномерный процесс изо- 
бражается прямой линией (рис. 1); 
при этом зависимая и независимая 
переменные у и х связаны между со- 
бой соотношением 


у=Ах-НЬ *). 


Каждая точка М графика изобра- 
жает некоторое «состояние» рассмат- 
риваемого равномерного процесса: 
абсцисса х, и ордината и, точки М 
рассказывают о значениях величин, 
характеризующих процесс. 


Например, при равномерном движении 
тела по прямой, принимаемой за коорди- 
натную ось, график зависимости его коор- 
динаты от времени представляет собой пря- 
мую линию **). 

На рисунке 2 абсцисса и ордината точ- 
ки М. показывают, что некто, проехав на 
такси 3.5 км (ОА км) уплатил за проезд 
45 копеек (ОВ кол). 

На рисунке 3 прямая АД — график 
длины огарка равномерно горящей свечи. 
Отрезок ОА (взятый в масштабе оси Оу) 





*) Вообще прямая линия может зада- 
ваться и соотношением х ==с (у произвольно}, 
но такие уравнения в задачах обычно не 
возникают, поскольку в этом случае у 
не зависит от х. 

**) См. статью Ю. В. Зайчикова 
«Графики двнжения», «Квант» № 6, 1970, 
стр. 39-45. 


означает начальную длину свечи; отрезок ВМ 
(взятый в том же масштабе) — длину огарка 
через { единиц времени (1:=0ОВ в масштабе 
оси Ох). В свою очередь отрезок МС рас- 
сказывает о длине сгоревшей части свечи 
к тому же моменту времени #2, а отрезок ОД 
дает нам время, за которое свеча сгорит пол- 


О МС 20 
ностью. Очевидно, что отношение > = ср 


характеризует скорость, с которой сгорает 
свеча. 

Отметим, что прямую АД на рисунке 3 
можно рассматривать и как график длины 
сгоревшей части свечи, если осью, на ко- 
торой откладывается длина сгоревшей части 
свечи, считать прямую 40 (А — начало 
координат, АА’ — ось временн). 

Этот прием полезен при построенин на 
одном чертеже графиков встречных двниже- 
ний или «встречных» работ (когда одно 
задание выполняют два человека, бас- 
сейн заполняется двумя трубами). 


При решении задач на равномер- 
ные процессы важно научиться пере- 
водить алгебраическое условие задачи 
на геометрический язык графиков. 
При этом нет нужды составлять урав- 
нение прямой линии, изображающей 
равномерный процесс. Для ее по- 
строения в соответствующей прямо- 
угольной системе координат достаточ- 
но знать какие-либо два «состояния» 
этого процесса. 

На рисунке 4 представлена геомет- 
рическая модель следующей задачи 
(текст условия комментируется заме- 
чаниямн о соответствующей геомет- 
рической интерпретации). 

Задача 1. Пароход начали гру- 
зить & подъемных крана одинаковой 
мощности. (Пусть отрезок ОА произ- 


уплачиваемоя сумма (в коп) 


1 
количество копометров 


Рис. 2. График оплаты проезда на такси. 








; с время 


Рис. 3. График длины огарка свечи. 


вольной длины — объем всей работы, 
ОА’ — предполагаемый график рабо- 
ты этих четырех кранов.) После того 
как они проработали 2 часа (ОВ= 
=АВ"=2 часа), к ним присоебчнили 
еще 2 крана меньшей мощности (лома- 
ная АВ’С — график «встречной» ра- 
боты этих двух кранов, отнесенный 
к системе осей ДАД’и АО; масштабы 
на этих осях те же, что и на осях Ох 
и Оу), и после этого погрузка была 
окончена черезЗнаса (ВЕ=З часа; РЕ 
и РЕ’ Ш— количество работы, выпол- 
ненной соответственно четырьмя и 
двумя кранами при их совместиом 
действии). 

Если бы все краны начали работать 
одновременно (новый график работы 
двух кранов — прямая АР, причем 
АР || В*’С), то погрузка была бы окон- 
чена в 4,5 часа (отрезок ОМ=4,5 часа). 


> = 





выполненной работы 


количество 


р: 3, проболжительность 


4.5 рабочего времени 


Рис. 4. Графики работы подъемных кранов. 
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Определить, за сколько часов мог бы 
окончить погрузку один кран меньшей 
мощности. 


Конечно, эту задачу можно решать 
обычным способом: ввести неизвестные и 
составить систему двух уравнений, а затем 
решить ее*). Но привлечение графиков зна- 
чительно облегчает рациональный выбор не- 
известных и нахождение связей между дан- 
ными величинами и искомыми. Решение 
при этом получается короче и наглядиее, 
поскольку появляется совершенно закон- 
ная возможность использовать геометрн- 
ческие свойства, например, подобие треу- 
ГОЛЬниКов. 


Решение. Два маломощных 
крана выполняют всю работу (ОА) за 
ОЕ часов; найдем длину этого отрезка. 
Для этого рассмотрим две пары подоб- 
ных треугольников: 


доОрЕсломм, БЕ Б 


откуда уу =45; 


дСРЕсДЕММ, откуда у =-С, 
5 ОЕ--2—5 

или 45- ОР—45 - Отсюда нахо- 

дим ОЁ = 18. Так как 18 часов — 

время работы двух кранов малой мощ- 

ности, то один такой кран завершит 

погрузку за 36 часов. 

Рассуждения, использующие гра- 
фическую интерпретацию, с успехом 
можно применять для решения и та- 
ких задач, где речь идет о сплавах 
или смесях двух веществ. 

Задача 2. Имеются два сплава 
золота и серебра; в одном количество 
этих металлов находится в отноше- 
нии 2:3, в другом — в отношении 
3:7. Сколько нужно взять от каждо- 
го сплава, чтобы получить 8 ке нового 
сплава, в котором золото и серебро 
были бы в отношении 5: 11? 

Решение. Будем решать зада- 
чу по долям. золота в сплавах. Золото 


составляет —- первого сплава, 


5 


рого и-в-искомого; приведя к общему 


3 
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*) См. Н. П. Антонов, М.Я. Вы- 
годский, В. В. Никитнны, А. И. Сан- 
кин, «Сборник задач по элементарной ма- 
тематике», М., «Наука», 1960, задача № 462. 
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доли массы золота 
В Зкг сплава м3 


и 
0 Ра 8 36 


масса сплава №2 в Зкг сплава +3 


Рис. 5. График массы золота в сплаве № 3. 


знаменателю, получим дроби 


32 2 55 
80: 8, э: 


Пусть мы взяли х кг сплава № 2 
и 8 —х ке сплава № 1. Ясно, что 
масса золота в сплаве № 2 пропор- 
циональна массе х этого сплава, а 
масса золота в сплаве № | пропор- 
циональна массе 8 — х этого сплава, 
то есть линейно зависит от х. Поэтому 
масса золота в сплаве № 3, составлен- 
ном из сллавов № | и №2, также ли- 
нейно зависит от х. Построим график 
этой зависимости в системе координат 
с осями: Ох — «масса сплава №2 


ь 1 
в 8 кг сплава № 3» и Оу— «80 мас- 


сы золота в 8 кг сплава № 3»; 
чится прямая линия (рис. 5). 
Эту прямую можно построить по 

двум ее точкам: (8, 24) и (0, 32). Они 
возникают из граничных значений для 
х: если искомый сплав состоит из х;== 
—=8 кг сплава № 2 (иОкг сплава № 1), 
то, очевидно, и,=24; если же сплав 
№ 3 состоит из 8 кг сплава № 1 (то 
есть х= 0), то м = 32. Теперь нам 
надо найти абсциссу х точки М (крас- 
ной прямой) с ординатой у=25; из 
подобия треугольников получаем 

х _ 32—25 

8-3’ 


полу- 


откуда х=7 (кг). - 


Задача 3. Переплетчик рабо- 
тал над выполнением заказа 9 часов 
чистого рабочего времени; закончить 
работу было поручено другому переп- 
летчику, который сдал ее через 4 часа 
48 минут. Если бы оба переплетчика 
работали вместе, они окончили бы 
переплетные работы за 6 часов 40 ми- 
нут. За какой промежуток времени 
смог бы выполнить всю работу каж- 
дый переплетчик в отдельности? 

В подобных задачах подразумева- 
ется пропорциональная зависимость 
между временем { и количеством А 
выполняемой работы: А =, где коэф- 
фициент Ё характеризует производи- 
тельность труда. 

Удобен прием решения, основан- 
ный на предположенин, что задача 
решена, и на рисунке 6 изображены 
графики соответствующих процессов. 
На самом деле графики на рисунке 
6 мы изобразим произвольно (без точ- 

_ного соответствия числовым данным 
задачи); исследуя их, отыщем подоб- 
ные треугольники, из которых и опре- 
делим интересующие нас величины. 
При этом, строго говоря, нет нужды 
соблюдать масштаб по оси Ох даже 


24 20 
для построения точек =-, и 9. Для 


решения задачи важно лишь то, что 
на «настоящем» рисунке сохранится 
прямолинейность графиков и подобие 
треугольников. 

Решение. Величину всего за- 
каза изобразим на оси Оу отрезком 
ОА (рис. 6). Построим АВ || Ох (соблю- 
дая лишь одно условие: АВ>>9) и 


ось количества 


работы 





у ‚ 
3 
сь времени 


Рис. 6. Графики работы переплстчиков (ус- 
ловные). 


проведем прямую ОВ — график ра- 
боты первого рабочего; абсцисса &; 
({>9) точки В — первое искомое 
время. 

Отметим на оси Ох две точки: = 
и 9, соответствующие моментам време- 
ни 4 час. 48 мин. и 9 час. На прямой 
ОВ отметим точку С с абсциссой 9; 
ордината точки С — это количество 
работы, выполненной первым пере- 
плетчиком за 9 часов. Тогда отрезок 
СС соответствует той части всей ра- 
боты, которая осталась на долю вто- 
рого рабочего. 

Известно, что второй рабочий вы- 


24 
полнил ее за Е. часа, поэтому отме- 


тим на прямой АВ точку Е с абсцис- 
- 24 
сой —=- и построим ЕР=СС. Прямая 
АР — график работы второго пере- 
плетчика. (Этот график отнесен к си- 
стеме осей АВ, АО, на которых вы- 
браны те же масштабы, что на осях 
Ох и Оу.) 
Точка &, пересечения прямой АД 
и оси Ох — второе искомое время. 


2 
Абсцисса $ точки Е пересечения гра- 


фиков ОВ и АБ — время (6 час. 
40 мин.) окончания работ при сов- 
местной работе переплетчиков. 

Выделяя две пары подобных тре- 
угольников (пару с гипотенузами Оф, 
ЕЬ и пару с гипотенузами ОС, ОР). 
образуем две пропорции, из которых, 
учитывая, что ординаты точек Си 2 
равны, получаем два уравнения, каж- 
дое из которых содержит только одно 
неизвестное: 





3 24 
95 12 
9: = 50 › И ОРЕЕ 54 - 
в ТИ 


Решая их, находим #/=15 час, #.= 
=12 час. 

Задача 4 (МГУ, мехмат, 1970). 
Три гонщика А, В, С, стартовав од- 
новременно, движутся с постоянными 
скоростями в одном маправлении по 
кольцевому шоссе. В момент старта 
гонщик В находится перед гонщиком А 
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на расстоянии '/; длины шоссе, а гон- 
щик С — перед гонщиком В на таком 
же расстоянии. Гонщик А впервые до- 
гнал В втот момент, когда В закончил 
свой первый круг, а еще через 10 минут 
А впервые догнал гонщика С. Гонщик 
В тратит на круг на 2,5 минуты 
меныше, чем С. Сколько времени тра- 
тит на круг гонщик А? 

Немудрено запутаться в этой сети пе- 
реплетающихся движений, если следовать 
традиционной, «привычной» схеме состав- 
ления системы уравнений*}. Но вся эта 
сеть становится прозрачной и приводит лишь 
к одному уравнению, если привлечь графики. 

Решение. Пусть Ох — ось вре- 
мени, Оу — ось расстояний (рис. 7), 
ОМ, =1 — длина кольцевого шоссе, 
М.М. — второй «виток» этого же 
шоссе. Точки В, Си Д таковы, что 


ОВ = ВС = СМ, = М,р = 1/3. 


Прямая — ОА — предполагаемый 
график движения гонщика А. Пост- 
роим прямую ОО, | Ох и отметим 
точку ЕЁ ее пересечения с ОА; по усло- 
вию, ВЕ — график движения гон- 
щика В. Пусть х — абсцисса точки Е; 
отметим на оси Ох точку Ё такую, что 
ОЕ =х-Е 10, и проведем прямую 
ЕС | Ох до пересечения с ОА в точ- 
ке С. Тогда, по условию, СС — гра- 
фик движения гонщика С. 

Из рисунка находим 


ор 4 вр 


ИЕ ага 





| 
<’ 
кроме того, по условию, 
1 
С = х--Я,5 - 


Построим СС, Ох; видно, что 
разность путей ЕС — С.С гонщиков 
А иС за время х-Е10 (мин.) равна 


Аб = СЕ = . Получаем уравнение 


4 1 2 
3х «+ 10) 26 + 10) =—. 


Решая его, находим х=20 (мин.). 
За это время гонщик А делает */; кру- 


*) См. статью Н. Н. Колесникова 
«Инсьменный экзамен по математике на 
мехмате МГУ в 1970 году», «Квант» № 3, 
1971, стр. 45—50. 
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га, следовательно, на один круг он 
тратит 15 (мин.). 

В заключение рассмотрим анало- 
гичную задачу, в условии которой 
круговые движения еще более запу- 
таны: 

Задача 5 (МГУ, мехмат, 1970). 
Три гонщика (А, потом В и затем С) 
стартуют с интервалом в 1 минуту 
из одной точки кольцевого шоссе и дви- 
жутся в одном направлении с постоян- 
нами скоростями. Каждый гонщик 
затрачивает на круг более 2 минут. 
Сделав три круга, гонщик А в первый ` 
раз догоняет В у точки старта, а еще 
через 3 минуты он вторично обгоняет 
С. Гонщик В впервые догнал С также 
у точки старта, закончив 4 круга. 
Сколько минут тратит на круг гон- 
щик А? 

Решение. На оси времени Ох 
отмечаем три точки 0, 1, 2 (моменты 
стартов). На оси расстояний Оу от- 
кладываем последовательно четыре 
равных отрезка, символизирующих 
длину кольцевого шоссе (рис. 8). Про- 
ведем параллельно оси Ох вспомога- 
тельные прямые: |, И, Ш, ТУ. 

При пострсении графика ОА дви- 
жения гонщика А выберем произ- 
вольный наклон к оси Ох, но такой, 
чтобы абсцисса х (искомое время) точ- 
ки пересечения прямых ОА и [ удов- 
летворяла условию х>2. Из точки А 
пересечения прямых ОА и И опус- 
каем перпендикуляр на ось Ох и 
отмечаем точку В его пересечения с 





10 " 


Рис. 7. Графикн движения гонщиков, стар- 
тующих одновременно. 


4-6 круг 
3-0 круг 
2-0 круе : 
1-0 круг 1 





Рис. 8. Графики движения гоищиков, стар- 
тующих из одной точки. 


прямой П и точку Зх на оси Ох. Пря- 
мая 1! В — график движения гонщика 
В (всякий обгон при движении по ок- 
ружности и при общей стартовой 
точке означает, что обгоняющий про- 
шел на один круг больше обгоняемого}. 

Аналогичным образом по точке В, 
пересечения прямых 1Ви {М иахо- 
дим точку С на прямой ПТ, определя- 
ем ее абсциссу 2(3х—П)--1 и строим 
график — прямую 2С — движения гон- 
щика С. 

Длину кольцевого шоссе можно 
принять за единицу и найти скорости 
гонщиков (тангенсы углов наклона 
графиков, определяемые из соответ- 
ствующих прямоугольных треуголь- 
НИКОВ): 

2 | 
‚ В Зе} › = —1- 





1 
ЧА= Хх 

Согласно условию задачи в момент 
Зх--З произошел второй обгон гон- 
цкиком А гонщика С, следовательно 
разность пройденных ими `путей (от- 
резок А’С’) равна 2. Составляем урав- 
нение: 


(3-3) —ис (3х) =2, 


или 
+3 З% 1 
х — 5—1 =2. 


Из двух его корней условию удо- 
влетворяет только х=3 (мин.). 


хх лпражнеймя 

1. Арбузы, привезенные на базу, пред- 
назначены для двух магазинов. Первый 
магазин сразу приступил к перевозке ар- 
бузов и перевозил их ежедневно одикаковыми 


весовыми порциями. Второй магазин присту- 
пил к перевозке арбузов на @ дней позже и так- 
же перевозил их одинаковыми, но иными, чем 
первый магазин, весовыми порциями. При 
этих условнях через $ дней, прошедших 
от начала перевозочных операний на базе 
осталась половила первоначального коли- 
чества арбузов. За сколько дней были вы- 
везены все арбузы с базы, если перевозку 
магазины закончили одновременио и вес 
арбузов, полученных первым магазином, ра- 
вен весу арбузов, полученных вторым мага- 
зином? 


2. (МГУ, биофак, 1968). Бак наполня- 
ется водой с помощью нескольких насосов. 
Сначала включияи три иасога одинаковой 
производительности, а через 2,5 часа после 
начала их работы подключили еще два 
насоса другой, но тоже одкнаковой произ- 
водительности. В результате через | час пос- 
де подключения двух масосов воды в баке 
до полного объема не хватало 15 м3, а еще 
через час бак был полон. Один из двух под- 
ключенных позже насосов мог бы наполнить 
бак за 40` часов. Найти объем бака. 


3. (МГУ, химфак, 1970). Из пункта Ав 
пункт В выехал автомобиль и одновременно 
нз пувкта В в пункт А выехал велосипедист, 
После встречи они продолжали свой путь, 
Автомобиль, доехав до пункта В, тотчас 
повернул назад и догнал велосипедиста че- 
рез два часа после момента первой встречи. 
Сколько времени после первой встречи ехал 
велосипедист до пункта А, если известно, 
что к моменту второй встречк он проехал 2» 
всего пути от В до А? 


4. Два спортсмена выбегают. одновре- 
менно (первый — из Ав В, второй — изВвА) 
и встречаются на расстоянинам от А. Поо- 
бежав дорожку АВ до конца, каждый из 
них поворачивает обратно. и онн вновь 
встречаются на расстоянии В м от В. Найти 
длину дорожки *). 


5. (МГУ, мехмат, 1970). Два бегуна старту- 
ют из одной точки кольцевой дорожки стадио- 
на, атретий бегун стартует одновременно с 
ними в том же направлении нз диаметрально 
протнвоположной точки. Пробежав 3 круга, 
третий бегун впервые после старта догнал 
второго. Через 2,5 минуты после этого пер- 
вый бегун впервые догнал третьего. Сколько 
кругов в минуту пробегает второй бегун, 
если первый обгоняет его один раз через 
каждые 6 минут? 


*} Зто — задача № 190 изкниги Н.С. 3 а- 
логина «Конкурсные задачи по матема- 
хикез. Киев, 1964. Использование графиков 
подскажет полное условие существования 
решения этой задачи: За > 26, ускользнувшее 
от внимания автора книги (он указывает 
лишь условие За>ф, не являющееся доста- 
течи). 
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Л.Г. АСЛАМАЗОВ 


Какие условия накладываются 
на снлы, приложенные к телу, если те- 
ло находится в покое? Ответ на этот 
вопрос даёт статика. 

Прежде всего ясно, что сумма всех 
сил (разумеется, векторная) должна 
быть равна нулю. В противном слу- 
чае по И закону Ньютона тело обяза- 
тельно двигалось бы с ускорением. 
Но одного этого условия недостаточиб: 
Если, например, приложить к телу 
две силы, равные по величине, но про- 
тивоположно направленные (и такие, 
чтобы линии их действия не совпада- 
ли), то, счевидно, векторная сумма 
сил равна нулю, но тело не будет на- 
ходиться в покое — оно будет вра- 
щаться (рис. 1). 

Вторым условием, которому долж- 
ны удовлетворять силы, являет- 
ся равенство нулю суммы их момен- 
тов относительно какой-либо точки. 
Напомним, что моментом силы Р от- 
носительно точки О (рис. 2) назы- 
вается произведение Ё-й, где Йй— 
расстояние от точки О до линии дей- 


| 






Рис. 1. 


ствия силы (плечо силы). Момент поло- 
жителен, если сила стремится вращать 
тело против часовой стрелки, и отри- 
цателен в противоположном случае. 

Точку О можно выбирать произ- 
ЕОЛЬНО. В самом деле, если сумма 
всех сил, приложенных к телу, равна 
нулю и сумма моментов всех сил отно- 
сительно какой-либо точки О равна 
нулю, то сумма моментов относительно 
любой другой точки О, также равна 
нулю. Рассмотрим момент силы Е, дей- 
ствующей на тело {рис. 2), относи- 
тельно точки Оу: 


Ев, =ЕР(й—а с0$ а) =Ей—аЕЁ с0$ ©. 


Величина РЁ с0$ @& — это проекция си- 
лы РЕ на направление ОО,. Так как 
векторная сумма всех сил, по услевию 
равна нулю, то исумма их проекций на 
любое направление тоже равна нулю. 
Поэтому ХР. =ХРИ—аХЕ с03 9—0. 

Итак, для того чтобы тело находи- 
лось в покое, должны быть равны 
нулю векторная сумма всех сил и ал- 


= 
= 





= 


= 


Рьс. 2. 


гебранческая сумма (то есть сумма с 
учетом знаков) моментов всех сил от- 
восительно произвольной — точки. 
Часто бывает удобно пользоваться 
следствием первого условия — равен- 
ством нулю алгебраической суммы 
проекций всех сил на произвольно 
выбранное направление. 

Казалось бы (поскольку направ- 
ление, на которое мы проектируем 
силы, и точка, относительно которой 
мы считаем моменты, могут быть про- 
нзвольными), выбирая различные на- 
правления и различные точки, можно 
получать сколько угодно уравнений 
для нахождения сил, приложенных к 
телу. Однако это не так. Часть полу- 
ченных уравнений окажется следст- 
вием других. Для случая, когда все 
силы лежат в одной плоскости, можно 
записать всего три уравнения. 

Какими именно условиями равно- 
весия удобнее пользоваться, зависит 
от конкретной задачи. 

Задача 1. Труба массы т лежит 
на земле. Какое минимальное верти- 
кальное усилие надо приложить для 
того, чтобы приподнять ее за один из 
концов (рис. 3)? 

Задача решается в одну строчку, 
если воспользоваться уравнением 
моментов относительно точки О 


те —Е!-=0 ({ — длина трубы), 


откуда Р ==. Правильный выбор 


точки позволил сразу же исключить 
из рассмотрения неизвестную силу М, 
которая нас в этом случае не интере- 
совала. 





Рис. 3. 





Задача 2. К вертикальной глад- 
кой стене в точке А на веревке длины 
1 подвешен шар массы ла (рис. 4). Чему 
равны сила натяжения веревки Т и 
сила давления шара на стенку М, 
если раднус шара равен К? 

Воспользуемся уравнением момен- 
тов относительно центра шара 0. 
Моменты сил ше и № относительно 
точки О равны нулю. Следовательно, 
линня действия силы натяжения Т 
также проходит через центр шара. 

В качестве двух других условий 
можно взять, например, равенство 
нулю проекций всех сил на горизон- 
тальное и вертикальное направления: 


Т соза=тв, Тзпа=М. 


] в 
Из чертежа находим, что зп а=-7 д, 


_ УЕ 
а со$ ИИ - АДУ : 


В некоторых случаях оказывается 
удобным пользоваться только уравне- 
ниями моментов. 
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Задача 3. Шар массы т опирается 
на две гладкие плоскости, образую- 
щие двугранный угол. Нижняя плос- 
кость наклонена к горизонту под 
углом ©, а верхняя — под углом В к 
нижней (рис. 5). Определить силы, 
с которыми шар давит на плоскости. 

Запишем уравнение моментов отно- 
сительно точки ДА: 


твВ эта— М.В эт В =0. 


тр п @ 
т В 
Сила М, так же легко находится 
из уравнения моментов относительно 
точки В: 


№, В зтВ—тоВ эт (В - а)=0, 


_ таят (В--°) . 

ияя №, = т МЫ 

Во многих случаях равновесие 
становится возможным только благо- 
даря силам трения, которые уравно- 
вещивают приложенные силы. При 
этом важно понимать, что сила трения 
покоя не всегда равна АМ (Е — коэф- 
фициент трения, № — сила нормаль- 
ного давления). Это выражение дает 
только максимально возможное зна- 
чение силы трения. Так, например, 
сила трения, действующая на тело, 
покоящееся на наклонной плоскости 
с углом наклона «, просто равна со- 
ставляющей силы тяжести, параллель- 
ной наклонной плоскости: Ёаэр= 
= т а. Она становится равной 
ЕМ = тв с0$% только в момент начала 
движения при ©==агс& А. Натело, ле- 


Отсюда №. = 





Рис. 5. 





Рис. 6. 
жащее на горизонтальной плоскости 


(«=0), сила вообще не 
действует. 

Разберем типичный пример задачи 
с трением. 

Задача 4. К совершенно гладкой 
вертикальной стенке приставлена ле- 
стница массы т, наклоненная под 
углом < к горизонту. Как направлены 
и чему равны силы. действующие на 
лестницу со стороны стенки и пола? 

Для решения задачи спроекти- 
руем все силы, действующие на лест- 
ницу, на горизонтальное и верти- 
кальное направления и воспользу- 
емся уравнением моментов относи- 
тельно точки В (рис. 6): 


трения 


1 . 
15-5 с0$ 9— № дЁ © = 0, 


где /— длина лестницы. Из этого урав- 
нения находим,что давление на стен- 


ку МА = ео. а. 


ТЕ 
Сила трения Р.р = Мл = 2 ва, а 
давление на пол №; = п, Сила реак- 
цин пола равна векторной сумме сил 
Мв и Бур: 
Нее ЕД О А ры 
9=У м, У заес 
и наклонена к горизонту под углом 
МВ 
В— ага Е = атс\я (248 а). 


Линию действия этой силы можно 
получить построением: она должна 


проходить через точку О пересечения 
линий действия сил МА и то, так как 
сумма моментов всех сил относительно 
этой точки также равна нулю. 
Таким образом, мы получили, что 
для достижения равновесия сила тре- 


ния должна равняться ОЕ СЕ @) ‘Это 


возможно, если коэффициент трения 


Етр са _ ща 3 
в = ть" При #=-5 си 


т 
ла трения ПЕ сё5 о равна максималь- 





ному возможному значению АМ в; при 
болыших А для достижения равновесия 
достаточно некоторой части макси- 
мальной возможной силы трения. 
Заметим, что нужное для равно- 
весия значение # зависит от угла: при 
©, близком к нулю (лестница почти го- 
ризонтальна), нужен большой коэф- 
фициент трения, а при приближении 


о. К -5- он стремится к нулю. 


Задача 5. Какой минимальной го- 
ризонтальной силой можно опроки- 
нуть через ребро куб, лежащий на 
горизонтальной плоскости? 

Обычно при решении такой задачи 
исходят из того, что при опрокидыва- 
нии момент приложенной силы РЁ от- 
носительно оси вращения О (рис. 7) 
уравновешивает момент силы тяжести. 
Это, конечно, правильно: Но почему 
мы при этом не учитываем момента 
силы давления со стороны пола №? 
На этот вопрос часто отвечают невер- 
0. Дело в том, что сила М не всегда 





Рис. 7. 


проходит через центр кубика. Когда 
мы прикладываем к кубику силу Е, 
линия действия силы № (равнодейст- 
вующей сил давления) смещается в 
сторону точки О, а в момент опроки- 
дывания сила № проходит через эту 
точку, и ее момент равен нулю. 

Выбором точки О для уравне- 
ния моментов мы исключаем из рас- 
смотрения силу реакции пола и упро- 
щаем решение задачи. Ясно, что сила 
Е будет минимальной, когда она при- 
кладывается к верхней грани куба и 
равна т. 

При любом ли коэффициенте тре- 
ния между кубиком и полом возможно 
такое опрокидывание? Очевидно, нет. 
Для опрокидывания необходимо, что- 


т 
бы при Р = 5 кубик еще не начал 


скользить по плоскости. — Следова- 


т 
тельно, Е, ршах=#та, или Ё > : 


Интересно, что кубик можно опро- 
кинуть и при меньшем коэффициенте 
трения силой, меньшей чем и . По- 


думайте, как при этом надо напра- 
вить силу. 


Упражнения 


1. Каков должен быть коэффициент тре- 
ния для того, чтобы клии, заколоченный в 
бревно, не выскальзывал из него? Угол при 
вершине клина равеи 30°. 


2. На наклонной плоскости с углом на- 
клона к горизонту @& стоит цилиндр радиу- 
са г. Какова наибольшая высота цилиндра, 
при которой он еще не опрокидывается? Ци- 
линдр сделан из однородного матернала. 


3. Колесо радиуса г и массы т стоит 
перед ступенькой высотой й. Какую наимень- 
шую горизонтальную силу Е надо прило- 
жить к оси колеса, чтобы оно могло под- 
виться на ступеньку? 


8. На земле лежат вплотную два одина- 
ковых бревна цилиндрической формы. 
Сверху на них кладут такое же бревно. При 
каком минимальном коэффициенте трения 
между бревнами они не раскатятся? » 

5 
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Заочная олимпиада 
Азиатской части СССР 


Мы публикуем тексты задач заоч- 
ной олимпиады по математике, физи- 
ке и химии для учащихся школ и дру- 
гих средних учебных заведений Сиби- 
ри, Казахстана, Дальнего Востока и 
Средней Азии. 

Те, кто успешно справятся с за- 
дачами заочной олимпиады, будут 
приглашены на областные, краевые, 
республиканские олимпиады на рав- 
ных правах с победителями район- 
ных олимпиад. Приглашения будут 
рассылаться органами народного об- 
разования по домашним адресам. Луч- 
шие из победителей областных н рес- 
публиканских олимпиад примут уча- 
стие в заключительном туре Всесоюз- 
ной олимпиады, а также будут прн- 
глашены в летнюю школу Сибирско- 
го отделения Академии наук СССР. 

После каждой задачи в скобках 
указаны классы, для учеников кото- 
рых она предлагается, однако мож- 
но попробовать свои силы и на зада- 
чах для более старших классов. Что- 
бы стать победителем олимпнады, не 
обязательно решить много задач. 
Иногда достаточно остроумного ре- 
шения одной. Но решить задачу — 
это не значит только дать ответ; нуж- 
но обязательно обосновать его, дать 
точное доказательство. Задачи не тре- 
буют никаких знаний, выходящих за 
пределы программы средней школы. 
Решения задач по каждому предмету 
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должны высылаться в отдельном кон- 
верте стандартного формата. На кон- 
верте укажите название предмета. 
В письмо нужно вложить согнутый 
вдвое конверт с обратным домашним 
адресом и маркой; в этом конверте 
вам пришлют извещение о результа- 
тах работы. Решения надо писать 
очень разборчиво. Условия задач не 
переписываются, но указываются их 
номера. 


В начале письма не забудьте ука- 
зать (разборчиво): 

1. Свою фамилию, имя и отчество. 

2. Почтовый домашний адрес (под- 
робный). 

3. Класс, школу, училище, техни- 
кум и т. д., адрес. 

4. Фамилию, имя и отчество свое- 
го учителя по данному предмету. 


Последний день, когда вы еще мо- 
жете послать решение, — 1 февраля 
1972 года по почтовому штемпелю. 
Письма, отправленные позже, рас- 
сматриваться не будут. 

Участники олимпиады направля- 
ют решения по адресу: Новосибирск, 
90, Олимпиада. 

Желаем всем участникам олимпиа- 
ды самых болыших успехов. 


Комитет по проведению олимпиад 
Сибирского отдедения 
Академии наук СССР 


МАТЕМАТИКА 


1. На плоскости даны три точки 
Рь, Ро, Рз, не лежащие на одной пря- 
мой. Четвертая точка А, отличная от 
них, симметрично отражается относи- 
тельно Р!, полученная точка симмет- 
рично отражается относительно Р,, 
новая точка отражается относительно 
Р., затем относительно Р,, Р,, Р., 
Р: и так далее. Обязательно ли на 
некотором шаге полученная точка сов- 
падает с первоначальной — точкой 
А? {10) 

2. В окружность вписывается че- 
тырехугольник, после чего в каждый 
из четырех образовавшихся сегментов 
вписывается окружность, касающая- 
ся соответствующей стороны четырех- 
угольника в ее середине (рис. 1). Для 
какого четырехугольника сумма длин 
полученных четырех окружностей 
будет наименьшей? (30) 

3. Легко доказать, Что квадраты 
10х10, 20Ж20, 30.30 ит. д. покры- 
ваются фигурами вида 


из пяти клеток, а квадрат 5х5 — 
нет (сторона клетки принята за еди- 
ницу). 

Можно ли покрыть такими фи- 
гурами квадраты 15х 15, 25х95, 35Х 
Хх 35 ит. д.? (9—10) 

4. На бесконечном листе клетча- 
той бумаги выбрано пять узлов (уз- 
лом называется точка, где пересека- 
ются линии сетки). Докажите, что 
из этих пяти узлов наверняка можно 
выбрать два таких, что соединяющий 
их отрезок проходит еще через один 
узел сетки. ©9—10) 

5. Проведите хорду, которая де- 
лится двумя данными радиусами дан- 





Рис. 1. 


ной окружности в данном отношении 
КК: Юз. 9—10) 

6. Впишите в данный треуголь- 
ник АВС параллелограмм ВММК 
так, чтобы точки К, М, М лежали на 
сторонах АВ, ВС и АС соответствен- 
но и чтобы диагональ КМ имела за- 
данную длину. (9) 

7. Докажите, что число 11...11, 
записываемое 2” единицами, имеет 
не менее 2” различных делителей 
(включая 1 и само это число). (8—9) 

8. Докажите, что в прямоуголь- 
ном треугольнике отнощение квадра- 
та радиуса вписанной окружности 
к сумме квадратов длин меднан, про- 
веденных из острых углов, не пре- 
восходит 1/5. (8—9} 

9. В десяти рюкзаках находится 
50 банок консервов, причем в разных 
рюкзаках — разное количество ба- 
нок. Разрешается «уравнивать» коли- 
чество банок в двух рюкзаках, то есть 
из рюкзака с болышим количеством 
банок перекладывать в рюкзак с мень- 
шим количеством несколько банок 
так, чтобы разница в количестве ба- 
нок в них стала минимальной. 
Докажите, чо через некоторое 
число таких «уравниваний» можно 
добиться того, чтобы в каждом рюк- 
заке оказалось ровно по 5 ба- 


нок. (8} | 


10. В одной из двух изолирован- 
ных комнат находится электрическая 
лампочка, а в другой — пять выклю- 
чателей, один из которых подсоединен 
к лампочке. Двум экспериментаторам 
требуется узнать, какой именно вы- 
ключатель соединен с лампочкой, дей- 
ствуя следующим образом. Они рас- 
ходятся по разным комнатам, один 
щелкает (как угодно) выключателя- 
ми, другой следит за лампочкой, а 
потом они встречаются. 

Как им решить задачу (часов у 
них нет)? (8) 

11. Докажите, что т?-НТ не делит- 
ся на 19 ни при каком целом т. (8) 


ФИЗИКА 


1. Соломинка длины {, массы М 
падает, сохраняя вертикальное по- 
ложение. По ней ползет муравей мас- 
сы т с постоянной скоростью 9. Ка- 
кую работу совершит муравей, перей- 
дя от одного конца соломинки до 
другого? 

Сопротивлением воздуха пренеб- 
речь. (8) 

2. Устойчиво ли равновесие ли- 
нейки, симметрично лежащей на за- 
крепленном цилиндре. 

Проскальзывания нет. Все разме- 
ры заданы. (8—9) 

3. В кастрюле с тяжелой крыш- 
кой вскипятили воду. Кастрюлю сня- 
лн с плиты, после чего в спокойную 
воду насыпали чайную заварку. Во- 
да бурно закипела. Объясните это 
явление. (8—9) 

4. Плоскую фигуру разрезали на 
две части по прямой, проходящей че- 
рез центр тяжести. Равны ли массы 
этих частей? (8) 

5. На гвозде висел, а потом начал 
соскальзывать однородный канат дли- 
ны С. Вес куска каната единичной 
длины равен 4. Найти силу давления 
каната на гвоздь, когда расстояние 
между его концами равно {. Тренн- 
ем пренебречь. (8—10) 

6. Почему спицы велосипедного 
колеса располагают не по радиусу, 
а слегка наискось? (рис. 2) (9) 
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Рис. 2. 


7. Указать направление сил тре- 
ния, действующих на передние и 
задние колеса автомобиля, если толь- 
ко задние — ведущие. (8) 

8. На дне герметически закупо- 
ренного сосуда, до верху наполненно- 
го водой, находятся два одинаковых 





Рис. 3. 


пузырька воздуха (рис. 3). Давление 
на дне равно р. Один из пузырьков 
всплывает. Каким станет давление на 
дне? (9—10) 

9. Почему конькобежец при тор- 
можении сводит носки коньков, а не 
пятки? (9—10) 

10. На тележке массы М закреп- 
лена коробка, масса которой пренеб- 





режимо мала. К верхней грани ко- 
робки прикреплен маятник ({рнс. 4). 
Длина маятника [, масса груза т. 
Пренебрегая трением тележки о го- 
ризонтальную плоскость, найти перн- 
од малых колебаний маятника. (9—10) 

И. Две концентрические сферы с 
радиусами Ю, и Ю. заземлены (рис. 5). 


®. 


Рис. 5. 


Между сферами на расстоянии г от 
их общего центра находится заряд 0. 
Найти полные заряды на каждой из 
сфер. (10) 

12. На аноде триода с плоскими 
электродами поддерживается напря- 
жение и (рис. 6). Катод лампы за- 
землен, а сетка изолирована. Площадь 





Рис. 6. 


пластин 5, расстояние между анодом 
и катодом Ё, между катодом и сет- 
кой — [. При каком заряде на сетке 
ток через лампу прекратится? (10) 


ХИМИЯ 
8 класс 


1. При синтезе из элементов амми- 
ака выделяется 11 ккал/моль, а при 
синтезе из элементов  гидразина 
(М.Н .) поглощается 10 ккал/моль. 
Определите энергию связей М—Н 
и М — М, если энергия связи в мо- 
лекулярном водороде 104 ккал/моль, 
а в молекулярном азоте 170 ккал/моль. 

2. Известно, что в некоторых при- 
родных силикатных минералах анио- 
ны имеют структуры, в которых тет- 
раэдры $10?- образуют бесконечные 
двумерные цепи таким образом, что 
некоторые из атомов кислорода при- 
надлежат одновременно двум тетраэд- 
рам. (Такие атомы кислорода назы- 
вают мостиковыми.) Какова будет фор- 
мула аниона минерала, в котором 
три атома кислорода в любом тетраэд- 
ре $102 являются мостиковыми? На- 


рисуйте фрагмент структуры этого 
аниона. Какие минералы с таким анио- 
ном вы знаете? Каковы их механи- 
ческие свойства и как они связаны 
со структурой минерала? 

3. Известно, что ацетат натрия 
СН.СООМа гораздо легче образует 
пересыщенные растворы, чем хлорн- 
стый натрий. Предложите объясне- 
ние этому явлению. 

4. Образец магниевой стружки 
сожгли на воздухе и золу растворили 
в 60 мл 1 М соляной кислоты. На 
нейтрализацию этого раствора пошло 
12 мл 1 М раствора едкого натра. 
После добавления избытка щелочи 
раствор прокипятили, а выделивший- 
ся при этом газ пропустили в колбу 
с 10 мл | М соляной кислоты. На ней- 
трализацию раствора в колбе пошло 
6 мл 1 М раствора едкого натра. Оп- 
ределите вес образца магния и про- 
центный состав золы. 


9 класс 


1. Растворимость Йода в воде со- 
ставляет 0,00134 моль/л, а в 0,0070 М 
растворе йодида калия — 
0,0048 моль/л. Рассчитайте раствори- 
мость йода в 0,1 М раствора йодида 
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калия. Покажите, что определенная 
вами величина растворимости не за- 
висит от предположения о том, в ка- 
кой из анионов — Тз или {5 — пере- 
ходит йод при растворении в растворе 
йодистого калия. 

2. Известно, что в солянокислых 
растворах металлический барий явля- 
ется более сильным восстановителем, 
чем кальций, а в щелочных раство- 
рах — наоборот, кальций является 
более сильным восстановителем, чем 
барий. Объясните это явление. 

3. В сосуде содержатся молекулы 
водорода (Н.), дейтерия (2.) и дейте- 
роводорода (НО) общим количеством 
10° молекул. Анализ этой смеси по- 
казал, что количество атомов дейте- 
рия в ней составляет 0,1 ат%. Опре- 
делите, каково содержание молекул 
каждого сорта в этой смеси, если рас- 
пределение атомов дейтерия по раз- 
личным сортам молекул носит слу- 
чайный характер. 

4. Соединение А — слегка окра- 
шенный газ, который легко раство- 
ряется в воде без выделения каких- 
либо газообразных продуктов, обра- 
зуя кислый раствор Б. Если 32,5 мг 
газа А растворить в воде, то на нейт- 
рализацию полученного раствора по- 
требуется 10 мл 0,1 М раствора ед- 
кого натра. Раствор Б не реагирует 
с растворами азотнокислого серебра 
и йодистого калия, но дает белый оса- 
док с раствором азотнокислого каль- 
ция. При взаимодействии раствора 
Б с раствором закисного сернокисло- 
го железа, подкисленного концентри- 
рованиой серной кислотой, раствор 
приобретает коричневую окраску. 
Когда раствор Б взаимодействует с 
алюминием и избытком едкого нат- 
ра, выделяется газ В, который изме- 
няет цвет влажной индикаторной 
бумаги. Раствор Б при длительном 
пребывании в стеклянной колбе 
разъедает ее. Определите соединение 
А и напишите уравнения всех опи- 
санных реакций. 





10 класс 


1. Определите, к какой величине 
стремится отношение констант пер- 
вой и второй ступеней диссоциации 
:/Е для органических двухоснов- 
ных кислот типа НООС —(СН.ь)п — 
СООН с увеличением длины углево- 
дородной цепи. Почему у кислот с ко- 
роткими цепями отношение А,/Ё. зна- 
чительно отличается от полученной 
вами величины? 

2. Вещество, именуемое 3-метил- 
5-этилпиразолом, в действительно- 
сти является смесью изомерных со- 
единений, находящихся в подвижном 
равновесин. Какие это соединения? 
Пояснение: пиразол — пятичленное 
гетероциклическое соединение соста- 
ва С.Н .М№.. Два атома азота в цикле 
непосредственно связаны друг с дру- 
гом. Нумерация атомов, образующих 
цикл, начинается с того из атомов 
азота, который образует связи с боль- 
шим числом других атомов, и продол- 
жается в сторону второго атома азота. 

3. Охарактеризуйте  сравнитель- 
ную силу пентаметилбензойной, пен- 
тафторбензойной и бензойной кислот. 

4. В результате взаимодействия 
соли карбоновой кислоты с бромом 
была получена неорганическая соль 
и смесь двух газообразных веществ. 
Полученная соль очень мало раство- 
рима в воде, но значительно лучше 
растворяется в водных растворах ам- 
миака и галогенидов щелочных ме- 
таллов. Кроме того, эта соль разла- 
гается при действии света. При про- 
пускании смеси газообразных про- 
дуктов через раствор гидроокиси каль- 
ция один из них полностью погло- 
щается и при этом осаждается белое 
кристаллическое вещество. Прошед- 
шее через раствор вещество при взаи- 
модействии с натрием превращается 
в газообразный углеводород, 13,4 г 
которого при 50° С и 600 мм ртутно- 
го столба занимают объем 15 л. На- 
пишите уравнения реакций, о кото- 
рых идет речь. 


м 
СЯ 





РЕЦЕНЗИИ. БИБЛИОГРАФИЯ 





От галактик 
до элементарных 


частиц 


Издательство «Атомиз- 
дат» в 1970 году выпустило 
любопытную книгу Ф. С. За- 
вельского «Взвешивание ми- 
ров, атомов и элементарных 
частиц» *). Сам автор следую- 
щим образом определил ос- 
новную идею своей книги: 

«Описывая устройство ка- 
кой-нибудь конструкцин, 
обычно чертят несколько ес 
проекций (вид сверху, вид 
сбоку, ...}. Если конструкция 
сложная, то, кроме этого, 
вычерчивают одии или не- 
сколько ее разрезов и притом 
так, чтобы сечення прошли 
через наиболее сложные узлы. 

В этой книге дан «разрез» 
Мира по массе. Масса являет- 
ся одной из основных харак- 
теристнк вещества, поэтому 
естественно, что рассказ о ней 
в той или иной мере затрагн- 
вает целый ряд важных науч- 
ных и технических проблем». 

Действительно, все тела, 
начиная от мельчайших эле- 
ментарных частиц и кончая 
Вселенной, обладают мас- 
сой — этой универсальной ха- 
рактернстикой материи. Ав- 
тор начинает свой рассказ 
с описания конструкции са- 
мых древних весов и единиц 
измерения и заканчивает его 
проблемамн, над которыми 
думают физики наших дней. 

Сравнительно недавно фи- 
зики научились измерять ве- 
лнчину массы различных эле- 
ментарных частиц, а астро- 
номы — определять массы 
звезд и галактик. О том, ка- 
кими методами они при этом 





*) Ф.С. Завельский, 
Взвешивание миров, атомов 
и элементарных частиц, 
Атомиздат, 1970 г., 31000 экз., 
цена 31 коп. 


пользуются, и рассказано в 
книге Ф. С. Завельского. 
Но это лнить одна сторона 
рассматриваемой автором 
проблемы измерения массы. 

Вторая сторона проблемы, 
также рассмотренная авто- 
ром, состоит втом, что само 
понятие массы тела по мере 
развития физики видоизменя- 
лось и углублялось. Ф. С. За- 
вельский в своей книге по- 
казывает, как зародились и 
сформировались научные 
представления о массе, как 
они изменялнсь со временем. 

В механике Ньютона мас- 
са тела — постоянная велн- 
чина, не зависящая от ха- 
рактера движения этого тела. 
В специальной теории отно- 
снтельности масса тела из- 
меняется с изменением ско- 
рости его движения. Кроме 
того, даже у покоящегося 
тела оказался огромный запас 
энергии, однозначно опреде- 
ляемый массой тела по зна- 
менитой формуле ЕЁ = тсё?. 
Выяснилось также, что об- 
разование системы взанмо- 
действующих тел неизбежно 
связано с потерей некоторой 
доли массы тел, входящих в 
систему. Но и сегодня, после 
всех этих открытий, физики 
не считают, что им уже все 
известно о том, что же такое 
масса. 

Орнгииальный подход ав- 
тора к проблеме массы за- 
ставил его привлечь в свою 
книгу весьма обширный ма- 
териал из областн физики 
и астрономки. Это богатство 
материала сделало книгу 
очень интересной, но с не- 
избежностью привело к тому, 
что в некоторых ее местах 
нзложение рассматриваемых 
вопросов оказалось слишком 


ОЗОЕШИПАННЕ 
мпрРов, 


3 
ЭАРМЕМАРНЫХ 
ЧАСТИЦ 





беглым, поверхностным. Не- 
редко автор скороговоркой 
сообщает об идее какого- 
либо измерения, не позволяя 
читателю вникнуть поглубже 
в суть этого метода. Это ска- 
зывастся даже в тех местах, 
где речь идет об определе- 
ниях основиых понятий, на- 
пример, в седьмой главе пер- 
вой части при определении 
веса и массы. Но что поде- 
лать,— ведь в книгах суще- 
ствует «закон сохранення 
объема», вследствие которого 
широта изложения в какой-то 
мере неизбежно связана с 
уменынением его глубины. 

Книга Ф. С. Завельского 
является, безусловно, ин- 
тересиой попыткой обозреть 
обширный круг проблем, 
связанных с измерением мас- 
сы. Прочитав эту книгу, 
узнаешь много интерескых 
фактов, получишь более от- 
четливое представление отом, 
как сложна и многообразна 
проблема измерення массы 
различных тел. Ну, а для 
тех, кто захочет поглубже 
изучить какой-либо из за- 
интересовавших его в книге 
вопросов, автор дает в конце 
ее список дополнительной 
литературы. 


В. А. Лешковцев 
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ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 





К заметке «Найдите ошибку» 


Мы нашли в треугольнике АВО такую 
точку, что сумма расстояний от нес до то- 
чек А и Би удвоенного расстояния от нее 
до точкн В минимальна. 


К статье «Графики зв задачах 
на равномерные процессы» 


т. 6+ У — а) дней. 


2. 60 м3. 

3. 8 часов 45 мин. 

4. За—ф. Заметьте, что, согласно ус- 
ловию задачи время до второй встречн боль- 
ше, чем время, затрачиваемое каждым из 
спортсменов (ин, в частности, вторым спорт- 
сменом) на весь путь АВ. Отсюда н полу- 
чается условие За— 2 В>0. 

5. Полкруга. 


К статье «Статика» 


1. Для равновесия клина необходимо, 
чтобы вертикальные составляющие силы 
давления № и силы трения Е были 
равны: Ё с0о$ а = М та, где 2& — угол 
при вершине клина. Коэффициент трения 


Е 
Е бу = {а = 15° =0,268. 


_ 2. В=2г ов. В момент опрокидывания 
сила тяжести, действующая на цилиндр, 
должна проходить через границу основания. 


3. Из уравнения моментов относитель- 
но точки касання колеса и ступеньки по- 
лучаем: РЁ (г) = пе Уп-— (- В}, то есть 


р— тв УЕ. 


г—_й 
1 
м 
21+ 3 


К «Зедачам о шахматном турнире» 


(см. «Квант № 0, стр. 25) 

1. Участник, занявший второе место, 
набрал не более 6 очков. В противном слу- 
чае он либо занял бы первое место, либо 
делил первое — второе. С другой стороны, 
участники, занявшие пятое — восьмое мес- 
та. уже в своем «собственном турнире» на- 
брали 6 очков. Из этого следует, что онн 
пронгралн все партии шахматистам, заняв- 
шим первые четыре места. 


2.7 или 14. 
4. Воспользоваться принципом Дирихле. 
5. 9 участвиков. 


6. Доказательство можно провести мето- 
дом математической индукции. 
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УГОЛОК КОЛЛЕКЦИОНЕРА 





Значки Всесоюзных олимпиад 


Первая школьная олимпиада по математике 
была проведена в Ленинграде весной 1934 года. 

По инициативе Московского математическо- 
го общества осенью 1935 года была проведена 
Первая Московская математическая олимпиа- 
да школьников. Московские математики отнес- 
лись к ней с большим воодушевлением. В орг- 
комитет вошли почти все крупнейшие матема- 
тики-москвичи (академики А. Н. Колмого- 
ров, П. С. Александров, С. Л. Собо- 
лев; члены-корреспонденты Л. А. Люстер- 
ник, Л. Г. Шнирельман; профессор В. Ф. 
Каган; С. А. Яновская и др.). 

С этого времени олимпиады проводились 
ежегодно. Они завоевали большую популяр- 
ность. Вслед за математиками свои олимпиады 
стали проводить физики, химики, астрономы, 
географы, биологи, а затем и лингвисты. 

В 1960 году оргкомитет ХХШ Московской 
математической олимпиады совместно с Мини- 
стерством просвещения РСФСР провели мате- 
матическую олимпиаду в более широком мас- 
штабе. В ней приняли участие команды 13 обла- 
стей РСФСР и 9 союзных республик. 

Этот опыт оказался весьма успешным и с 
1961 года уже стали регулярно проводиться 
Всероссийские математические олимпиады. Они 
проводятся в четыре тура: школьная, районная, 
областная и заключительная. 

С 1967 года проводятся уже Всесоюзные 
физико-математические и химические олимпиа- 
ды. В них принимают участие команды от всех 
областей, краев, а также автономных и союз- 
ных республик, не имеющих областного деле- 
ния. Для проведения олимпиад при Министер- 
стве просвещения СССР был организован Цент- 
ральный оргкомитет, председателем которого 
является академик И. К. Кикоин. 

Четыре победителя из 8—10 классов от каж- 
дой области, края, автономных и союзных рес- 
публик приглашаются на заключительный тур, 
на котором для каждого класса предлагаются 
несколько задач различной трудности. 

Победители олимпиады отмечаются специ- 
альными премиями и похвальными грамотами. 

По решению Центрального оргкомитета, 
начиная с !\У Всероссийской олимпиады (1963 г.), 
выпускаются специальные значки, которыми 


награждаются все участники олимпиады. 
Г. Н. Дьяченко 








|У Всероссийская мате- 
матическая олимпиада 
(ААосква, 1963 г.) 

\ Всероссийская физи- 
ко-математическая олимпиа- 
да (Москва, 1964 г.) 

У! Всероссийская олим- 
пиада по математике, фи- 
зикюе и химии (Москва, 
1965 г.) 

УП Всероссийская олим- 
пиада по математике, физи- 
ке и химим (Воронеж, Моск- 
ва, 1966 г.) 

Й Всесоюзиая олимпиа- 
да по математике, физике 
и химии (Ленинград, Ереван, 
1968 г.): Ш Всесоюзная олим- 
пиада по математике, физи- 
ке и химии (Киев, Алма-Ата, 
1969 г.); [У Всесоюзная олим- 
пиада по математике, физи- 
ке и химии (Симферополь, 
Свердловск, 1970 г.). 
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По горизонтали: 


4. Объективная реальность, 
данная нам в ощущениях. 

7. Величина, характеризу- 
ющая частоту наступления 
события при многократном 
повторении испытания. 

10. Событие,  происходя- 
щее в природе. 

11. Замедление в развитии 
или переход к менее совер- 
шенным его формам. 





12. Химический элемент 
третьей группы периодичес- 
кой системы элементов. 

13. Прозрачная смола, яв- 
ляющаяся хорошим диэлек- 
триком. 

16. Эпектроакустическая 
система передачи звуков ма 
расстояние. 

17. Выдающийся русский 
кристаллограф. 

18. Представитель одной 
из бурно развивающихся об- 
ластей науки. 

19. Наука, изучающая по- 
ведение атомов и молекул. 

21. Выдающийся русский 
физик. 


По вертикали: 


1. Единица количества теп- 
ла. 


2. Середина. 


3. Отскок после удара. 

5. Передэза изображения 
на расстояние с помощью 
радиоволи. 

6. Воспроизведение звуков 
с сохранением объемности 
звучания. 

8. Ансамбль из четырех 
элементов. 

9. Итог одного из арифме- 
тических действия. 

14. Вещество, состоящее 
из макромолекул. 

15. Единица громкости 
звука. 

20. Агрегатное состояние 
воды. 
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НИЕ КОМЕТ 
ТИЕ АТОМНОГО ЯДРА 


Я. А. Смородинский 


Гиперболы описывают траектории некоторых комет, движущихся в 
гравитационном поле Солнца. По гиперболам же летят заряженные части- 
цы, рассеившиеся в электрическом поле атомного ядра. Изучение рассеяния 
а-частиц привело Резерфорда к открытию атомного ядра. При этом он 
использовал законы движения по гиперболе. О них и будет идти речь 


в этой статье. 


Эта статья трудная. Для того чтобы разобраться в ней, иужны тер- 
пение, старательиссть и хорошее понимание статьи «Движение планет», 
опубликоваиной в «Кванте» № 1 за 1971 г. 


О гиперболе 


В этой статье мы расскажем о 
свойствах гиперболы. Эта кривая, по 
которой движутся кометы мимо Солн- 
ца, — вторая из конических сечений 
(о первой из них —об эллипсе — уже 
была речь в нашем журнале). О свой- 
ствах кривых можно рассказывать с 
разных точек зрения. В статье И. Н. 
Бронштейна («Квант» № 9, 1970 г.} 
были описаны свойства эллипса 
с точки зрения математики; в статье 
«Движение планет? об эллипсах 
рассказывалось с точки зрения меха- 
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ники. Это очень удобно — пользо- 
ваться попеременно геометрическими 
и физическими соображениями: такой 
способ делает многие теоремы нагляд- 
ными и доказывать их становится 
проще. Так мы поступим и сейчас, 
когда нам надо разобраться в свой- 
ствах гиперболы. 

Из статьи «Движение планет» вы 
знаете, что если планета вращается 
вокруг Солнца по эллипсу, то ее пол- 
ная энергия отрицательна (рис. 1). 
Это означает, что ее потенциальная 
энергия тоже отрицательна и по абсо- 
лютной величине больше кинетической. 





`\ эллипс 


Рис. 1. 


Последнее утверждение нуждает- 
ся, однако, в более точной формули- 
ровке. Надо добавить, что формула 
для потенциальной энергии записана 
так, что потеициальная энергия стре- 
мится к нулю, когда расстояние г 
между планетой и Солицем стремится 
к бесконечности: 


= 7 (0 


(? — гравитационная постоянная, М 
н т — массы Солниа и планеты). 

Итак, планета не может удалиться 
от Солнца и вращается по эллин- 
су, если ее полная энергия отрина- 
тельна. 

А как будет двигаться комета 
в поле Солнца(или космический ко- 
рабль в поле Земли), если ее полная 
эпергия положительна, то есть 


2 . 

Ее > 0? (2) 
Уравнение энергии (2) в этом 
случае формально совпадает с урав- 
нением энергии для эллиптического 
движения планеты, толька с другим 
знаком Е. Формула для моменга 
количества движения остается той же: 
[= (ф — прицельный параметр, 
см. ниже). Поэтому при Е>>0 мы 
должны получить те же формулы, 
которые получали, рассматривая эл- 
липтические траскторни планет {Е 


2 


<0), только в некоторых местах 
вместо знака «плюс» будет стоять 
знак «мннус»; Граекторней движения 
в этом случае будет гипербола. 

Гинербола определяется как гео- 
метрическое место точек, разность 
расстояний от которых до двух задан- 
ных точек —фокусов — постоянна. На- 
помним, что эллинс определялся так- 
же, только вместо слова «разность» 
стояло слово «сумма». 

Рисунок 2 показывает, как строятся 
©ба чипа кривых па сетке, составленной из 
двух семейств концентрических окружнос- 
тей с центрами в точках АР, и Ё,. Разбери- 
тесь сами, почему через точки пересечения 


окружностей проходят эллипсы ‘и гипер» 
болы. 


Эсновная теорема 


Проверим тенерь, что если Е`>0, 
то комета нли космический корабль 
действительно движутся по гииербо- 
ле. Для наших целей, поскольку 
мы будем говорить 0б атомном ядре 
и опытах Резерфорда, удобнее гово- 
рить не о комете, а о заряженной 
частице, которая движется в поле 
тяжелого неподвижного заряда. 

Это можно сделать потому, что за- 
кон зависимости силы взанмодейст- 
вия от расстояния в обоих случаях 
одинаков. 

Пусть тяжелая частица заряжена 
положнтельно н находится в фокусе 
Е, (рис. 2). Если иролетающая лег- 
кая частица заряжена отрицательно 
{ее заряд — 2е), то она должна ле- 
теть по траектории, отмеченной в 
верхней частн рисунка знаком «—» 
{мы еще не доказали, что это ги: 
пербола!). По той же траектории 
будет лететь отрицательно заряжен- 
ная частица, если неподвижная час- 
тица заряжена отрицательно и на- 
ходится в фокусе Р..Это можно дока- 
зать., воспользовавшись уравнения- 
ми механики — полная энергия и им- 
пульс в обоих случаях одннаковы, Ес- 
лн же пролетает частица с положи- 
тельным зарядом, то она будет 
двигаться по траектории, отме- 
ченной знаком +--я. 

_ Дальше будем рассуждать так же, 


Рис. 2. 


как это делалось в статье «Движение 
планет». 

Рассмотрим две задачи одновре- 
менно. В одной — положительный за- 
ряд --2;е находится в Р,, в другой— 
отрицательный — заряд — г.е нахо- 
дится в Ё.. Пусть в обоих случаях 
энергия и угловой момент частицы; 
которая летит по одной и той же 
траектории «—», одни и те же. Соста- 
вим выражения для энергии *): 


2 
= то: 21206 
аи (3) 


*) Не забудем, что знак потенциальной 
энергии в одном случае — отрицательный, 
в другом — положительный. 


2 





(для положительной частицы в фо- 
кусе Ё,), 


2 
т ‚2 2ое? 
Е = мо (4) 
(для отрицательной частицы в фо- 


кусе Р.). 
Найдем отсюда кинетическую энер- 


‚ тию и перемножим оба выражения: 


то? то? 


А [Е + ее (Е г —. в) 





п Го 


Введем угловой момент (одинако- 
вый в обоих случаях) 


Ё = тир; =то.р.. (6) 
3 


р, и р. — длины перпендикуляров, 
опущенных на касательные к траекто- 
рии.  Преобразуем формулу (5) 
к виду 
1% 
т Е 
НТ. 

21232? [Е (7. — 71) — 21222] р 

772 ° (т) 
Чтобы это равенство выполнялось 
при любых л, н Г., должно быть 








По-р ть = 2а. (8) 
1% * 
Рирз= 5тЕ == 6*. (9) 


Первое равенство, по определению, 
уравнение гиперболы. Можно, вос- 
пользовавшись оптическим свойством 
гиперболы (см. ниже), доказать тео- 
рему а том, что произведение длин 
двух пернендикуляров, опущенных 
на одну и ту же касательную из фо- 
кусов гиперболы, не зависит от точ- 
ки, в которой проведена касательная 
к гиперболе*). Из этой теоремы сле- 
дуст, что и второе равенство’ тоже 
определяет гиперболу. 


Уравнение гиперболы 
и ее свойства 


На рисунке 3 нарисованы две 
гиперболы. Их две, а не четыре, 
так как две красиые кривые являются 
двумя ветвями одной гиперболы. Си- 
ние кривые — две ветви другой ги- 
перболы. Синяя гипербола — сопря- 
женная по отношению к красной. 

Уравнения гниербол написаны ря- 
дом с инми. Еслн вспомнить уравне- 
ние эллипса (см., например, статью 
И. Н. Бронштейна «Эллияс» в «Кваи- 
те» № 9 за 1970 г.) 


х? пы 
ть 


то мы увидим, что уравнение гипер- 
болы получастся из уравнения эл- 
липса, если изменить знаку 02°, тоесть 





*) Доказательство этой теоремы имеется. 
например, в книге Ж. Адамара чЭле- 
ментарная геометрия». 


4 





Рис. 3. 


как бы сделать малую полуось мни- 
мой {415} = —6)*. Поэтому а у гипер- 
болы называют так же, как и у эл- 
лийса, большой полуосью или дейст- 
вительшой полуосью, а 5 называют 
МНИМОЙ ПОЛУОСЫО- 

Для сравнения на рисуцке 4 изо- 
бражены два сопряженных эллииса 
и написавы их уравпения. Напомним, 
что эллиие — это геометрическое мес- 
то точек, сумма расстояний от кого- 





Рис. 4. 


в 


рых до двух данных точек (фокусов) 
постоянна и равна 2а, а гипербола — 
геометрнческое место точек, разность 
расстояний от которых до двух дан- 
ных точек постоянна и равна 2а. 

Косые прямые называют асимпто- 
тами гиперболы. Они наклонены к 


Ь 
осям так, что {5 © —= == (см. рис.Зи5). 
а 
Уравнения асимптот х = --уих= 


а 
= ъй получаются из уравнения 


нь Ме 
1. 


Но вернемся к рисунку 3. Между 
двумя сопряженными  гиперболами 
можно вписать прямоугольник со сто- 
ронами 2а и 26. Если расстояние 
между фокусами гиперболы обозна- 
чить 2с, то мы найдем, что диагональ 
прямоугольника равнар (2а)*-+ (26)? = 
—=р (20)?. Это означает, что четыре 
фокуса и все вершины вписанного 
прямоугольника лежат на одной ок- 
ружности. 

Вычислим длину р перпендикуля- 
ра, опущенного из фокуса гиперболы 
на асимптоту. Из рисунка 5 видно, 
что 


рая: 


` а +) =0.. 


р-=счпа = с — 
з Ува - 


й гу 


аи 


Таким образом, мнимая полуось 
гиперболы есть расстояние от фокуса 
до асимптоты. Если рассматривать 
асимптоту как касательную к беско- 
нечно далекой точке, то эту точку 
можно сопоставить с концом малой 
полуоси эллипса (рис. 4), касатель- 
ная к которой также проходит на рас- 
стоянии $ от фокуса. 

Если в одном из фокусов зеркаль- 
ного гиперболоида (поверхности, по- 
лучающейся при вращении гипербо- 
лы вокруг оси, проходящей через 
се фокусы) поместить точечный источ- 
ник света, то дуч, вышедший из него, 
после отражения от поверхности ги- 
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Рис. 5 


перболонда будет идти так, как будто 
он идет из второго фокуса гнипербо- 
лоида. 


Открытне атомного ядра 


Движением заряженных частиц в 
поле заряженного атома впервые за- 
интересовался английский физнк Ре- 
зерфорд, который вывел формулу, 
носящую теперь его имя. Эту формулу 
мы сейчас и полуннм. 

Резерфорд начал изучать рассея- 
ние а-частиц атомами, чтобы прове- 
рить, как распределены в атоме элект- 
рические заряды. В начале века фи- 
зики считали — такую гипотезу пред- 
ложил Томсон,— что атом представ- 
ляет собой положительно заряжен- 
ный шар, внутри которого располо- 
жены электроны. Проверить эту мо- 
дель — такую задачу поставил себ? 
Резерфорд. Идея опыта была проста. 
Если знать прицельный параметр р — 
расстояние от рассеивающего центра, 
на котором пролетела бы частица, 
если бы она ие взаимодействовала с 
ним, искорость о,частицы, когда она 
летит очень далеко от рассеивающего 
центра, то можно вычислить энер- 
гию и уГловой момент частицы, а за- 
тем, используя известные соотноше- 
ния для движения по гиперболе, 
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Рис. 6. 


найти, на какой угол отклонится 
а-частица при полете около точеч- 
ного положительного заряда. 
Измерив угол отклонения на опыте, 
можно было бы выяснить, на сколь- 
ко рассеивающий заряд отличается 
от точечного. На практике дело об- 
стоит несколько сложнее. 

На самом деле, конечно, нельзя 
определить траекторию отдельной 
частицы, а можно изучать рассеяние 
пучка частиц. 

Рассмотрим такой пучок частиц, 
в котором через каждый 1 см? его 
сечения проходит | частица в секун- 
ду. Когда такой пучок падает на 
ядро, то частицы, проходящие на 
разных расстояниях от ядра, будут 
отклоняться на разные углы. Из ри- 
сунка 6 видно, что число частиц, 
пролетающих мнмо ядра (оно рас- 
положено в центре) на расстояниях 
в интервале между р и р+-Ар равно 
2лоАр. Если частица имеет прицель- 
ный параметр р, то она рассенвает- 
ся па угол 9, определяемый форму- 
лой 

то? 
с16 57 = о. 22.6? ° 


9 — угол между асимптотами гипер- 
болы. 
Эта формула выводится так. 
Так как © есть полное изменение 
угла при рассеянии (угол между 
скоростями до рассеяния и после 
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Рис. 7. 


рассеяния), то он связан с углом а, 
который составляют асимптоты с осью 
х (рис. 7): 

9 =лх— 22. 


Тогда, используя формулы (8) и (9), 
найдем 

; 9 ; [2 Ь 1. 

в — т —— 

ч\Ь 2 82 а 2тЕ 
{Поскольку асимптота — это каса- 
тельная к бесконечно далекой точке 
гиперболы, то р: равно просто р, 
(или р.) из формулы (9) для беско- 
нечно далекой точки и всегда рр, = 

- р.) 

Если скорость частицы на беско- 

нечности равна %,, то Ё-= тозр, а 


о 
тир 
ел 
Е=—5 
Поэтому 
2 
® тир 2Е 795 


сша = ИУЗтЕ 212.6 — Ра аае?` 


Частицы, для которых р лежит 
в закрашенном интервале, рассеются 
в некотором интервале углов от 60 
до 0--А0. Величину А60 нетрудно 
вычислить *), Напишем формулу для 
«наружного» края кольца: 
2 
0-- 40 то 
с = (р+ Ао) "Ре: 68” 





*) Те, кто умеют дифференцировать, пой- 
мут, что дальше мы просто вычислим произ- 
водную 4р/а6. 


Возьмем разность обеих формул и по- 
пробуем вычислить А6@ (помня, что 
АВ тоже очень мало: 406): 
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0 -- 40 9 тиб 
Кофе = Ара. = 
9-- 40 9 
к зв За с0$—9— 
=> _ об 00° 
Уп == Я“ 


Приведем дроби к общему знаменате- 
лю, а затем используем формулы для 
косинуса суммы и синуса суммы: 
— 2,22? 

р ти? х 
Не 

2 

х 


НЕ РА ИРИС 
с0$—5- “п р) т р - эт —5 <= 
Полагая (А9 мало!) 


. 0 20 А@ 
яп-а = 57 и 6©0$-5 =1, 


получим, отбрасывая малое слагае- 
мое в знаменателе: 
2,222? 1 
5. 
2тиб 





д. 


102 —— 
ЯП р] 


Ар = — 


Знак «—» указывает на то, что 
с ростом прицельного параметра р 
угол рассеяния $ уменьшается. 

Вот теперь мы можем сказать, 
что все частицы, пролетевшие нерез 
красное кольцо, улетят в интервале 
углов 90—0--А0. Всего же в этом 
интервале улетит частиц 


0 
С 20055 
2прАр = л © | — 6 40 = 


т оо 73 — 
УП 2. 


1 212.6'\2 5т0 
(мы) и [1 


т оо 511% — 
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Это и есть знаменитая формула Ре- 
зерфорда. Нетрудно видеть, что вели- 
чина, которую она определяет, из- 
меряется в квадратных сантиметрах, 
то есть что она имеет размерность 
площади. Ее называют поэтому «эф- 
фективным сечением». Размерность 
площади получилась из-за того, что 
«эффективное сечение» определяет чис- 
ло частиц, рассеянных на угол 0 
(при потоке частиц плотностью 1 час- 
тица на 1 см'). 

В опытах, которые проводил в 
1912 году Резерфорд вместе со свон- 
ми сотрудниками, а-частицы (2.=2) 
рассеивались на ядрах углерода (2, — 
=]2). В этих опытах неожиданно 
обнаружилось, что формула хорошо 
описывает их результаты даже тог- 
да, когда прицельный параметр ста- 
новится меньше размеров атома. 
и-частица должна была бы проникать 
внутрь положительно заряженной 


‘сферы (по модели Томсона). Но за- 


то, когда прицельные параметры ста- 
новились меньше, чем 10-12 см, рас- 
сеяние оказывалось на самом деле 
значительно болыше, чем это следо- 
вало из теории. Отсюда Резерфорд 
заключил, что модель Томсона не- 
верна, внутри атома поле сильно 
отличается от кулоновского и частица 
не может проникнуть внутрь атома 
на расстояния, меньшие 10-1? см. Это 
и было открытие атомного ядра. 

Читатель может спросить, нет ли 
во всем сказанном грубой ошибки? 
Ведь взаимодействие частиц в ядре 
надо, вероятно, рассчитывать по фор- 
мулам квантовой механики, а не по 
старым классическим, по которым 
считают движение спутников и комет. 
Это замечание, конечно, справедливо, 
но для рассеяния на заряженном 
центре квантовая механнка дает тот 
же результат, что и классическая 
механика. 





А. ЭИнНШТЕЙН 





27 декабря исполняется 400 лет со дня рождения Иоганна Кеплера 
(1571—1630). Имя Кеплера прочно вошло в исторню физики и астрономин. 
В первую очередь оно связывается с тремя широко известными законами, 
которые легли в основу небесной механики. 

Основываясь на наблюдениях знаменитого астронома Тихо Браге, 
Кеплер смог найтн общие закономерности движения планет. 

До Коперника в науке господствовала геоцентрическая система мира, 
по которой планеты и Солнце обращаются вокруг Земли. В первой половнне 
ХУ\УТ века великий польский ученый Николай Коперник предложил гелио- 
центрическую систему мира, по которой Солнце находится в центре Все- 
ленной, а вокруг него по окружностям движутся планеты. 

Кеплер с самого начала считал правильной гелиоцентрическую систему 
строення мира. Он был уверен, что причиной движения планет явля- 
ется Солнце. Дальнодействие (как мы говорим сейчас) они первый счи- 
тал не только возможным, но и необходимым. Но концентрические ок- 
ружности планетных орбит не согласовывались с наблюдениями. Кеплер 
предположил, что траекторин планет овальные, а затем пришел к выводу об 
эллиптических орбитах. 

Три закона, положившие начало небесной механике, — самая значи- 
тельная, но далеко не единственная работа Кеплера. Широко известны 
его работы о преломлении световых лучей. Исследование преломления 
привело Кеплера к открытию полного внутреннего отражения. Кеплер описал 
получение изображения на сетчатке глаза, занимался исследованием отра- 
жения от зеркала, природой света и цвета, объяснил действие зрительной 
трубы. 

В своих исследованиях Кеплер исходил из убеждения, что законы прни- 
роды должны быть просты и красивы. Задача — найти эти законы — стоя- 
ла перед ним в течение всей жизни. Несмотря на постоянную нужду, от- 
сутствие всякой помощи, релнгиозную борьбу, семейные несчастья, ему 
удалось выполнить эту задачу. Он мог сказать: «То, чему я посвятил боль- 
шую и лучшую часть своей жизни, теперь найдено». 

Ниже мы помещаем статью А. Эйнштейна о Кеплере, взятую из «Соб- 
рания научных трудов» Эйнштейна, 


наше беспокойное и полное забот время особенно приятно вспомнить 

’о таком спокойном человеке, каким был великий Кеплер. Он жил 

в эпоху, когда еще не было уверениости в существовании некоторой общей 

закономерности для всех явлений природы. Какой глубокой была у него 

вера в такую закономерность, если, работая в одиночестве, инкем ие под- 

держиваемый и ненонятый, он на протяженин многих десятков лет черпал 

в ней силы для трудного и кропотливого эмпирического исследования дви- 

жения планст н математических законов этого движения! Достойно сохра- 

нить память о нем — это значит возможно яснее представить себе постав- 
ленную им задачу и этапы ее решения. 

Коперник раскрыл глаза выдающимся умам, показав, что наилучший 
способ получить ясное представление о кажущихся движениях планет 
на небе состоит в рассмотрении этого движения как обращення вокруг 
предполагасмого неподвижным Солнца. Если бы планеты двигалнсь равно- 
мерно по окружностям вокруг Солнца как центра, то было бы сравнительно 
легко определить, как эти движения должны выглядеть с Земли. Но так как 
при этом мы имеем дело с более сложными явленнямн, то и задача была на- 
много труднее. Вначале нужно было определить эти двнження эмнирически, 
из наблюдений Тнхо Браге. Только после этого можно было думать об уста- 
новлении общих законов, которым подчнияются эти движения. Чтобы ио- 
стигнуть, какой сложной была уже задача определения истинного вращения, 
нужно хорошю уяснить себе следующее обстоятельство: мы всегда наблю- 
Даем ке истинное положение плансты в определенный момент времени, а 
только направление, в котором она видна с Земли, совершающей, в свою 
очередь, неизвестного рода движение вокруг Солнца. Трудностн казались 
почтн непреодолимыми. Кенлер должен был найти способ приведения в 
порядок этого хаоса. Он отдавал себе отчет в том, что прежде всего нужно 
попытаться определить движение самой Земли. 

Это было бы просто невозможно сделать, если бы кроме Солица, Земли 
н неподвижных звезд ие существовало другнх нланет. Если бы последних 
не было, то из опытов можно было бы определить только годичное изменение 
направления Солице — Земля (т. е. видимое движение Солнца относитель- 
но неподвижных звезд). Можно было бы установить, что это направление 
всегда лежит в неизменной по отношению к неподвижным звездам плоскости, 
по крайней мере с достигаемой тогда точностью наблюдений, производимых 
без применения телескопа. Можно бяло также определить, каким образом 
прямая Солнце — Земля вращается вокруг Солнца. Было установлено, 
что угловая скорость этого движения в течение года меняется по определен- 
ному закону. 

Но этого было недостаточно, так как оставался неизвестным закон 
годичного изменення расстояния Солнце — Земля. Только после установ- 
ления этого закона можно было найти истинную орбиту Земли и способ 
ее прохождения. 

Кеплер нашел замечательный выход из этой днлеммы. Наблюдая 
Солнце, можно было установить, что, хотя видимый путь этого светила 
на фоне неподвижных звезд обладает в разные времена различной скоростью, 
угловая скорость этого движения в одни и те же моменты астрономического 
года всегда одинакова. Следовательно, скорость вращения линии Земля — 
Солнце имела одно н то же значение и была направлена в одну н ту же об- 
ласть неба неподвижных звезд. Это вовсе не было очевидно априори. Но 
сторонники системы Коперника были почти убеждены, что такое утвержде- 
ние остается справедливым н для орбит других планет. 

Это облегчало задачу. Но как определить действительную форму ор- 
биты Земли? Представим себе, что где-то в плоскости этой орбиты располо- 


жен ярко светящийся фонарь М, о котором известно, что он длительное вре- 
мя сохраняет свое положение неизменным. Такой фонарь может служить 
своеобразной фиксированной точкой, так как жители Земли могут наблю- 
дать его в любое время года. Фонарь М расположен от Солнца дальше, 
чем Земля. С помощью такого фонаря можно определить орбиту Земли сле- 
дующим способом. 

Ежегодно в определенный момент времени Земля Е находится точно 
на прямой, соединяющей Солнце 5 с фонарем М. Если в этот момент визи- 
ровать с Земли направление на фонарь М, то получим направление $М 
(Солнце — фонарь) (рис. 1). Допустим, что это направление отмечено на 
небесном своде. Представим себе теперь положенне Земли в другой момент. 
Если и Солнце $5, и фонарь М видны с Земли Е, то в треугольнике $ЗЕМ 
(рис. 2) известен угол Е. Раньше мы раз и навсегда определили направление 
прямой $М относительно неподвижных звезд. Теперь прямым наблюдением 
Солнца можно определить направление 5Ё относительно неподвижных звезд. 
Таким образом, в треугольнике ЗЕМ становится известным и угол $. 
Следовательно, Взяв произвольную величину основания 5, можно стро- 
ить на бумаге треугольник ЗЕМ по двум известным углам. Это построе- 
ние можно повторить в течение года несколько раз. На рисунке всякий раз 
получим соответствующее определенной дате местоположение Земли Е 
относительно раз н навсегда заданного базиса $М. Орбита определяется, 
таким образом, эмпирически, конечно, с точностью до произвольной аб- 
солютной величины. 

Но откуда — спросите вы — Кеплер взял фонарь М? Тут ему помогли 
его гений и добрая воля природы. Существует, например, планета Марс, 
для которой была известна продолжительность года, т. е. время обращения 
вокруг Солнца. В некоторый момент Солнце, Земля и Марс располагаются 
точно на одной прямой. Это же положенне Марса повторяется через один, 
два и т. д. марсианских года, потому что Марс описывает замкнутый путь, 
В эти известные моменты $М всегда одинаково, тогда как Земля находится 
каждый раз в другой точке своей’ орбиты (рис. 3). Следовательно, наблю- 
дения Солнца и Марса в эти моменты дают способ определения истинной 
орбиты Земли, причем в эти моменты Марс играет роль указанного выше 
фонаря! Так Кеплер нашел истинную форму орбиты Земли и характер дви- 
жения Земли по этой орбите. Все мы, кто родились позже, должны ему по- 

клоняться и воздавать хвалу. 

Как только орбита Земли была эмпирически найдена, стало возможным 
определить нстинное положение и величину отрезка ЗЕ. В принципе для Кеп- 
лера уже не представляло труда установить по наблюдениям планегных 


орбит и движения планет. 
{Окончание см на стр. 27) 





Рис. | Рис. 8. Рис 3. 





Мы уже писали о тех затруднениях, которые возникают при машинном 
переводе *). В результате долгих и хитроумных усилий машину, в общем-то, 
научили справляться с большинством из них. 

Однако есть еще целые «пласты» гораздо более существенных труднос- 
тей, о которых мы расскажем в этой статье, И все они связаны с таинствен- 
ным словом «семантика». 


Ссмантика наука о значении слов 


Первая семантическая трудность заключается в том, что одно н то же 
слово может обозначать разные вещи, причем в разных языках по-разному: 
различные значения, закрепленные за словами, не созпадают. Русское 
слово «стол» чаще всего нужно переводить английским «аб {е», но иногда 
оно озпачает «рой» («еду»), а в свою очередь английское «(аб {е» иногда сле- 
дует переводить русским словом «таблица». 

Кроме того, во всех языках встречаются 
так называемые омонимы — слова, которые ин- 
шутся одинаково, но нмеют разные значения: : 

«Дайте мне лук — 
а для чего — для стрельбы или для супа? 

Далее, в разиых языках слова наделены 
различной эмоциональной нагрузкой и обладают 
различной способностью употребляться в пере- 
иссном смысле. В русском языке и во многих 
других европейских языках слово «сердце» обо- 
значает, кроме всего прочего, орган, который на- 
родное сознание издавна считает главным и на- 
деляет способностью чувствовать, переживать. 
А вот в языке каббалака (Западная Африка) эгу 
функцию выполняет слово «лечень», в языке же 
хоноб (разновидность языка майя в Гватемале) 
в этом смысле употребляется слово, обозначаю- 
щее брюшную полость. Представьте себе, что 


<-> © 
[|->] 


1 
Ю 
[0 


*) См. «Квант» № 9, 1971 г 
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машина переводит с языка каббалака на 
русский и выдает вам такую фразу: «У нее 
такая добрая печень». 

Следующая неприятность. В разных языках 
не совпадают «объемы значения», закрепленные 
за даниым словом. Возьмем, например, поня- 

$500 АВ А тия «брат» и «сестра» и сопоставим их с поня- 
тиями «старший и «младший». Получим следу- 


ющую таблицу: 











Понятия Венгерский язык Русский язык Малайский язык 

старший брат | Бауа 

брат 
младший брат | 06$ 

5и4ага 

старшая сестра | пене 

сестра 
младшая сестра | ред 


Венгерский язык выражаст каждое из четырех понятий отдельным 
словом, русский — «склеивает» их по два, а малайский — покрывает все 
понятия одним словом. Легко переводить эти слова с венгерского языка 
на малайский и вообще в направлении слева направо по таблице. А если 
иужно, наоборот, перевести слово «5наага» с малайского языка на венгерский? 
Человек-нереводчик обратится здесь к контексту и попытается выяснить 
пол и возраст обозначаемого этим словом лица, а затем выберет нужный 
венгерский эквивалент. Но как научить этой непростой операции машину? 


«Необычные» и затрудняющие перевод значення могут нметь и такне, казалось бы, 
«одинаковые» для всех языков слова, как личные местоимения. Вы сейчас убедитесь в этом. 

Задача 1. В языке хануноо (один из языков Филиппин) имеются следующие 
личные местонмення (и только они): 


аав — они Я — янпты 

Кий — я зат -— мы (включая тебя} 
ПиН — мы (без тебя) уай — он, ома 

тий — ты фий — вх 


По каким признакам следует классифицировать эти местонмения по смыслу? Русские 
местоимения классифицируются по следующим признакам: число (этот признак имеет два 
значения: единственное и множественное}, род (три значення: мужской, женский н средний), 
лицо (три значення). 

Система этих признаков нс подходит для классификации местоимений языка хануноо, 
так как но роду приведенные местонмення не отличаются (русским «он» н вона» соответствует 
одно и то же местоимение ‹уай»); что же касается лица и числа, то в языке хануноо улавли- 
ваются более тонкие различия, чем в русском (так, вместо одного русского местоимения 
первого лнца множественного числа нмеется трн). 

В данном случае можно найтн более подходящие признакн для классификации. которые 
уловят все смысловые различия приведенных местоимений. 

Задание. Подберите такие смысловые признаки (причем нх должно бать мини- 
мальное количество, и каждый ровно с двумя значениями}, чтобы приведенные местоиме- 
ния представляли собой все возможные комбинации значений и чтобы прн этом инкакне две 
комбинации не повторялись. 
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Но и это еше не все. В каждом языке есть устойчивые словосочетания, 
которые обозначают не совсем то, или даже совсем не то, что значат состав- 
ляющие их слова по отдельности. Это так называемые фразеологические 
обороты: «бить баклуши», « в ус не дуть», «валять дирака» и т. п. 

Вообразим чудо: мы научили машину преодолевать все описанные выше 
трудности. Берем английскую фразу: 


«Гйе Ргеяеп{ 54 Во! те агибе шаз гей пегипв». 
Счастливые, ждем перевод. И получаем: 
«Президент сказал: что статья является красной селедкой». 


Гм... Понятно? Не очень. Но спросите любого переводчика, и он мгновенно 
рассеет ваше недоуменне, потому что фраза на самом деле переводится так: 
«Президент сказал, что эта статья — 
утка (ложь, ерунда)». 

Сразу все стало на свои места. Значит, до- 
бавляем в машину еще одно правило (сколько 
их там уже записано?!): словосочетанне «красная 
селедка» заменить словом «утка» (а еще лучшеЬ— 
носкольку утки бывают не только газетные, но 
н жареные — «ложь» или «ерунда»). Но фразе- 
ологических оборотов много, неужели писать на каждое свое правнло? 

А ведь человек, знающий язык, переводит так легко и просто!. 

Чтобы преодолеть эти и другие семантические {да н не только семанти- 
ческие) трудности, чтобы правильно выбрать слово-эквивалент в выхолд- 
ном языке, то есть, чтобы выполнить перевод, машина должна понимать 
смысл слов. Один из виднейших специалистов по машинному переводу 
американский лингвист В. Ингве пишет: 

«Работа по машинному переводу натолкнулась на семантический 
барьер. Нам пришлось осознать, что мы получим адекватный автоматический 
перевод только тогда, когда машина сможет «понимать», чтд она переводит, 
а это действительно трудная задача». 

А для того чтобы машина понимала, что она 
переводит, лингвист должен ввести в нее инфор- 
мацию о смысле слов, дать точную, формальную 
и ясную смысловую запись, с которой машина 
сможет обращаться так же запросто, как со сло- 
варем и правилами обработки. Машинный пе- 
ревод настойчиво требует от лингвистики такой записи. Но ...лингвисты 
пока не в состоянии заплатить по этому счету. 








Одной из интересных поныток формального изучення семантики языка и внедрения 
результатов такого изучення в мащивный перевод было выделение так называемых семан- 
тических множителей. При этом подходе выделяются такие абстрактные признаки значения 
{семантические множители), что значение каждого слова представляет собой их комбнна- 
цню (подобно тому, как натуральное чнсло разлагается на простые сомножители или вектор 
задается свонми координатами). Эта идея налюстрируется следующей задачей. 


Задача 3. Даны 4 множества слов, каждое из которых разделено на два иодмно- 
жества ан 6: 

1а) Зверь, червь, нифузория, трава, поэт; 

6} стол, земля, Книга, самолет, пальто. 

2и) Кит. ласточка. окупь, тигр, муравей; 

6} женщина, начальник, парикмахер, муж. кассир. 

За} Воробей, самолет, баба-яга, муха, ракета; 

6) книга, туннель, уж, колодец, телефон. 

4а} Собака, лошадь, голубь, осел, мул; 

6) медведь, кенгуру, змея, тигр, окупь. 
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Все слова из подмножества 1а обладают некоторым общим смысловым признаком, 
которым не обладает ни одно слово из подмножества 16; назовем этот признак первым. 
Аналогично выделяем второй признак (им обладают слова из 2а н не обладают слова из 
26). третий н четвертый. 

Задание 1. Выделите и перечислите по порядку все четыре признака. 

Задание 2. Найдите среди представленных слов одно слово, обладающее всеми 
четырьмя признаками одновременно. 

Задание 3. Попытайтесь {хотя бы в общих словах} дать определения чзависн- 
мости» и «независимости» таких смысловых признаков. Что вы можете сказать о зависимости 
или независимости данных четырех признаков? Нельзя ли схарактеризовать слово из за- 
дания 2 меныцим числом «миожнтелейр? 

Многовато, пожалуй, заданий, но все же — еще вопрос: не напоминает ли вам эта за- 
дача задачу 1? Если да, то чем же именно? 


Семантика — самая молодая область лин- 
гвистики. Ей всего около сотни лет, а лингви- 
стике — тысячи... Интерес к семантике усилился 
в последние десятилетия, в частности, под влия- 
нием прикладных проблем. Сейчас семантика 
вышла на центральное место среди лингвистиче- 
ских дисциплин. Предстоит большая и сложная 
работа по изучению смысловой стороны языка. 
Человеку пришла пора понять, что именно он 
понимает, когда он что-то понимает. Например, понять, что, собственно, 
значит слово «стол»? — Предмет мебели? (А шкаф?), с четырьмя ножками? 
(а с тремя не бывает?), для еды? (а письменный стол?), квадратный? (а 
еслн круглый?) — оказывается, очень и очень нелегко. А понять, что та- 
кое «хорошо» и что такое «плохо»? 1... Пока семантика не накопит соответ- 
ствующих знаний и не представит их в точном и понятном машине виде, 
прыжок через семантический барьер будет, по всей видимости, невозможен. 





А пока у специалистов по машннному переводу образовался свой фольклор. Перед 
семантическим барьером в ожидании прыжка собираются лнигвисты н рассказывают друг 
другу грустные анекдоты. Однажды, говорят, в машину ввели английскую поговорку 
ды оЁ чей, оиё оф пип4з, которая примерно соответствует русской «С глаз долой — из 
сердца вон». Буквально же она может быть переведена как «Из вида, из ума». Машина пере- 
вела эту фразу на япоиский язык. Затем для контроля ее заставилн перевести эту фразу снова 
на английский. Ответ был такой: «Вита 140% — «Слепой идиот» Конечно, это забавио — 
но не в большей степени, чем всем известные анекдоты об обычном «человеческом» переводе 
«Полтавы» с русского на немецкий н обратно. Так что и людям ничего особенно зазнавать- 
ся и требовать от машины больше, чем они сами умеют ... 

...Как знать, если бы не машинный перевод, поняли бы лингвнсты, 


что именно семантика у них самый отстающий участок? 
Немиьг»ь бух: элтерят 


В 1964 году американских ученых заинтересовало, как продвигаются 
исследования по машинному переводу в Америке, каковы перспективы и 
{американцы — люди практичные) стоит ли продолжать тратить на него 
деньги. С этой целью был создан «Совещательный комитет по автоматиче- 
скому переводу». В него вошли видные специалисты от разных универси- 
тетов и научных цеитров. Почти два года комитет изучал, опрашивал, 
обсуждал, советовался. В 1966 году он опубликовал свой отчет под назва- 
нием «Язык и машины. Вычислительные машины в переводе и в лингвистике». 
Черная обложка этой книги (к сожалению, не только она) послужила по- 
водом к тому, что ее стали называть «Черной книгой машинного перевода». 

«Машинный перевод должен означать выполнение определенного ал- 
горитма обработки, начиная с машинного чтения входного текста и кончая 
выдачей осмысленного выходного текста, без участия человека в качестве 


переводчика или редактора». Это определение дается в книге для того, чтобы 
показать, что машинного перевода в этом смысле вообще не существует. 
Текст, который выдаст машина, настолько неудобоварнм и труднопонимаем, 
что его приходится подвергать «постредактированню», то есть последую- 
щему редактированню его человеком. 11% временн при машинном переводе 
уходит на ввод матернала в машину, 40% — на перекомпозицию выходных 
фраз, 31% — на постредактированне и только 18% времени остается на сам 
перевод. Оценка качества перевода (опрос экспертов) по следующим трем 
параметрам: точность перевода, скорость чтения, легкость понимания, — 
дала следующие суммарные оценки (показатели по переводу, выполненному 
человеком, приравнены нулю; вопрос же о том, что означают все эти «пока- 
затели» и как их выбирали эксперты, не нмеет, к счастью, инкакого отно- 
шения к делу): 


Перевод, выполненный 


Машинный перевод 
человеком 


«сырой» | постредактированный 


Точность | —16% | —5% 0 


Понимание 





Скорость | | | 0 


Главную трудность, снижающую все три параметра, представляют в «сы- 
ром» машинном переводе неестественные синтаксические конструкции и 
порядок слов, а также множественность вариантов перевода для одного 
слова. Теперь небольшой подсчет. Обозначим через 


Ц.— цену перевода, выполненного человеком; 

Ци » » р машиной : 

Р — полные расходы на содержание потребителей перевода; 
В. — время чтепия перевода, выполненного человеком; 

В„— время чтения перевода, выполненного машиной; 

№ — число людей, читающих перевод (потребителей); 

Э — экономню при машинном переводе (доллары/1000 слов). 
Тогда 


Э: Ц.—НЦ.—№-Р (В„—В.). 


Готовый перевод предназначен для специалистов, которые тратят время 
на его чтение, а время — это деньги (зарплата!), поэтому в формулу вхо- 
дит величина Р. Рассчитаем значения 9 и № при средних статистических 
данных. 

Из-за того, что «сырой» перевод читается дольше, получаем удивнтель- 
ную закономерность: 
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Чем большее число людей читает текст, переведенный машиной 
н нередактированный, тем больше убытки, н никакой экономни! Экономия 
нсчезает, когда это число читателей превосходит 17. Но ведь переводить 
как раз имеет смысл именно то, что пользуется массовым спросом у специа- 
листов! 

Еще одна (последняя) таблица. Поясняем последний столбец: по ста- 
тистическим данным именно 11 млн. русских слов составляет годовую по- 
требность США в переводе с русского языка. 





Стоимость (в долларах} пе- 


Тип перевода Качество рсвода {1 млн. русских слов 

Штатный письменный перевод Хорошее 440 000 
Нештатный письменный перевод Прилнчное 350 000 
Штатный устный перевод в (диктофон) Хорошее 440 000 
Коммерческая фирма перевода Среднее 240 000 
«Сырой» машинный перевод Плохое 80 000 
Постредактированный машинный пе- 

ревод Среднее 400 000 
Перевод «с помощью машины» Отличное 310 000 
Специалист, знающий язык — 0 








Хороший перевод дорог, «сырой» машинный 
перевод дешев, но «сердит». Нужно нскать комп- 
ромисс. Наш взгляд падает на предпоследнюю 
строку. Что такое «перевод с помощью машины» 
н чем он отличается от машинного перевода? 
Это — умное распределение обязанностей между 
человеком и машиной. Машине поручается де- 
лать то, что она умеет делать хорошо и бы- 
стро. Человек делает остальное. Практически это осуществляется сле- 
дующим образом. Переводчик читает текст, который он должен переводить, 
и помечает непонятные слова. Их вводят в машину. Она дает их переводы. 
Все это ей просто. Остальные операции, которым, как мы видели, машину 
научить непросто, выполняет человек. Качество перевода — отличное. 
Стоимость — меныше не только «хороших», но и «приличных» переводов. 

На исследования по машинному переводу во многих странах истрачены 
большие средства, и все же можно с уверенностью сказать, что основная 
их часть потрачена не впустую. Во-первых, в результате этих исследований 
мы больше знаем’ о языке. Во-вторых, — и это главное — машинный пе- 
ревод «породил» современную прикладную лингвистику. 





Машинный перевод и прикладная лингвистика 


Прикладная лингвистика — это, как и следует из ее названия, прило- 
жение лингвистических знаний на практике. Од- 
но из них—информационны й понск. 

Подсчитано, что количество печатной ин- 
формации, накапливаемой во всем мире, удван- 
вается каждые десять лет. В 1961 году ее было 
вдвое меньше, чем сейчас, в 1981 — ее будет вдвое 
болыше, чем накоплено с начала накопления до 
настоящего момента. Иными словами, в период 





с 1971 по 1981 год будет накоплено столько же книг и статей, сколько их 
было создано с древних времен до нашего времени. Ни один самый квали- 
фицированный и опытный библиотекарь не в состоянии составить система- 
тяческий каталог так, чтобы удовлетворить специалиста — ведь для этого 
он должен знать все! Ни один специалист не в состоянии прочесть Всю 
интересующую его литературу по своей специальности. 

Рассказывают, будто амернкаиские специалисты подсчитали, что если няанируемое 
исследование стонт меньше 100 000 долларов. причем точно известно, что подобное нсследо- 
вание уже было выпойнемо и где-то имеются готовые результаты, по пеизвестно, уе их 
нскать, то дешевле проделать все заново, чем разыскивать нужную работу! 

Проблему информационного понска нужно решать немедленно. Как жс 
она решается? В начале 1967 года было принято постановление Совета 
Министров СССР о расширении и улучшении информационного дела по 
вссй стране. Постановление выполняют люди и ...машины. Мащикам уго- 
товано здесь большое будущее. Ведь еслн машина сможет прочесть текст, 
извлечь из него «суть» п запомнить вместе с «адресом» текста «выходные 
данные» этой работы, то потом она сможег ответить на запросы специалистов. 

Машинный перевод научил лингвистов многому; в своих многочислен- 
ных и часто весьма остроумных попытках обойти семантический барьер 
они научились многим тонкостям машинного обращения с языком, накойн- 
ли огромное количество практических знаний нё только о чисто формаль- 
ных методах описания языка, но н вообще о языке. Машинный перевод 
был одной из причин, стимулировавших внедрение точных методов изуче- 
ния языка. К оптимистическому выводу приходит н «черная книга»: «Самым 
важным результатом работы по машинному переводу является ее влияние 
на лингвистику. Воцаренне кибернетической техники в лингвистнке обещает 
революцию в изучении естественных языков». 

Именно прикладной лингвистикой занимаются сейчас практически 
все, кто начинал с проблем машинного перевода. 

В этих многочислейных «выходах» в теоретическую и прикладную 
лингвистику и заключается главная ценность машиниого перевода для сов- 
ременной науки. 
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НЕСКОЛЬКО ЗАДАЧ 


Рабочим надо напилить не- Задача о цилиндрах 


Составные числа 


Доказать, что каждое из 
чисел 


197197], 197”, 
19721971 
составное. 
А. В. Зибик 


Натуральные числа 
Доказать, что для любых 
натуральных чисел пн 
найдутся такие натуральные 
числа р н д, что будет выпол- 
няться равенство 
пр = 4% 
А. А. Скоблин 


Пилка бревен 


На лесоинлке нмеются 
бревна длины би 7 метров. 


3 Кане № 12 


которое количество чурбаков 
длины 1 метр. Какие бревна 
им выгоднее пилить? 


„7. М. Кулеш 


Шифровка 


В этом примере на умно- 
жение разным буквам соот- 
ветствуют разные цпнфры. 
Расшифруйте! 

„. Ава 
“два 
дебе 
ччав 
сербы 
четыре 


В. С. Максимоз 


Два цвлиндра одинаково 
го раднуса К пересекаются 
под прямым углом (см. ри- 
сунок). Найтн объем их об- 
щей частн. 





[у Ре МОЛЕКУЛ 


Полезно помнить, что слова вы- 
думаны человеком. 

Слова, которыми пользуются в 
жизни, имеют часто расплывчатый 
характер. Не все понимают одинаково 
слова сила и красота, энергия н 
напряжение. Да н «хорошая» погода 
разная для разных людей. 

В науке такое положение дел 
не имеет места, во всяком случае 
не должно иметь. В особенности не- 
терпимо относятся к неточному ис- 
пользованию слов в физике. 

Простейшие физические нонятия 
придумывались для описания свойств 
и поведения предметов н тел, среди 
которых идет наша жизнь, короче 
говоря, для «больших» тел или, как 
еще мы говорим, для тел макроско- 
пических. 

Какие понятия, заимствованные 
из макромнра, можно применять к мо- 
лекулам? Все или некоторые? Истипа 
лежит посредине. 

А как обстоит дело с геометриче- 
скими и механическими понятиями? 
Можно ли говорить о форме моле- 
кулы, о ее упругости, о модуле из- 
гиба н кручения, наконец, о пластич- 
ности молекул? Имеют ли смысл, 
н какой, понятия внутримолеку- 
лярных и межмолекулярных 
енл? 

Цель этой статьи — показать. 
что с известными оговорками перенос 
на молекулу геометрических и мс- 
ханических понятий не только воз- 
можен, но и целесообразен. 
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А. И. КИТАЙГОРОАСКИЙ 


Эта фраза означает следующее. 
В ряде случаев о молекуле можно 
говорить как о большом теле. 

Тело, которому данную молекулу 
можно уподобить, назовем механиче- 
ской моделью молекулы. 

Наша задача — рассказать, как 
эта модель строится и как исполь- 
зуется для решення различных физни- 
ческих проблем. 

Механическая модель молекулы 
получила в последнее время широкое 
распространение в связи с интересом 
к громадным (по сравнению с атомом) 
молекулам, из которых. построены 
синтетические полимеры — капрон, 
найлон, полиэтилен (эти названия 
известны теперь каждому), а также 
важнейшие для жизнедеятельности 
животных и растений вещества — 
белки, нуклеиновые кислоты и так 
далее. 

Всякое «изображение» молекулы 
должно состоять из описания взаим- 
ного расположения атомных ядер и 
характеристики двнжущихся около 
этнх ядер электронов. 

Химический опыт позволяет уста- 
новить атомное строение молекулы 
(построить ее атомную модель), то 
есть указать, из каких атомов и как 
связанных друг с другом состоит 
молекула. Часть электронов тесно 
связана с опрелеленными атомами, 
другая часть «обобществлена». Про 
эти электроны химики говорят — 
«они осуществляют — химическую 
СВЯЗЬ». 


Конечно, атомная модель моле- 
кулы значительно проще электронно- 
ядерной. Но эта простота достигает- 
ся за счет существенной потери. Те- 
ряется знание закона взаимодействия 
«строительных» частиц. 

В электронно-ядерной моделн 
взанмодействие между частицами, 
обеспечивающее структуру и свой- 
ства молекулы,— это электрическое 
взаимодействие между электронами 
ни ядрами. Оно описывается законом 
Кулона: энергия взаимодействия элек- 
рона и ядра (или двух электронов, 
или двух ядер) равна =’ (г — мгно- 
венное расстояние между частичкамни. } 

Что же касается закоиа взаимо- 
действия атомов, то он более сложен. 

Может быть, испугаться этой труд- 
ности и предпочесть ясную электрон- 
но-ядерную картину молекулы? Нет, 
это было бы неверно. Правдивость 
самой картины отиюдь не является 
ее главным достоннством. Важно, что- 
бы наша модель молекулы хорошо 
«работала». А «хорошо работать» — 
это значит быстро и надежно пред- 
сказывать. Как бы точна ии была 
модель, но если «работать» с пей 
трудно, то мы задумаемся о другой, 
пусть более грубой, но зато более 
«работоспособной» моделн. 

Именно поэтому при изучении гео- 
метрии ин механики молекулы мы от- 
даем предпочтение атомной модели. 
Сделать расчеты с помощью элект- 
ронно-ядерной модели молекулы ока- 
зывается в этом случае нереалистич- 
ным, когда речь идет об интересую- 
щих нас проблемах: слишком много 
взаимодействующих частин. 

В то же время атомная модель 
молекулы позволяет истолковать и 
предсказать большую совокупность 
явлений. 

В механической модели молекулы 
мы «забываем» про электроны н рас- 
сматриваем атом как кирпич мирс- 
здания. В механической модели за 
структуру в свойства молекулы от- 
вечают взаимодействия атомов. 

Модель молекулы можно нарисо- 
вать на бумаге, изготовить из про- 
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волоки, из шариков на пружинках... 
Существует множество типов моделей. 
Подходящим масштабом является 
сто миллионов. Размеры молекул 
указывают обычно в ангстремах. Один 
ангстрем — это стомиллионная до- 
ля сантиметра. Расстояния между 
центрамн атомов лежат в границах 
]—2 ангстрема. Поэтому и удобен 
стомиллнонный масштаб: — распо- 
ложив центры «атомов» на расстоя- 
ниях один-два сантиметра, мы легко 
разглядим детали строения, да и из- 
готовлять шарики и срезы шариков 
(зачем нужны срезы, мы скажем ниже) 
такого размера вполне удобно. 

В зависимости от целей и от лич- 
ных вкусов используют те или 
иные моделн. Пока что остановимся 
на скелетных моделях, то есть таких, 
в которых показаны (стерженьками) 
силы, соединяющие атомы в молеку- 
лу. Эти силы называют химическими, 
или валентными. О том, какие атомы 
с какими связаны, химики научились 
судить по химическим реакциям еще 
задолго до того, как физнки научн- 
лись устанавливать структуру мо- 
лекулы своими методамн. 

Итак, обратившись за указанием 
к химику, мы получаем от него сведе- 
ния о том, как атомы присоединены 
друг к другу. Скажем, формула мо- 
лекулы этилового спирта С,Н.О еще 
ничего не говорит о том, как соедине- 
ны атомы между собой. Эта фор- 
мула — так называемая брутто фор- 
мула — сообщает лишь сведения о со- 
ставе. Разъясняя строение молекулы 
химик укажет нам: три атома водо- 
рода (рис. 1) соедините черточками 
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с атомом углерода. (Эта группа атомов 
называется метильной.) Теперь. по- 
жалуйста, соедините валентной чер- 
точкой атом углерода этой группы 
со вторым атомом углерода. Этот 
второй атом, кроме того, надо связать 
с парой атомов водорода, а четверту!о 
черточку (раз четыре черточки от 
одного атома, значит, он четырех- 
валентный) проведите к атому кисло- 
рода. Оставшийся атом водорода сле- 
дует присоединить к атому кисло- 
рода. 

Физик сразу же задаст вопрос. 
А ча каком расстоянии атомы, под 
какими углами друг к другу идут 
валентные черточки? На подобные во- 
просы ответы могут быть получены 
физическими исследованиями. Оста- 
вим пока что в стороне вопрос о том, 
каким образом устанавливается физи- 
ческимн опытами геометрия молеку- 
лы. Обширные данные собраны в тол- 
стые справочники. В них можно найти 
сведения о том, на каких расстояниях 
находятся химически связанные ато- 
мы и какне углы (них называют ва- 
лентнымн углами) образуют между 
собой «стерженьки», символизирую- 
шие химические валентные силы. 
Еслн не очень придираться к тонким 
различиям, то окажется, что рас- 
стояния между атомами одного сорта 
достаточно универсальны, правда, ва- 
лентные углы более переменчивы. 
Поэтому предсказать структуру мо- 
лекулы зе зсегда просто. Йо об этом 
речь будет впереди. 





Теперь мы можем обратиться к 
проблеме межмолекулярных сил. 

То, что между молекулами дейст- 
вуют силы, очевидно из самых эле- 
ментарных соображений. Пар любого 
вещества при подходящих условиях 
сгущается в каплю. Еслн так, то мо- 
лекулы несомненно притягиваются. 
Вещество сопротивляется сжатию. 
Значит, находясь на малых расстоя- 
ниях, молекулы отталкиваются лруг 
от друга. Если на больших расстоя- 
ниях существует притяжение, а на 
малых отталкивание, значит, есть 
н равновесное расстояние, когда-эти 
силы уравновешиваются. 

Вместо сил взанмодействия го- 
раздо удобнее говорить об энергии 
взанмодействия *). Энергию взаимо- 
действия и мерить легче, и понятие 
это более простое и ясное, чем 
сила **). Энергией взаимодействия 
молекул (или атомов, или любых 
других частнц или тел) называется 
работа, которую нужно затратить для 
того, чтобы развести частицы далеко 
друг от друга—так, чтобы взаимодей- 
ствие прекратилось. Математик ска- 
жет —— отдалить на бесконечно боль- 
шое расстояние. Чем ближе частицы, 
тем больше работа, необхолимая для 
того, чтобы их оторвать друг от друга. 
Максимального значения эта работа 
достигает тогда, когда частицы нахо- 
дятся на равновесном расстоянии друг 
от друга. Эту работу называют энер- 
гнией связи. Если частицы сжаты 
н отталкиваются, то есть находятся 
на расстоянии меньше равновесного, 
то работа разрыва станет, конечно, 
меньше. 

Типичная кривая энергйи взаимо- 
действия показана на рисунке 2. 
Все кривые имеют такой характер. 
Но для конкретных целей надо знать 
параметры кривой. Прежде всего важ- 





*) См. статью `Г. Я. Мякищева 
«Взаимодействие атомов и молекул», «Квантеь 
№ И, 1971 г. 

**) По кривой энергни взаимодействия 
можно найти и силу; сна численно равна 
тангенсу угла наклона касательной к кривой 
энергин взаимодействия. 


на глубина ямы и ее абсцисса — рав- 
новеснсе расстояние. Но в ряде слу- 
чаев нужны и более подробные сведе- 
ния о крутизне крнвой слева и справа 
от положения равновесия. Все сведе- 
ння о веществе таятся в кривой 
взанмодействия частиц. Зная вид 
этой кривой, можно рассчитать тепло- 
вые и механические свойства 
вещества. 

Кривая энергии взаимодействия, 
с которой мы вас познакомили, есть 
зависимость энергни от расстояния. 
Но о каком расстоянии ндет речь? 
Если нас интересует газообразное 
состояние вещества, то картина ясна. 
Молекулы находятся на расстояниях 
много больше их собственных раз- 
меров. Поэтому можно считать, что 
энергия зависит только от расстояния 
между центрами молекул. Но в жнд- 
костях и твердых телах дело обстоит 
совсем не так просто. Здесь расстоя- 
ние между центрами молекул при- 
мерно равно размеру молекулы. 
В этом случае энергия взаимодействия 
будет зависеть от взаимной орнента- 
цин молекул. Наша кривая энергин 
теряет физический смысл, если под 
расстоянием понимать расстояние 
между центрами молекул. 

До самого псследиего времени по- 
ложение дела казалось безвыходным. 

Больше четверти века тому назад, 
рассматривая взаимное расположение 
молекул в кристаллах, автор обратил 
внимание на то, что центр каждого 
атома стремится расположиться 
между центрами атомов соседней мо- 
лекулы. Оказалось также, что взанм- 
ное расположение атомов молекулы 
по отношению к атомам соседней 
молекулы не зависит от того, в какую 
молекулу эти атомы входят. Короче 
говоря, создавалось впечатление, что 
атомы молекулы ведут себя иидиви- 
дуально, так сказать, не обращая 
внимания на свонх соседей в своей же 
молекуле. Эти наблюдения позволили 
высказать гипотезу: энергия взаимо- 
действия молекул равняется энергин 
взаимодействия всех пар атомов этих 
молекул. Илн, как принято говорить 
в физике, энергия взаимодействия 
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молекулы аддитивно складывается из 
энергнн взанмодействня атомов, со- 
ставляющих молекулу. 

Провернть это предположение ока- 
залось возможным лишь тогда, когда 
в обиход вошли электронно-счетные 
машины. 

Возьмем относительно пебольшую 
молекулу, состоящую, скажем, из 
двадцати атомов. В соседней молекуле 
тоже двадцать атомов. Значит, взан- 
модействие только этих двух молекул 
ссть сумма из 20х20 =400 слагаемых. 
Но ближайших соседей несколько. 
Если молекула более или менее ша- 
ровидна, то ближайших соседей будет 
12 (столько, сколько ссседей у каждо- 
го шара в плотной упаковке шаров 
{рис. 3): в одном слое у шара шесть 
ссседей, да по три шара можно поло- 
жить на этот слой сверху и снизу), 
а значит, чнсело взаимодействий мо- 
лекулы только с ближайшими соседя- 
ми будег измеряться многими тысяча- 
ми. Каждое слагаемое надо оценивать 
по кривой энергии, которая теперь 
приобретает смысл кривой взаимо- 
действия атомов, а не молекул. 

Для каждой пары атомов надо 
знать кривую энергии взаимодейст- 
вия. Для огромного класса углеводо- 
родов — веществ, состоящих из ато- 
мов двух сортов — углерода и водо- 
рода.— надо знать три кривые 
взаимодействия: углерод — углерод, 


21 


водород — водород и углерод — во- 
дород. 

Откуда взять сведения об этих 
кривых? К сожалению, нет никаких 
теоретических способов их вывода. 
Кривые энергии приходится опреде- 
лять из опыта. Так как подбор нуж- 
ных кривых — операция весьма ти- 
пичная для многих областей физики, 
то мы опищем эту интересную работу 
подробней. 

Исследователь, начиная на пус- 
том месте, должен прежде всего при- 
кинуть хотя бы грубо параметры 
кривых. Из опыта известны ближай- 
шие расстояния, на которые подхо- 
дят друг к другу атомы соседних 
молекул. Внимательно просматривая 
эти данные, мы выясним, что два 
атома водорода не бывают ближе 
друг к другу, чем на расстоянии 
2—3 ангстрема, два атома углерода 
разных молекул не приблизятся друг 
к другу ближе, чем на 3—4 ангстре- 
ма ит. д. Эти данные взяты из иссле- 
дований твердых тел. Молекулы в 
твердом теле несколько сжаты силами 
взаимодействия. Поэтому мы думаем, 
что равновесные расстояния на соот- 
ветствующих кривых атом-атомного 
взаимодействия должны быть несколь- 
ко больше приведенных выше цифр. 
По ряду косвенных соображений яс- 
но, что это превышение должно быть 
процентов на десять. Поэтому для 
начала можно выбрать абсциссы ми- 
нимумов на кривых, которые мы 
обсуждаем в качестве примера, в точ- 
ках 2,6 и 3,8 ангстрема. 

Сведения об энергии связи, то есть 
о глубине ямы кривой энергин, надо 
«вытянуть» из данных по теплотам 
испарения. Напомним, что при малых 
давлениях твердое вещество испа- 
ряется. Теплота этого фазового прев- 
ращения может быть достаточно точно 
измерена. Затраченная на испарение 
кристалла теплота пошла на то, что- 
бы развести его молекулы на далекое 
расстояние. С некоторыми поправка- 
ми, на которых мы не станем задер- 
живаться, измерение теплоты испаре- 
ния приводит нас к величине энергии 
взаимодействия всех молекул. 
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Конечно, положение дел не очень 
простое — измеряется суммарная 
величина, а судить надо о слагаемых. 
Углеводородные вещества, состоящие 
из молекул, содержащих 10—20 ато- 
мов, имеют теплоты испарения пс- 
рядка 10—20 ккал/моль. Если пола- 
гать, что в основном играет роль 
взаимодействие соседних молекул, то 
эта пифра складывается нз тысячи 
атом-атомных взаимодействий. Зна- 
чит, глубины ям на кривых энергии 
должны быть порядка 0,01 ккал/моль. 

Таким образом приходят к пример- 
ным оценкам параметров энергетиче- 
ских кривых атом-атомного взаимо- 
действия и с их помощью констру- 
ируют кривые первого приближения; 
далее рассчитывают (вот здесь-то и 
нужны ЭВМ) свойства большого числа 
веществ и сравнивают результаты рас- 
чета с опытом. Становится очевидной 
необходимость тех или иных попра- 
вок. Действуя псследовательно, про- 
буя и ошибаясь (физики так и гово- 
рят — работать методом проб и оши- 
бок), в конце концов приходим к он- 
тимальным кривым атом-атомного вза- 
имодействия для многих пар атомов. 

В общем расчет громоздкий и ис- 
следование гипотезы аддитивности бы- 
ло проведено лишь недавно. Результат 
оказался весьма утешительным. Ока- 
залось, что предположение выпол- 
няется с хорошей точностью. 

Заранее не очевиден успех этой 
работы. Если бы гипотеза была не- 
справедлива, не работал бы принцип 
аддитивности, не вели бы себя одина- 
ково атомы одного химического сорта, 
входящие в разные молекулы, то ЭВМ 
сообщила бы пам, что не может 
подобрать кривые так, чтобы они 
давали цифры, хотя бы сносно совпа- 
дающие с опытом. Напротив, успех 
работы по подбору кривых показы- 
вает, что гнпотезы, положенные в ос- 
нову расчета, справедливы. 

Доказав справедливость аддитив- 
ного представления энергии взаимо- 
действия молекул, мы подводим базу 
под понятие формы молекулы. 

Построив по опытным данным «ске- 
лет» молекулы, мы можем «одеть» его 


Рис. 4. 


плотью» с помощью так называемых 
межмолекулярных радиусов. Если на 
кривой атом-атомного взаимодействия 
водорода минимум лежнт ирм 2,6 анг- 
стрема, то межмолекулярный радиус 
водорода надо взять равным 1,3 анг- 
стрема. 

Выяснив значения радиусов, мы 
можем приступить к окантовке хюле- 
кулы так, как это показано на рисун- 
ке 4. Межмолекулярные раднусы 
больше межатомных расстояний. По- 
этому сферы, проведенные межмоле- 
кулярными радиусами, будут пере- 
секаться. Части сферических поверх- 


ностей, проходящие внутри соседних 
сфер, нас не интересуют. Внешние же 
части образуют поверхность молеку- 
лы (рис. 5). Если надо собрать объем- 
ную модель молекулы, то целесооб- 
разно сделать это при помощи участ- 
ков срезанных сфер. Каждая сфера 
срезается в соответствии с валент- 
ностью. Из таких срезанных сфер 
можно быстро собрать модель любой 
молекулы. 


Конструирование модели молеку- 
лы и неследование межмолекулярных 
сил сильно упрощается в том случае, 
если молекулу можно считать жест- 
кой. Однако такое приближение го- 
дится далеко не всегда. 

Целый ряд замечательных свойств 
вещества определяется гибкостью мо- 
лекулы. Чтобы понять, в каком смыс- 
ле молекула гибка, надо продолжить 
рассуждения об атом-атомных взан- 
модействнях, распространив их на 
внутримолекулярные взанмодействия. 
Это очень важная проблема. Но ей 
отдельную  ста- 


НУЖНО ПОСВЯТИТЬ 
ТЬЮ. 





Рис. 5. 





Ответы на кроссворд, опубликованиый в № 11 (1971 г.) 


По горизонтали: 4. Материя. 


7. Вероятность. 


10. Явление. 11. Регресс. 


12. Эрбнй. 13. Копал. 18. Телефон, 17. Федоров, 18. Физик. 19 Химия, 21. Лебедев. 
о вертикали: 1. Калория. 2. Центр. 3. Рикошет. 5. Телевидение. 6. Стерео- 
фония. 8. Квартет. 9. Остаток. 14. Полимер. 15. Децибел. 20. Лед. 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК 


Задача о числах в таблице 


М. Л. Гервер 


В «Кванте» № 7 за 1971 год на 
странице 21|] была сформулирована 
следующая задача. 

В квадратной таблице 6х6 про- 
извольно расставлены числа 1, 2, 3, ..., 
36. Доказать, что среди них найдутся 
два числа а и Ь, стоящие в соседних 
клетках, такие, что а—6>5. 


Несколько лет тому назад анало- 
гичная задача предлагалась на 
московской математической олимпна- 
де: доказать, что в таблице 95:9, 
заполненной попарно различными це- 
лыми числами, найдутся два соседних 
числа с разностью, большей или рав- 
ной 6. 

Ниже мы решим общую задачу 
для таблицы лхл, причем получим 
для максимальной разности между 
соседними числами точную (неулуч- 
шаемую) оценку. 


Формулировка задачи 


В таблице пхп произвольно рас- 
ставлены числа 1, 2..... п*. Доказать, 
что найдутся два соседних числа, раз- 
ность между которыми не меныше п. 

Пояснение  Уточним термин «со- 
седние чнела». Мы называем два числа со- 


седнимн, если клетки таблицы, в ксторых 
онн стоят, имеют общую сторону. 


Предварительные замечания 


Легко расставить числа 1, ..., п? 
в таблице п\п так, чтобы разность 
любых двух соседних не превосходила 
л. Примеры такой расстановки при 
п=о приведены в таблицах [и 2. 

Из таблнцы | можно (меняя ме- 
стами столбцы) получить еще 119 = 
=5!—1 таблиц, в которых разности 
между соседиими числами не пре- 
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Таблица 1. 





восходят 5. В таблице 2 можно, не 
увеличивая максимума разности 
между соседними числами, перестав- 
лять числа, стоящие далеко от диа- 
гонали, идущей из левого нижнего в 
правый верхний угол таблицы; на- 
пример, можно поменять местами 1 
и 2 или 23 и 24 ит.д. Совершенно 
аналогичные примеры строятся при 
любом п. 


Существует много способов рас- 
ставить числа 1.... п? в таблице 
пжл так, чтобы максимальная раз- 
ность между соседними числами рав- 
нялась п. Спрашивается, а нельзя 
ли расставить числа так, чтобы мак- 
симальная разность была меньше п? 


Оказывается, этого сделать нель- 
зя — именно это мы и собираемся 
доказать. 


Таблица 3. 








[9 
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Решение задачи для л 4 


Идею, на которой основано реше- 
ние, особенно просто изложить ири 
маленьких п. Возьмем таблицу 4х4, 
выберем в ней 4 клетки, в которых 
стоят числа |, 2, 3 и 4. Поставим 
звездочки в те из оставшихся клеток 
таблицы, которые являются соседни- 
ми ‘для выбранных (таблица 3). Заме- 
тим, что даже если выбранные клетки 
находятся на краю или в углу табли- 
цы, то звездочек будет не меныше, 
чем четыре (проверьте это само- 
стоятельно). Теперь, как бы мы ни 
расставляли в таблице числа 5, 6, ..., 
16, в одну из клеток со звездочкой 
попадет число а, большее или равное 
8 (поскольку звездочек минимум 4, 
а чисел, меныших 8, осталось всего 
три: 5, би 7). Эта клетка является 
соседней по крайней мере для одной 
из клеток, в которых стоят числа 1, 2, 
Зи 4. Итак, число а>.8 соседствует 
с некоторым числом $<4. Тем самым 
а—Ь>4. 

Мы доказали, что при любом рас- 
положении чисел 1, 2, 3, 4, ..., 16 
в таблице 4х4 найдутся два соседних 
числа аи 6 таких, что а-—6-—4. 








Что дальше › 


Изложенное выше может привести к 
следующему поспешному выводу. 

Выберем в таблице пхп клетки, в котс- 
рых стоят числа 1, 2, .... п. Поставим звез- 
дочки в те из оставшихся клеток, которые 
соседствуют с выбранными. Звездочек окажет- 
ся минимум п. Поэтому, как ни ставить в таб- 
лицу числа п |, ..., м, найдется число 
а—2п, которое попадет в клетку со звездоч- 
кой и окажется ссе-дним для некоторого чис- 
ла фи. Разность чисел а—6, очевидно, боль- 
ше нлн равна л. 

В приведенном рассуждении имеется 


одна ошибка: неверно утверждение, напе- 
чатанное курсивом. Неверно оно уже при 
п = 5: есль мы расставим числа |, ..., 5так, 
как это сделано в таблице 2, то звездочек 
будет только 4. а вовсе не 5. Оказывается, 
что положение можно исправить, надо 
лишь выбирать нел, а некоторое другсе чис- 
о клеток. 


Лемма. Пусть в таблице пхп 
расставлены числа 1,..., п. Тогда 
существует число т (1<т< п”), обла- 
дающее следующим свойством: если 
мы отметим клетки таблицы, в ко- 
торых стоят числа 1,...,т, и по- 
ставим по звездочке в те из оставших- 
ся клеток (содержащих числа т-1, ..., 
п?), которые соседствуют с отме- 
ченными, то звездочек в таблице ока- 
жется не менее чем п. 

Доказательство лем- 
мы. Пусть числа 1,..., п? как-то 
расставлены в таблице пхл. Обо- 
значим через А наименьшее число, 
обладающее следующим свойством: 
в каждой строке и в каждом столбце 
имеется число, не превосходящее Е 
(в таблицах 1, 2 и 4 число А равно 
соответственно 21, 15 ин 9). Так как 
# — наименьшее число, обладающее 
указанным свойством, то число &— 1 
этим свойством не обладает. Другими 
словами, найдется либо строка, либо 
столбец, не содержащие ии одного 
из чисел [,.... А—1. Рассмотрим 
трн случая. 


Таблица 4. 
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| случай. В каждом столбце 
имеется число, не превосходящее 
&—1, но существует строка, не содер- 
жащая ни одного из чисел |, ..., &— |. 
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Таблица 5. 


В этом случае положим т-=А—1 
{например, т=20 в таблице 1 и 
т=8 в таблице 4). 

Покажем, что т удовлетворяет 
требованиям леммы. 

Отметим клетки, содержащие чнис- 
ла |,..., Т=А— 1, и поставим звез- 
дочки в те из оставшихся клеток, 
которые соседствуют с отмеченными 
(таблицы 5, 6). 

Каждый столбец содержит отме- 
ченные клетки. Кроме того, в каждом 
столбце есть хоть одна неотмеченная 
клетка (так как целая строка не со- 
держит отмеченных клеток). Поэтому 
в каждом столбце найдется хоть одна 
звездочка. Всего столбцов п; значит, 
н звездочек — минимум п. 

Н случай. В каждой строке 
имеется число, не превосходящее 
&—1, но существует столбец, не содер- 
жащий ни одного из чисел 1, ..., А. 

Этот случай сводится к уже ра- 
зобранному: достаточно отразить таб- 
лицу относительно главной днагонали 
{эта операция называется транспо- 
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Таблица 6’ 





нированием; например, из таблицы 6 
получается таблица 6’}, тогда строки 
перейдут в столбцы, а столбцы — 
в строки. Поэтому и здесь положим 
= |. 

ИГ случай. Существуют од- 
на строка н один столбец, не содержа- 
щие чисел |,.„., &—1; число Е стоит 
в центре «креста», образуемого этой 
строкой и этим столбцом (таблица 7). 

В этом случае положим т-А. 

Пусть число т=А стоит в клетке 
а;; на пересечении строки с номе- 
ром Ё и столбца с номером | (в табли- 
це 7 {=}—4). Отметим клетки, содер- 
жащие числа |,..., т. Проверим, что 
в каждой строке имеются как отме- 
ченные. так и неотмеченные клетки. 
Согласно определению числа А, в каж- 
дой строке имеется число, не пре- 
восходящее № А так как т=А, 
то в каждой строке имеется отмечен- 
ная клетка. В {-й строке все клетки, 
кроме а; не отмечены. Наоборот, 


Таблица Т. 





при #5 в [-той строке не отмечена 
клетка а). 

Итак, каждая строка содержит 
как отмеченные, так и неотмеченные 
клетки, а значит, содержит хоть од- 
ну звездочку. Следовательно, и в этом 
случае имеется минимум л звездочек. 

Так как случаи 1, Ши ИТ исчер- 
пывают все возможности, то лемма 
доказана. 


Решение задачи для произвольного м 


Пусть в таблице пх п расставлены 
числа |,..., й*. Выберем в соответ- 
ствии с леммой число т. Отметим 
клетки, содержащие 1,..., т, и по- 
ставим звездочки в те из оставшихся 
клеток, которые соседствуют с от- 
меченными. По лемме звездочек ока- 
жется не меныие чем п. Все числа 
в клетках со звездочками больще т. 
Значит, наибольшее из них а-т-Ё п. 
Клетка, содержащая число а, сосед- 
ствует с некоторой отмеченной клет- 
кой, в которой стоит число фт. 
Так как ат п, 6<т, то а-ля. 
Итак, мы указали два соседних чис- 
ла а и 6, разность между которыми 
больше нли равна л. Тем самым наша 
задача полностью решена. 


Упражнения 


1. В прямоугольной таблице топ 
произвольно расставлено тл попарио раз- 
личиых целых чнсел. Точно оценить макси- 
мальную разность между соседними числами. 

2. Выше мы называли две клетки таб- 
лицы соседними, если они имели общую сто- 
рону. Дадим новое определение «соседства» 
будем теперь называть две клетки соседиими, 
если они имеют либо общую сторону. либо 
общую вершину (раньше у клетки, стоящей 
не на краю таблицы, было четыре соседних. 
теперь — восемь). Как изменится оценка 
максимума разности между соседними чис- 
ламн при иовом понимании термина «со- 
седний»? 

3. Последний вопрос стногится не ко 
всей задаче с таблицей, а только к лемме 
п(п— |) 

2 


клеток. В те из оставшихся клеток, которыс 
имеют общие стороны с отмеченными, поетав- 
лено по звездочке. Верно ли, что найдется 
не менее чем п звездочек? 


В таблице лхп отмечены 


АЛАЗЛЛАЛЛЛАЛАЛЛАЛАЛЛЛАЛАИЛАЛАЛЛАЛЛАЛ АЛЛА ЛА 


(Окончание. Начало см. на стр. 8). 


Но это был все-таки колоссальный 
труд, особенно если учесть состояние 
математики того времени. Нужно бы- 
ло решить вторую часть задачи: ор- 
биты известны из наблюдений, теперь 
надо найти их законы по результатам 
опытов. То есть делать определенное 
допущение о виде орбитальных кри- 
вых, а затем проверять его на огром- 
ном эмпирическом материале! Если 
результаты не совпадали; то выдумы- 
вать новую гипотезу и вновь прове- 
рять! После бесчисленных попыток 
Кеплер пришел к следующему выво- 
ду: орбита представляет собой эллипс, 
в одном из фокусов которого находит- 
ся Солнце. Он нашел и закон, по ко- 
торому меняется скорость в течение 
одного года: отрезок Солнце — пла- 
нета”в равные промежутки времени 
описывает равные площади. Нако- 
нец, он нашел, что квадраты времен 
обращения относятся как кубы осей 
эллиисов. На решение этих задач 
ушла вся жизнь Кеплера. 

К восхнщению перед этнм заме- 
чательным человеком добавляется еще 
чувство восхищения и благоговения, 
но относящееся не к человеку, а к за- 
гадочной гармонии природы, которая 
нас породила. Еще в древности людн 
придумали кривые, которые соответ- 
ствуют простейшим законам. Наряду 
с прямой и окружностью среди них 
были эллипс и гипербола. Последние 
мы видим реализованными в орбитах 
небесных тел, во всяком случае с хо- 
рошим приближением. 

Представляется, что человечес- 
кий разум должен свободно стронть 
гипотезы, прежде чем подтвердится их 
действительное существование. Заме- 
чательное произведение всей жизни 
Кеплера особенно ярко показывает, 
что познание не может расцвести из го- 
лой практики. Такой расцвет возможен 
только из сравнения того, что приду- 
мано, с тем, что наблюдено. 
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опыты, подготовленные — для 

лекции по вихревым кольцам, я 
ввел ннтересные изменения. 

Обычный ящик для демонстрации 
вихрей хорошо известен и не требует 
подробного описания *)}. Наше уст- 
ройство значителью больше тех, что 
обычно используются. Это кубиче- 
ский деревянный ящик со стороной 
около метра; одна из стенок сделана 
из тонкой клеенки, свободно подве- 
шенной, с двумя диагоналями из ре- 
знновых трубок, крепко привязанных 
по углам. Резиновые трубки нужны 
для того, чтобы обесиечить возвраще- 
ние клеенки в первоначальное поло- 
жение. 

Такой ящик выбрасывает воздуш- 
ные вихри большой силы, причем 
удар кольца о стену лекционного зала 
отчетливо слышен и похож на звук 
от легкого удара полотенцем. Аудито- 
рия может получить представление 
о «твердости» вращающегося воздуш- 
ного вихря, если последовательно 
выпускать невидимые кольца в зал. 
Удар кольца в лицо человека ощу- 
щается как мягкий толчок пуховой 
подушкой. 

Для того чтобы сделать кольца 
видимыми, нужно наполнить ящик 

*) См. статью Н. Е. Жуковского 
На теории вихрей» в «Кванте» № 4, 
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Р Вуд 


ихревые 


смесью аммиака и хлористого водо- 
рода при иомощи резиновых трубок, 
подсоединенных к двум колбам, в ко- 
торых кипят МН ОН и НОЯ. Этот 


способ дает хорошие результаты. 
Рисунок 1 сделан с фотографии 
больших колеи, полученных таким 
снособом. Вил сбоку представляет 
особый интерес: он показывает хвост 
(похожий на хвост кометы), который 
образуется из-за трения внешних 
участков кольца об атмосферу при 
двнжении внеред. 

Силу воздушных колец можно по- 
казать таким образом. Направим их 
на плоский картонный ящик, стоя- 
щий на некотором расстоянни от ус- 
тановки. При этом ящик сразу же 
переворачивается или даже падает 
на пол. Ударом внхревого кольца 
можно погасить пламя газовой го- 
релки. После некоторой тренировки 
можно научиться выпускать два коль- 
на быстрой очередью, причем так, 
чтобы второе летело с несколько 





Рис. 1. 


большей скоростью, чем первое. Тогда 
второе кольцо нагоняет первое, уда- 
ряется об него и отскакивает; оба 
кольца остаются целы н превращают- 
ся в вибрирующие эллипсы. Это пока- 
зывает, что газовый вихрь обладает 
упругостью. Все опыты, которые я 
проделал с двумя ящиками, дали 
неудовлетворительные результаты. 
Хотя большие вихрн, полученные 
с помощью описанной установки, луч- 
ше всего подходят для демонстрации 
на лекцин, я считаю, что гораздо 
более красивые и симметричные коль- 
ца можно получить, выпуская дым 
из бумажной или стеклянной трубки 
днаметром 2,5 см*). Если смотреть 
сбоку на выдуваемые кольца в не- 
подвижном воздухе около лампы или 
при солнечном свете, то видны очень 
красивые спиральные лнннн тока. 
Мне удалось сфотографировать одно 
из этих колец следующим образом. 
Моментальный затвор был установлен 
на двери темной комнаты, а дуговая 
лампа фокусировалась на его щель 
с помощью болыного вогнутого зерка- 
ла. Фотопластинка устанавливалась 
в темной комнате так, чтобы ее 
освещал расходящийся пучок лучей, 
идущий от отражения дуги в зеркале 
(когда затвор открыт). Перед пластин- 
кой помещалась красная лампа, а за- 
тем кольша выдувались из трубки. 
Как только кольцо, снмметричное 
по форме и двигающееся не слишком 
быстро, оказывалось перед пластин- 
кой, мы дергали за шнурок, ведущий 
к затвору, и пластинка освещалась 
сслепительной вспышкой. От кольца 
падала четкая тень благодаря не- 
большому размеру и отдаленности 
источннка света. Рисунок 2 сделан 
с полученной фотографии. Видно, 
что кольцо состоит из слоя дыма 
и слоя воздуха, образующих спираль 
нз нескольких законченных витков. 
По-видимому, угловая скорость 
вращения увеличивается по мере 


*} Дым можно получить, например, по- 
ложив в закрытую коробочку ллеющую 
бумагу. 





Рис. 2. 


приближения к центру кольца, при- 
чем внутренние участки защищены 
от трения (если можно применить 
этот термин) прилегающими врашаю- 
щимися слоями. Это легко можно 
показать, видоизменив опыт, наирн- 
мер, создавая воздушное кольцо с яд- 
ром из дыма. Если мы сделаем ма- 
ленький вихревой ящик с отверстием 
диаметром, скажем, 2 см, наполним 
его дымом и слегка ударим по стенке, 
по-видимому, появится толстое коль- 
цо, вращающееся очень медленно. 
Однако если мы очистим воздух от 
дыма, вольем в ящик несколько ка- 
пель аммиака и смажем концентри- 
рованн9й НИ нижнюю часть 
отверстия ящика, тогда дым образует 
тонкий слой у нижней частн отвер- 
стия. После легкого удара о стеику 
дым переходил в ядро кольца, а ос- 
тальная часть кольца оставалась не- 
видимой. Видимая же часть вихря 
вращалась с удивительно большой 
скоростью. Нужна большая ловкость, 
чтобы создать такие, похожне на полу- 
месяц, тонкие вихри. Лучшие резуль- 
таты обычно получались после не- 
скольких попыток. Вид одного такого 
ядра из дыма показан на рисунке 3. 
Действительный размер вихря отме- 





Рис. 3. 
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чен пунктирными линиями. Этот опыт 
не получается в болышом масштабе, 
хотя я достиг некоторого успеха, 
распыляя нашатырь у верхнего края 
отверстия с помощью зигзагообразной 
железной проволоки, нагреваемой то- 
ком. 

Принимая некоторые меры предо- 
сторожности, можно получить дымо- 
вое полукольцо такое, как на рисун- 
ке 4. Это блестящая иллюстрация 
того, что образование колец никоим 
образом не зависит от наличия дыма. 
Лучший способ получить полуколь- 
ца состоит в том, чтобы очень легко 
выдохнуть дым в бумажную трубку, 
позволяя ему течь по дну трубки, 
пока он не достигнет конца. Тогда 
кольцо выталкивается легким выдо- 
хом. Возможно, лучше проводить 
опыт в большой аэродинамической 
трубе с отверстием на дне, так как 





Рись 4. 


в этом случае можно наблюдать яв- 
ления, происходящие внутри. До- 
статочно легко получить кольцо, в ко- 
тором боблышпая часть дыма сосрс- 
доточена в нижней половине; но полу- 
чение кольца, одна половина котс- 
рого полностью невидима, и такого, 
чтобы граница дыма была резко очер- 
чена (как показано на рисунке 4), 
требует большой практикн. Я пере- 
пробовал различные схемы, чтобы 
получить эти полукольца в большюм 
масштабе, но ни одна из них не дала 
результатов, достойных упоминання. 
Казалось, что применение раскален- 
ной проволоки с нашатырем является 
самым многообещающим методом, од- 
нако резко очерченной границы дыма 
я так и не получил, а именно это 
отличает маленькие кольца, полу- 
ченные с помощью трубки. 
Объясняя образование вихревых 
колец, вращательное движение часто 
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Рис. 5. 


приписывают трению между вытекаю- 
щими воздушными струями и краем 
отверстня. Однако большей частью 
образование вихрей обусловливает 
трение с атмосферным воздухом. Что- 
бы проиллюстрировать эту точку зре- 
ния, я придумал вихревой ящик, 
в котором трение с краем отверстия 
отсутствует или, правильнее сказать, 
компенсируется уравниванием его по 
всему поперечиому сечению выходя- 
щей струи. 

В дне цилиндрического оловян- 
ного ящика просверливается ириблн- 
зительно 200 отверстий диаметром 
1,7 мм каждое (рис. 5). Если ящик 
наполнить дымом и выпустить силь- 
ную струю воздуха, от поверхнссти, 
похожей на сито, отделяется краснвое 
внхревое кольцо. Можно просто по- 
крыть конец бумажной трубки куском 
туго натянутой льняной ткани и вы- 
дуть дымовое кольцо через нее. 

При опытах с ящиком, снабжен- 
ным двумя круглыми отверстиями, 
я наблюдал слияние двух колец, 
двнгающихся рядом, в одно большое 
кольцо. Если кольца нмеют большую 
скорость вращення, они отскакивают 
друг от друга, но если кольца вра- 
щаются медленно, они соединяются. 
В момент соединения форма вихря 
очень неустойчива. Соединенные коль- 
ца скачком меняют горизонтальное 
положение на вертикальное так быст- 
ро, что это трудно заметить, а затем 
медленно прнобретают форму кольца. 
То же самое можно показать с по- 
мощью двух бумажных трубок, держа 
их в разных углах рта и почти парал- 
лельно друг другу. В любом случае 
воздух в комнате должен быть практн- 
чески неподвижен. 

Статья была опубликована в жур- 


нале «Мите» за 190! 2. Публико- 
ция подготовлена „Л. А. Савиной 





ЗАДАЧНИК Ябанта 


ЗАДАЧИ 


М116. Докажите, что если соеди- 
нить середины последовательных сто- 
и выпуклого  п-угольника М 


(рис. 1}, то у полученного много- 
угольника 

а) периметр не меньше половины 
периметра М (и>3); 

6) площадь не меныше половины 
площади М (1—4). 


Г. А. Гальперин 





Рис. 1. 


М117. Несколько человек в те- 
чение { минут наблюдало за улиткой. 
Каждый наблюдал за ней ровно 1 ми- 
нуту и заметил, что за эту минуту 
улитка проползла ровно 1 метр. Ни в 
один момент времени улитка не оста- 
валась без наблюдения. Какой наи- 
меньший и какой наибольший путь 
могла она прололэти за эти # минут? 

Попробуйте решить эту задачу 
сначала для небольших значений ([, 
например для #=2,5. 


Н. Н. Константинов 
М118. С четырех сторон шахмат- 


ной доски размером пЖн построена 
кайма ширнной в два поля. 


Доказать, что эту кайму можно 
обойти шахматным конем, побывав 
на каждом поле один и только один 
раз, в том и только в том случае, 
когда п—-1 кратно 4. 


Ю. И. и Ю. Ю. Соркины 


М9. Докажите, что если на каж- 
дой грани выпуклого многогранника 
выбрать по точке н провести из этой 
точки вектор, который направлен пер- 
пендикулярно соответствующей гра- 
ни во внешнюю сторону и длина 
которого равна площади этой грани, 
то сумма всех таких векторов будет 
равна нулю. 

Н. Б. Васильев 


М120. В некотором множестве 
введена операция *«, которая каждым 
двум элементам а н В этого множества 
ставит в соответствие элемент @=б 
из этого множества. Известно, что 

1} для любых трех элементов а, 
ф ис 

а» (6+ с) == ф* (ска): 


2) если а*жф = а=жс, то 6=с; 
рис, то а=6. 


Докажите, что операция * 
а) коммутативна, то есть для лю- 
бых двух элементов а и В 


ажб = фаа: 


6) ассоциативна, то есть для лю- 
бых трех элементов а, бис 


(а 6} вс = а» (Б*(). 
С.А. Яновская 
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3) если а*с = 





Рис. 2. 


Ф128. Тонкую однородную  па- 
лочку кладут так, что она опнрается 
на две плоскости, наклоненные к го- 
ризонту под углами @ и В; угол между 
плоскостями равен 90” (рис. 2). Что 
будет происходить с палочкой? Каким 
будет ее окончательное положение, 
еслн трение между палочкой и плос- 
костями очень мало? 


Б. Б. Буховцев 


Ф1293. Тело находится в точке А 
внутри неподвижной полой сферы. 
В каком случае тело скорее достигнет 
ннжней точки В сферы: если оно 
будет скользить по поверхности сфе- 
ры нли если оно будет скользить 
вдоль прямой АВ? Трение в обоих 
случаях пренебрежимо мало, началь- 
ная скорость тела равна нулю и рас- 
стояние АВ много меньше радиуса 


сферы. 


Г. Л. Коткин 


Ф130. Внутрн гладкой сферы на- 
ходится маленький заряженный ша- 
рик. Какой величины заряд нужно 
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поместить в нижней точке сферы 
для того, чтобы шарик удерживался 
в ес верхней точке? Диаметр сферы &, 
заряд шарика 9, его масса т. 


Г. Я. Коткин 


Ф131. Легкая стеклянная трубка 
длнны [ и поперечного сечения 5, 
заполненная целиком ртутью и за- 
паянная с одного конца, расположена 
горизонтально в резервуаре со ртутью 
вблизи поверхности ртути. Какую ми- 
нимальную работу надо совершить 
для того, чтобы перевести трубку 
в вертикальное положение, в котором 
она будет касаться открытым концом 
поверхности ртути? 


Ф132. Цилиндр массы т раскру- 
тнли и поместили между двумя за- 
крепленными плоскостями, раеполо- 
женными` под углом 2% друг к другу 
(рис. 3). Зная, что коэффициент тре- 
ния между цилиндром и плоскостями 
равен А, определить силы, с которыми 
цилиндр действует на стенки. 








РЕШЕНИЯ 


В этом номере мы публикуем решения задач М74—М76. 


М 74 


Многочлен р обладает таким свойством: 
для некоторого числа а 


р(х) -- ра х). 
Докажите, что р(х) можно представить 
р. а р 
в виде многочлена от [х > >) ‚ Например, 


если ро) о 2м:1(1-х, то , очевидно, 
р(х) -^ РИ--х) н, как петрудно проверить, 


: в! 5 | 
р (5) == 59° У Тб, 


где 


Выразим х через новую переменную 
а а 
у=х— 5 - Тогда х = 5 +9, а—х= 


а 
= 5—9. Еслн в многочлен р (х) вмес- 


а 
то х подставить о -+- у, то получится мно- 


а 
гочлен от переменной и: р (; -- у). кс- 


торый будет удовлетворять условию 
а а 
р ++)-2(+-н). (1) 
Пусть 
а 
›(-+ + у) => оу озу + 63 -- 
| +...+6". 0) 


а 
Тогда Р(3--— у) — бо — Бу + 6 — 


—Фу | -.. - 6”, и равенство (1, после 
упрощения прниинмает вид; 


Блу 6й--...=0 (3) 


(сюда входят все члены из (2) с у в нечетных 
степенях н только они). 


Теперь «очевидно», что 


$ =63=...=0, (4) 
откуда 


р +) = Бо би + + ..., 


а 
(= + у) представляется как многочлен 
от 58, то есть р (х) представляется как многое 
а \2 
член от| х —-—5-| - (Мы советуем вам про- 


делать все эти преобразоваиня для многочле- 
на х8- (1х), упомянутого в условии зада- 
ЧН.) 

Решений такого рода нам было прислано 
довольно много. Но если мы стоим на пози- 
циях математической строгости, то должны 
объяснить, почему «очевидно», что из (3) сле- 
дует (4). 

Для этого уточним, как мы понимаем 
равенство двух многочленов, например, 
равенство (3) или (2), илн (1), или равенства 
в условии задачи. 

Обычно в школе понимают такое равен- 
ство как равенство функций, то есть как 
равенство левой и правой части при всех 
числовых значениях переменной. Тогда для 
обоснования перехода от (3) к (4) нужно 
сослаться на теорему о многочлене, тождест- 
венно равном нулю: если сРсх-Резха-- 
--.. НЕ саяй = 0 при всех вещественных эзна- 
чениях х, то св = с: ==... =с1= 0. 
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Заметим, что в более современных учеб. 
никах алгебры обычно понимают равенство 
многочленов как равенство соответствующих 
коэффициентов (после приведения к стандарт- 
ному виду а Нах-Раох?-..-Раах”). Если 
все равенства в нашей задаче понимать так, 
то в переходе от (3) к (4) слово «очевидно» 
нужно заменить словом «по определению». 
Более подробному разговору о том, что такое 
многочлен, как точно определить различные 
операцин над многочленами, мы посвятим 
отдельные заметки в «Кванте» в будущем голу. 


А. „Л. Тоом 
М75 


а} Доказать, что в любом выпуклом 
мкогограцинке сумма длни всех ребер больше 
утроенного днаметра. {(Днамстром  много- 
гранника называстся наибольшая из длин 
всевозможных отрезков с концамн в верши- 
нах многограиника). 

6) Доказать, что для любых двух вершин 
А н8В выпуклого многогранника найдутся 
трн ломаные, каждая из которых идет по 
ребрам многогранника из А и В и никакие 
две не проходят по одному ребру. 

в) Доказать. что если в выпуклом мно- 
гограниике разрезать два ребра, то для 
любых двух его вершии Ав В найдется ло- 
маная, идущая из Л в В по оставшимся 
ребрам. 

г) Доказать, что в задаче 6} можно выб- 
рать три ломаные, попарио ке нъеющие об- 
щих вершин, за исключением концов А н В. 


Очевидно, что из задачи г) следует за- 
дача 6), из 6) следует в) ид)”. Мы приведем 
набросок коротких доказательств а} и в) 
и решим г). 

а) Пусть АВ — диаметр М. Спроекти- 
руем все ребра М на АВ. Посмотрим, сколько 
точек проектируется в какую-нибудь точку 
С, лежащую внутри АВ. Если через С про- 
вести плоскость Р перпендикулярно АВ. то 
Р перссечет АВ ло выпуклому многоугольни- 
ку. Вершины этого многоугольника (а их не 
меньше трех!) суть точки пересечения Р 
с ребрамн М и, значит, в каждую внутреннюю 
точку отрезка АВ проектирустся не менее 
трех ребер М. Отсюда легко вывести утверж- 
дение задачи а). 

При решении задач в) н г) мы будем 
использовать следующее интуитивно очевид- 
ное утверждение: для любых двух вершин А и 
В выпуклого многогранника М существует 
путь из А в В по ребрам М. Доказательство 
мы оставляем читателю. 


*} Замегим еще, что с помощью теоремы 
Форда—Фалкерсона о макснмальном потоке 
и минимальном разрезе (см. «Квант» № 4, 
1970 г., стр. 34. задача 4} легко нз в) вывести 
6); достаточно применить эту теорему к сетк. 
образуемой ребрами многогранника (каждое 
ребро считается дважды— «Туда» и «обратно»). 
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в) Пусть разрезаны ребра т: и г.. Оче- 
видно, что существует путь Л.. соединя- 
ющий концы г; и име проходящий через го. 
Действительно, к ребру г, прилегают две 
гранм. Ребро г. не лежит хотя бы на одной из 
этих граней, поэтому за Ё, можно взять путь 
по ее границе. Аналогично, для ребра г, су- 
ществует путь Ё.. Рассмотрим теперь две 
произвольные вершины А н В. Как было ска- 
зано выше, существует путь [., идущий из А 
в В по ребрам М. Заменив в лути [. ребро г, 
на путь Ё1, а ребро г, на путь Д. (если, ко- 
нечно, эти ребра встречаются ‘в .), мы полу- 
чим искомый путь но оставшимся ребрам. 
Заметям, что этот путь может иметь само- 
пересечения, которые, впрочем, нструдио уст- 
раннть. 

г) Как было сказано выше, для любых 
двух вершин А, В выпуклого многогранника 
найдется путь из А в В, идущий но ребрам. 
Назовем ллиной такого пути число ребер, 
нз которых он состоит, ин назовем расстоянием 
между А н В —— обозначим его через {1 (А,В) — 
длину кратчайшего (по числу ребер) пути. 
Для доказательства утверждения задачи мы 
фиксируем точку А и будем проводить ин- 
дукцию по расстоянию между точками А и В. 
Если (А.В) = |, то Ан В лежат на одном 
ребре, и утверждение очевидио, так как 
можно пройти из А в В по ребру АВ ин гра- 
иицам двух граней, прилегающих к АВ. 
Предположнм, что утверждение доказано 
для всех вершин, лежащих от А на расстоя- 
нии п-—1|. Пусть 4(А.В) = в. Тогда существу- 
ет вершина В” такая, что (А, В) = п 
н 48", В) = 1. Рассмотрим все грани, со- 
держащие В’. Множество всех ребер, ири- 
надлежащих всем таким граням состоит 
из градиусов» (ребер с концом В”) и «кольца» 
(которое образуют остальные ребра). Одной 
из вершнн кольца является точка В, По 
предположению индукции существуют три 
пути Д, 6, 5 из А в В^, не имеющие попарно 
общих точек, кроме концов. Очевидно, что 
каждый нз этих трех путей проходит хотя 
бы через одну вершнну кольца. Такие вер- 
шины кольца назовем заиятыми. Будем 
тенерь двигаться из точкв В по кольцу в 
одном направлении, пока не попадем в первую 
занятую вершину, а затем в другом направле- 
нни. Рассмотрим две полученные занятые 
вершины А, н А, (одна из них может быть 
вершиной В). Возможны два случая. 

Случай 1. Занятые вершины А, и 
А. прннадлежат разным путям, скажем 
Ни В. Тогда мы стронм тря пути из Ав В 
следующим образом. Первый ‹ путь: из А 
в А, по 11, затем из А; в В по кольцу (заме- 
тим, что по построенню точки А, на послел- 
ием участке мы не пересекаемся с путями 
а и 15). Второй путь: из А в А) по [%, затем 
из Аз в В по кольцу. Третнй путь: из А в В” 
по [, затем по ребру В”В. Очевидно. что 
построенные три пути попарно ие нмеют 
общих точек, кроме концов. 

Случай 2. Занятые вершины А, и 
А. принадлежат одному пути, скажем [.. 


2% 


Посмотрим тогда, какая из этих вершин 
встречается раньше при движении от А к 
В' по [и возьмем отрезок {’ пути (1 от А 
до нервой из этих вершин. После этого рас- 
смотрим три пути д 1,. В. рассмотрим мно- 
жество вершин кольца, занятых путями 
Г. ›. {зи проведем снова предыдущие рас- 
суждения применительно к этим трем путям. 
Если нам встретится случай |. то мы постро- 


им искомые пути описанным выше способом, 
есам же снова встретится случай 2. то мы 
* 

рассмотрим новую тройку путей Г, Ь. (5. 
Если и для этой тройки возникнет случай 2, 
то мы рассмотрим новую тройку и т. д. 
Поскольку мы при этом отходим по кольцу 
все дальше и на кольце есть вершины, при- 
надлежащие путям 5 и В, то иа некотором 
шаге мы получим случай | н искомые путн 
из Ав будут построены. Задача г) решеяа. 
Верно еще более сильнсе утверждение: 
дяя любых двух вершин Я и В можно найтн 
три цепочкн граней, не амеющие общих 
граней н в каждой из которых первая грань 
содержит вершину А, последияя — вершину 
В и соседние грани имеют общее ребро. 


А. Г. Кушниренко 
№76 


В компании из п человек каждые двое 
незнакомых нмеют ровно двух общих Зна- 
комых, а каждые двое знакомых ие имеют 
болыше общях знакомых. Докажите, что в 
этой компании каждый знаком с одинаковым 
чнелом людей. 


Для каждого человека Х будем через 
тх обозначать число его Знакомых. 

Пусть А и В внакомы (рис. 1). Обозначим 
через Мд множество знакомых А, Мв— мно- 





жество знакомых В. Докажем. что 

{1) Мл и Мрв не имеют общих элементов, 

{2) каждый из Ма имеет ровно одного 
знакомого в Ман 

(3) каждый из Мрд имест ровно одного 
знакомого в Ад. 

Утверждение (1} сразу следует из ус- 
ловия: А и В не могут иметь общих 
зиакомых. Докажем (2); (3) доказывается 
аналогично. Пусть ХС Мл (эта запись озна- 
чает «Х принадлежит множеству Млд»}. Либо 
Х есть В, н тогда, согласно (ЕЁ, он имеет в М в 
только одного знакомого — самого А. Либо 
Х2В, тогда, согласно (1). Х незнаком с В. 
и, следовательно, Х и В должны иметь. кро- 
ме А, еще ровно одного общего знакомого, 
то есть А имеет ровно одного знакомого в Мв. 
что и требуется доказать. МЗ (2) и (3) следует, 
что между множествами Мд и Мв можно 
установить взанмно однозначное соответствие, 
поэтому тд==твн. 

Итак. если Аи В знакомы, то тА=тТр- 
Если же А н В незнакомы, то у них есть об- 
щий знакомый С, и. следовагельно, тд-= 
==те==Тв- 

Наиболее четкие решения такого типа 
прислали нам А. Зинченко из Архангельска, 
В. Логинов и А. Слинкин из Москвы, А. Ка- 
римов из Уфы, К. Радионов из Иркутска, 
В. Нронин из Олессы, В. Файтелевич из 
Армавира, С. Григорян из Баку. 


Многие читатели решили задачу иначе. 
Пуеть для каждого человека А через Мд 
обозначается множество его знакомых, через 
№д — мвожество не знакомых с А. Тогда 
каждому элементу из Мд можно поставить 
в соответствие пару элементсв из АА (тех, 
с кем он знаком), и нетрудно доказать, что 
это соответствие между множеством . Ад 
ни множеством всевозможных пар элемевтов 
1 д будет взанмно однозначным. Следователь- 
но, если в Мд содержится тд элементов, 


А. (па — 1) 


тов МА их о ‚ а всего в комна- 


тд (та -— 1) 


нии = Ета -|- > — людей. Это 


равенство верно для любого человска А. 
Но уравнение 


пк 


нмеет (при л>1) только один положитель- 
ный корень, слодовательчо, тд одно и то 
же для всех А. (Аналогичное решение разоб- 
рано в книге А. Лемана «Сборник задач 
московских математических олимпнад», За- 
дача ХХ, 11, 10, 3). 

Интересно выяснить, при каких м та- 
кие компанин действительно существуют. 
Полного ответа па этот вопрое мы не знаем. 
т(т--1) 


Мы видели, что п = 5 = 1, где т — 


количество знакомых одного человека, но 
не при любом таком п существуст нужная 
компания. Напзимер, нетрудно доказать, 
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Рис. 2. 


В этом номере мы публикуем 


\щ9ска массы слон длины [ аежит на го- 
изовтальном полу. Коэффициент тревия 


пел равем /. Какую пабогу вало 
хпершить, чтабы повернут» лоену в гор 
о! плоскости на малый { г: 
юкруг одного из кониовЯ 


Повернем яоску на угол а вокруг одного 
из коннов, а затем ня такой же угол вокруг 
второго конца (рис. 3). В результате доска 
переместится параллельно самой себе. Все 
точки доски пройдут при этом одинаковое 
расстояние у-= [. Поэтому работа, затрачен- 
ная при двух поворотах, така” же, как при 
перемещении доски ва расстояние #: А’ 
=Атя<. При одном повороте затрачивается 


в два раза меньшая работа А == 75 Ета. 


Большияство читателей релахо: эту зада- 
чу более сложным способом. Вот он. 


ы Ах 
Элемент Ах доски с массой А т = т 


при повороте, двигаясь по’ дуге, проходит 
расстояние ух==ха (рнс. 4). Поэтому для пе: 
ремещения этого элемента доски против силы 
трения Гтр-Ё (Ат) & совершается работа 
А, = (Ат) рух. Полная работа, затрачн- 








что таких компаный не существует при ла == 
—=3, т=4 и вообще при т=4 #3. 
Кроме очевидных примеров такнх компаний 
— аля т= |, пи = п=+— 
мы знаем только одил; он изображен на рн- 
сунке 2 и — в несколько другом «ракурсе» — 
на обложке этого иомера журнала. Здесь 
т=5, п= Ю. 

Эту конфигурацию из 16 точек и 40 
отрезков можно описать так: множество 
вершин, ребер ин больших диагоналей четы- 
рехмерного куба*). Докажите, что се можно 
1920 способами отобразить на себя так, что 
точки перейдут в точки, а отрезки — в 
отрезки. 

Н. Б. Васильев 





*) О четырехмерном кубе см., например, 
в книге И. М. Гельфанда, СГ. Г. Гла- 
голевой н ЛА. А. Кириллова 
«Метод координат», «Науказ, 1971 г. 


решения задач 483—388. 


Ета 
ваемая прн повороте доски. равна кА». 


Для того чтобы найтн сумму Хиу,Ах, нари- 
суем график зависимостк у от ох (рис. 5). 

Произведение и’Ах численно равно пло- 
шади зачерненной на рисунке 5 трапеции, 
а Ху,Ах численно равна площади треуголь- 
ника. который образуст график и (х) с осью 
х. Поэтому 


и { 
Ато та. 


Правнльное решение прислали около 
50 читателей журнала. 


Черный ящик» (коробка нензиестной 
схемой внутри) имест две пизры вымодот 


Еслн к вызодам / прылож наприжение 
(/. то вольтмуетр с очень большом в ен 
Ним сопротивие нем полсоединенный у 
выводам //. покатет напряжение (72. 
Есдн же подать напряжение ( ня выводы 
И, то польлметр, Подеоедцненный к выводим 
[. покажет И. Какая злектрическия схема 
находится в чищикея? 

В ящике находится делитель инапряже- 
ния (рис. 6). 





Рис. 5. 
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= 


---, 





Рис. 6. 


Такой ответ прислали О. Заумыслова 
{Зеленоград Московской обл.), А. Зеленый 
(Измаил Одесской обл.}, В. Рожин (Пермь). 
Н. Федин (Омск), А. Демидов (Москва), 
А. Жуков (Кировск Харцизского р-на Донец- 
кой 0бл.}. В. Ковтун (Кнев), А. Воробьев 
{Торжок Калининской обл.). 


$85 


Можию лин провести с илРальный газом 
‘амкиутый процесс (никл) так, чтобы точки 
А н В (рис. Т) длежаля 


однои нц Го г 


Температуры Т, н Т,. которым соответ- 
ствуют изотермы, проведенные на рисунке, 
и объем У, (или У.) заданы. Температуры 
Т, и Т, определяют две изотермы: 


т т 
РУ = ВТ, н ру = ВТ» 


(т — масса газа, и — масса одной его грамм- 
молекулы, А — газовая постоянная). Так как 
объем И, задан, то мы знаем точки. Си Е 


Т. 
цикла: объем И, н И. ИУ. =И, т) ‚темье» 
1 


т КТ 
ратуры Г. иГ.и давление р. = И 7. 
1 


Все остальные точки цикла можно опреде- 





Рис. 7. 


лить только тогда, когда мы зададим одих 
из точек — В или А. : 

Будем считать, что у нас’задан объем И.. 
Он определяет точку В (Рв--Рь, Ив=И.,. 


и 
Тв = Т, У.) и точку О (Ир=И,, Гр=Т.. 


т ВТ: е 
рр == рз= д очка А лежит ил 
изохоре АР д на изобаре АС. Поэтому 
т ВТ. и 
РА ь ИИ Та, и 


Температуры Газа в точках А и В одина- 
ковы, если И, выбрано так. что 
и и 
ит оба г" ях в. 
у, и, ы 


то есть если У. = И, у - Температу- 
И 


ра газа в точках Ан цикла в этом слу- 


у. о 
чае равна Г == и =р Г.Г, ( так как 


= {1 
рэИ = Рай И я ри —- АТ, ) ь 
1 | } 


Правильное решение прислал Н. 9е- 
дин Омск). 





ФЗЕ 
В опыте, Мизлимена гн № Ки! 
есой’ 107% г определяется ‹ ЕТ 

10 мх. Какова иелечность опосделения 
керостя? 

В снлу принципа неопределенности 

й 
АрАх— В. Поэтому Ау > . То сесть 
Ах 


скорость капли не может быть измерена 
с точностью большей, чем 10-18 си/сек. 

Такой ответ прислали В. Глуховский 
(Свердловск}, В. Ковтун (Киев) и А. Злот- 
ник (Жуковский Московской обл.). 


И. Ш. Слободецкий 


Ф&7 
Источник сферических воли лвижется 
по поверхностн воды со скоростья и. Нарве 


зуйте картины воли на поверхности воды 
когда скорость воли и боальше ® метние ско 
рати нсточвикй 


Волны, рождаелиис на поверхности воды 
неподвижным источником. имеют вид кон- 
центрических окружностей (рис. 8, а). Если 
источник движется, то волны, ‘которые он 
порождаст в более поздние моменты времени, 
смещены в направлении движения источнн- 
ка. Пусть скорость источника меньше скс-- 
рости волн. Тогда фронт волны будет обгс- 
нять источник, и картнна воли будет такой, 
как показано на рисунке 8, б. Однако если 
скорость нсточника больше скорости распро- 
странения волн, то фронт волны уже не смо- 
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о 
(©) 
а) 


Рис. & 


жет обогнать источник. и волны будут рас- 
пространяться внутри угла, образуемого дву- 
мя лучами,  исходящими из источника 
(рис. 8, 8). Величина угла легко изходит- 
ся из рисунка. За то время, за которое 
источник проходит расстояние 0, фронт воз- 
ны, испущеяной в точке А, проходит рассто- 


АВ 
янне АВ, причем =: Поэтому 


5 с == и 
и 


Правильное решение прислали А. Злот- 
ник Жуковский Московской обл.), В. Ковтун 
{Киев). Н. Феден (Омск). А. Демидов Москва). 
А. Зеленый (Измаил Одесской обл.), О. За- 
ичыслова (Зеленоград Московской  обл.), 
Г. Зайцев (Гагра), В. Белов (Вологяа), Н. Си- 
Эглев (Цюрюпинск Херсонской обл.), О. Три- 
пов (Джалал-Абад Кирг. ССР), Г. Фурман 
(Черновцы УССР). С. Арасланева (Нижие- 
Ивкино Куменского р-на Кировской обл.). 


/7. Г. Асламазов 
ФвЗ 


Сюсуд, няствчно заполненный ртузыю, 
цвижется Сс Горизоитальным  упкорением, 
водедетвию чего поверхивет» ртути ивкло 
лена к горизонту пед некоторым углем 
Сворху сосуд закрыт крыюшжей. Как изме. 
нитея этот угол, сели ебеуд доверху лапол- 

ь вадой? 


Рассмотрим элемент жидкости с массой 
Ат (рис. 9}. На него действуют две силы: 
сила тяжести Аля и сила М — равнодейст- 
вующая сил давления со стороны окружаю- 
щей жидкости. Под действием этих сил эле- 
мент жидкости движется горизонтально с 
ускорением а. Это означает, что равнодейст- 
вующая сил Ати и М№ направлена горизон- 
тально н равна Ата. Чтобы это было возмож- 
но. сила М лолжна составлять с вертикалью 


у а 
УГОЛ 2 такой, что 110 = у 


Этн рассуждения не зависят от того, где 
именно выделен элемент жидкости. Выберем 
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Рис. 9. 


его на поверхности. Тогда ясно, что он нахо- 
дится в равновесин относительно сосуда и во- 
ды только в том случае, если ны НОСТЬ ЖИД- 
кости перпендикулярна силе иначе сос- 
тавляющая силы М, параллельная поверх- 
ности жидкости, заставит выделенный нами 
элемент жидкости двигаться вдоль поверх- 
ности. Итак, поверхность жидкости в движу- 
щшемся сосуде наклонена к горизонту под 


а 
углом а = аг и Е 


Пусть теперь элемент жнлкости с массой 

Ат находнгся внутрн жидкости. Предноло- 
жим, что мы поместили вместо него тело 
с таким же объемом, но с илотностью, мень- 
шей плотносги воды. Ясно, что в этом случае 
наше тело будет всплывать по направлению 
свлы М. Следовательно, в отличие от нокоя- 
щегося сосуда лннин постоянного давления 
не горизонтальны, а составляют с горизон- 
том угола. Очевидно, такими же будут линии 
постоянного давления и в роде, которую мы 
дольбм в сосуд: Поэтому ясно. что угол на- 
лона границы раздела жидкостей будет та- 

ким же, как и Угол наклона поверхности ртутн 


а 
до доливания в сосуд воды: (@ = агса ® ; 


Это; н естественно. Наблюдатель, находя- 
щийся на тележке, скажет. что жидкость ведет 
себя так, как будто сосуд покоигся, а сила 
чяжестн и ускорение свободкого падения р” 
в его системе координат ваправлены под 
углом © к вертикали. В покоящемся сосуде 
граница раздела жидкостей перпснднкуляр- 
на силе тяжести вне зависимости от формы 
сосуда. 

Правильное решение прислали А. Алек- 
сандров (Глазов, УАССР), В. Велов (Вологда), 
Я. Интин (Речица Гомельской обл., БССР}. 
В. Ковалев (Коммунарск Ворошиловград- 
ской обл.), А. Каримов (Уфа), С. Арасла- 
нова (Нижнс-Ивкино Куменского р-на Ки- 
ровской обл.)., А. Демидов (Москва), Н. Че- 
дин (Омск). Е. Долгов (Москва), 7. Брагин- 
ский (Фрунзе). 

И. Ш. Слободецкий 


—-—. 


т ча —‹ 


гу 


ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 





Задачи на устном экзамене по физике 
в Ленинградском политехническом институте 


Устный экзамен по физике со- 
стоит из ответов по теории и решения 
задач. Мы не будем касаться. ответов, 
поступающих на теоретические во- 
просы. Это важная тема, и она, без- 
условно, заслуживает особого рас- 
смотрения. 

Задача на вступительном экзамене 
преследует конкретную цель — про- 
верить, насколько глубоко н не фор- 
мально разбирается экзаменуемый в 
сущности физических явлений. Прос- 
той пример. Если абитуриент форму- 
лирует законы Ньютона, но не умеет 
использовать эти законы при реше- 
нии задач, то его теоретический ответ, 
конечно, обесценивается. Таким об- 
разом, задача играет существенную 
роль при оценке знаний. 

Абитуриент должен уметь про- 
анализировать задачу, выбрать опти- 
мальный путь ее решения, обосновать 
его и правильно выполнить техниче- 
скую часть задачи. 

Ниже приведен ряд задач, пред- 
лагавшихся в последние 3 года на 
вступительных экзаменах в УШИ. 
При решении задач особое внимание 
надо обратить на некоторые «трудные» 
вопросы и типичные ошибки, ха- 
рактерные для поступающих. 

По механике, за исключением чис- 
то кинематических задач, больше все- 
го непрнятностей абитурнентам до- 
ставляют задачи на работу перемен- 
ной силы, силу трения и на расчет 
центростремительной силы. У мно- 
гих отсутствует четкое представление 
о том, что центростремительная си- 
ла — это или  результирующая 
(то есть равнодействующая) всех дей- 
ствующих на тело сил — при равно- 


М. М. Козлов, И. Г. Кочнев 


мерном движении по окружности, 
или, в общем случае криволинейного 
движения,— проекция результирую- 
щей силы на радиус кривизны. Те, кто 
считает центростремительную силу 
силой особой природы, не могут ре- 
шить даже самых простых задач 
на криволинейное движение, так как 
не могут использовать при решении 
|] закон Ньютона. 

При решении задач на молекуляр- 
но-кинетическую теорию, в частности 
на газовые законы, наибольшие труд- 
ности вызывалн задачи, требующие 
некоторых преобразований объеди- 
ненного газового закона, и задачи, 
в которых требовалось перейти от од- 
них единиц измерения к другим (на- 
пример, от мм рт. ст. перейти 
к атм). 

В разделе «Электростатика» наи- 
большее число ошибок было связано 
с неумением производить численные 
расчеты. Не все абитуриенты имеют 
достаточные навыки в применении 
понятий и формул электростатики 
для решения задач на движение от- 
дельных зарядов (например, электро- 
нов) в электростатическом поле. До- 
вольно сложными для поступающих 
оказываются задачи, в которых нужно 
найти равнодействующую электроста- 
тической силы и других сил. 

Важное место среди экзаменацион- 
ных задач занимают задачи на по- 
стоянный электрический ток. Нанбо- 
лее трудными для абитуриентов ока- 
зывались задачи, в которых нужно 
было рассматривать участок цепи с 
нсточником э.д.с., например с заря- 
жающимся аккумулятором. Не всегда 
они могли выполнить правильный 
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расчет для цепи, в которой электриче- 
ская энергия переходит в другие 
виды энергии, в частности в меха- 
ническую. 

Возникающие в таких задачах 
трудностн . можно легко преодолеть, 
опираясь на закон сохранения и пре- 
вращения энергии (см.задачу 6). 

Анализ решений задач по оптике 
показывает, что наибольшие затруд- 
нения вызывает последовательное 
применение формулы линзы в расче- 
тах оптических систем, состоящих 
не из одной, а из двух лииз. В таких 
задачах особую важность приобретает 
соблюдение правила знаков в формуле 
линзы (задача 7). 


Приведем теперь несколько задач 
из экзаменационных билетов. 


1. Маленький шарик массы т, несущий 
Заряд 4, подвешен на ннти длиной Г. Шарик 
движется по окружности, лежащей в гори- 
зонтальной плоскости, причем в центре окруж- 
ности закреплен второй, неподвижный, ша- 
рик, несущий такой же заряд. Найти уг- 
ловую скорость движущегося шарика. 

2. Давление воздуха внутрн бутылки, 
плотно закупоренной пробкой, при темпе- 
ратуре 7° С было равно |! ати. До какой тем- 
пературы нужно нагреть воздух в бутылке, 
чтобы из нее вылетела пробка, если известно, 
что для того чтобы вынуть пробку из холол- 
ной бутылкн арн 7° С, необходимо совершить 
работу 1 дж. Длина пробки {= 4 см, се- 
чевиг пробкн $ = 4 смз. 

3. При изотермическом увеличенни дав- 
ления на 0,5 атм плотиссть газа изменилась 
на 0,5 кг/м. Какой была первоначальная 
плотность газа, еслн первоначальное давление 
было равно 1 атм? 

4. Металлический шар объемом | см3 
имеет массу 8 г н содержит 8,6- 1022 свобод- 
ных электронов. Какая часть этих электро- 
нов должна быть удалена с каждого из двух 
такнх шаров, чтобы сила электростатического 
отталкивания полностью компенсировала си- 
лу гравитационного притяжения между ними 
{у == 6.67.10-и н- м?/кг?)? 

5. Обмотка электродвигателя постоян- 
ного тока сделана из провода общим ‹опро- 
тнивленнем А = 0,2 ом. Прн включении в 
сеть с напряжением ( == 120 в по обмотке 
работающего двигателя идет ток / = 30 а. 
Найти механическую мощность, разве вае- 
мую электродвнгателем. 

6. Изменение тока в колебательном кон- 
туре описывается уравнением 


[ = 0.3 зт 15,7 2. 


Найти длину испускаемой контуром электро- 
магнитной волны. 
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7. Окуляр состонт из двух одинаковых 
тонких двояковыпуклых линз, имеющих фо- 
кусное расстояние 5 см и иаходящихся на 
расстоянии 2,5 см друг от друга. Найтн рас- 
стояние между фокусом окуляра и ближайшей 
к нему линзой. 

8. Найти силу, действующую в точке 
закрепления подвнжного блока к потолку, 
если груз массой 60 кг, подвешенный к блоку, 
показанному на рисунке, удерживается 





на весу человеком, который тянет за веревку 
вертикально вниз. 

9. Какую работу надо совершить, чтобы 
поместить три одннаковых, находящихся 
в бесконечности в ссстоянин покоя, точечных 
заряда величиной 4 == 5-10-68 к в вершинах 
равностороннего треугольника со сторонами 
5 см (Е= 1}? 

10. Разность потенциалов на клеммах 
аккумуляторной батареи равна 8,5 в, при 
этом через батарею идет ток 3 а. Если изме- 
нить направление тока на протнвоположное 
и величину тока уменьшить иа | а, то абсолют- 
ная величина разности потенциалов возрас- 
тет на 2,5 в. Найти э.д.©. и внутреннее 
сопротивление батареи аккумуляторов. 

11. Два. электрических нагревателя, на 
которых написано 600 вт, 220 ви 400 вт. 
220 в, соединены последовательно и включены 
в сеть 220 в. КакаЯ электрическая мощность 
потребляется каждым нагревателем? 

12. На расстоянии 15 см от центра по- 
серебренного елочного шара на‹од: тся елоч- 
ная иголка длиной 1! см. Диахетр шара 
8 см, а иголка расположена пергендикулярно 
осн симметрни шара, проходящей через се- 
реднну иголки. Найти, на каком рас- 
стоянин от центра шара находится нзображе- 
иие нголки н определить величнну изображе- 
ния. 


—_ д ———д—А—А—А—_дА—_А—|А[ыыЫы 
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Искусство решать геометрические 
задачи чем-то напоминает трюки ил- 
люзнонистов — иногда, даже зная 
решение задачи, трудно поиять, как 
можно было до иего додуматься. 
Почти каждая сколько-нибудь труд- 
ная геометрическая задача требует 
индивидуального подхода. А хотелось 
бы иметь общий метод решения, кото- 
рый к тому же позволял бы «прики- 
нуть» решение до конца, не проводя 
выкладок явно. 

К сожалению, такого универсаль- 
ного метода нет. Но существуют прие- 
мы, применнмые ко многим задачам. 
Один из них мы и рассмотрим. 

Начнем с совсем простой задачи, 
которую мы решим двумя способами. 


А 


бе В 


Рис. 1. ДС =2, ВС =3,5 АСР = 2РЕВ=- 


= 45°. 
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И.Д.НОВИКОВ 


Задача |. Найти” биссектри- 
су СР прямого угла С в прямоцеольном 
треугольнике АСВ с катетами АС= 

2 и ВС=3 (рис. 1). 

Решение Г. Шо теореме Пи- 
фагора АВ =у АС*-- ВС? = у 13. 
По свойсгву биссектрисы внутреннего 
угла треугольника 

Ар АС 
вр“ вС` 
Мз равенства АР-- РВ =у 13 нолу- 


2 к. 
чаем АД = 5 у 13. Далее, 
найти косипус угла А; 

АС 2 
АВ 1/13 : 
Остается применить теорему косину- 
сов для определения стороны СБ 
треугольника АСР: 


Ср? = АС? + АР*—2АС.АП с0$ А = 


легко 


03.4 = 


г Е 
а 
Решение И. Подсчитаем 


площадь треугольника АСВ раз- 
нымн способами. С одной стороны, 


З\лсв = —АС-ВС=3. С другой 
стороны, 


Эл лбв-=9л дер + 53 обв = 


= ->- 4С-СР $ 452 + 





+-- ВС-СО т 45° = ий Ср. 
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Приравнивая правые части двух по- 
лученных выражений для $л дсв, по- 
лучаем СО =: м 2. 

Второе решение явно короче и 
проще. К тому же оно легко приводит 
к целн и в более общей ситуации. 
Чтобы убедиться в Этом, выясните 
самостоятельно, как изменяются оба 
эти решения, если поставлена 

Задача 2. Найти биссект- 
рису СОБ угла С треугольнике АСВ, 
если АСЕЬ, № 5 АСВ=а. (От- 

2аб а 
вет: Ср 5608.) 

Однако главное достоинство вто- 
рого решения — в его идейной «про- 
зрачности».. В первом решении строит- 
ся некоторая «цепочка» элементов тре- 
угольника: каждый элемент этой це- 
почки вычисляется по данным задачи 
и другим, уже найденным элементам. 
Последним элементом цепочки служит 
искомая величина (в данном случае — 
биссектриса СО). При этом не сразу 
видно, какие именио элементы по- 
налобятся при определении искомой 


величины, То сесть какие элементы 
необходимо предварительно вычис- 
лить. 


Во втором решении для величины, 
которую надо найти, мы получаем 
уравнение, выписывая выражения для 
площади треугольника через извест- 
ные и нскомые элементы треугольнн- 
ка. Этот прнем — сравнение различ- 
ных выражений для площади тре- 
угольника — оказывается очень 
плодотворным. Почему именно для 
площади? Дело в том, что площадь 
треугольника довольно просто выра- 
жается через разибобразные комби- 


нации элементов этого треугольника. , 


Прежде чем приводить следующие при- 
меры, напомним важнейшие нз этих выра- 
жений. Сначала договоримся об обозначе- 
ннях. В треугольнике АВС: 

а. В. с — стороны, противолежащие углам 
4. В и С соответственно; 
Ра. НЪ. йе — высоты, проведенные 
та. ть, Те— меднавы, ‚к сторопам а; ис 
[„, 16, 5 — биссектрисы, } соответственно; 
г — раднус вписаиной окружности; 
Ю — радиус описанвой окружности; 
р — полупериметр; 
$ — площаль треугольника АВС. 
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А С 


Рис. 2. О — центр вписанной окружностн. 


Формулы. которыми мы ‘будем пользо- 
ваться, в этих обозпачениях записываются 
так: 








ай 

$=—°, (1) 
арчтс 
$- а? ут Вт С 

5 25тА я (3) 

абс 
$ = 4, (4) 
5$= УФ —-5е— 5, (5) 
$ = рг. (5) 


Все эти соотношения известны из школь- 
ного курса, поэтому мы не будем их подробно 
доказывать, а ограничимся линль несколькими 
замечаниями. Чтобы вывести, формулы (3} 


н (4) из (2), можно воспельзоваться теорс- 
мой ‚сниусов: 


Пей ф С. 
зтА — т В = чи С = 2. 


Е. ` 
Формулу (5) (формулу Герона) иногда удоб- 
несе гоиользовать в преобразованном виде: 


1%. 
Ех 
Зы лв. 
А. -х (2225 -- Заза 2 — ам. 


Формула (6) легко получается из очевидного 


(рис. 2) равенства 
Здлвс Здлов | Завос Г Здсол: 


Рассмотрим теперь еще несколько 
задач. В каждой из них применение 
метода площадей приводит к коротко- 
му и прозрачному решению. 


Задача 3. Внутри  правиль- 
ного треугольника со стороной а взята 
произвольная точка М. Найти сумму 
расстояний от этой точки д0 сторон 
треугольника. 

Решение. Надо найти сумму 
длии перпендикуляров МР, МО и 
МК (рис. 3). опущенных из точки 1 
па стороны АВ, ВС и СА соответст- 
венно. Если соединить точку М с вер- 


шинами треугольника, то ясно, что. 


Залас= Залмв 1 Эавмс-1" Засма: 
Используя формулу для площади пра- 
а? /З 
вильного треугольника $. двс = = 


н замечая, что (по формуле (1)). 


:. 1 
ФЛ амв — и... 
- 1 
За вмс = ВЕ а: МО, 


| 
Эд бма = ея а-МЮ. 
немедленно получаем. ответ: 
МР--М0--МВ-а у 3. 


Задача 4. Лрямая АБ делит 


треугольник АВС на два. Доказать, 
что радиус г окружности, вписанчой 
в треугольник АВС, меныие суммы 
радиусов га и г, окружностей, вписан- 
ных в треугольники АВР и АСР 
соответственно. 





Рис. 8. 





С р В 


Рис. 4. 


Режение. В равенстве Зддвс= 
=$длвр-г Здлср (рис. 4) предста- 
вим все члены с помощью форму- 
лы (6): гралве= Гаралью -НГ.Валсь- 


Так как 
р даво<_ Ралвс И Рллер< Рдлвс 
(докажите), то гралве < ПРалвс = 


-- Горалве = (Г, -- Га)Ралвс. а потому 
Г Гр РГ. 

За даря, (МГУ, — физфак. 
1969 г.) В треугольнике АВС отно- 
иенне стороны ВС к стороне АС 
равно 3, а 3 АСВ-ч. Из вершины С 
проведены два луча, делящие угол АСВ 
на три равные части. Найнш отно- 
шение длин отрезков этих лучей, 


заключенных внутри  трсугольни- 
ка АВС. 


Решение. Пусть СБ и СЕ — 
лучи, о которых ндет речь в условии 
задачи (рис. 5). Очевидно, Здлве = 


= дАСЬ я- ЗАрсв ы ЗААСЕ ся ЗЕСВ: 


Воспользуемся формулой 12), учи- 
тывая, что.» АСР = х ОСЁ = 3 ЕСВ 


га 


АС-ОС 5т = РС-ВС т Е 


2. йе 


2 [р 
АС-ЕС эт ЕС.ВСт = 
2 } 2 
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Рис. 5. 
Отсюда немедленно получаем 


УЕ: Ето 
ос Абу ВС 1—3 
о И 


ас чи ВС ут — 


К] 
[2 
к 2с05—— - е 
и 
6 соз 37 


Вот пример более трудной задачн. 
Хотя в ней надо просто «решить 
треугольник», то есть определить его 
стороны по трем известным элементам, 
получить решение привычным пу: 
тем — с помощью тсорем синусов и ко- 
синусов — не удается. 


Задача 6. Найти стороны 
треугольника АВС, если 1.6, г, 
Ю—5. 


Решение. Воспользуемся фор- 
мулами {1), (4), (5) и (6) и запишем 
следующую систему уравнений отно- 
‘тельно цензвестных сторон а, В, с 


треугольника АВС и сего площади 5: 
19 = За, 


абс 
РЯ 


ее 


$ - 9 ое ее-а х 


Хи (а-+-с— В) (+556), 

$ -=а--6- 5. 
1 

Приравиивая правые части пер- 
вого и последнего уравнений,. полу- 
чаем, что &-с=2а. Приравнивая пра- 
вые части первого и второго уравне- 
ний, получаем, что 5с—=60. Наконеи, 
приравиивая правые части первого 
н третьего уравнений, получаем (после 
возведения в квадрат), что 


441 == @тофче-ах 
х + е+ь-д. 


Преобразуем правую часть этого 
равенства, учитывая полученные 
выше соотнощения 6-с==2а и 9с=60: 


(анод те -эе@+с- ых 
х ее) = [6 д: —ф 1х 
« [а — (6—5 Ц д — а 
х 14а" — +0 + 46] = 4а*— хх 
(а? — Ча? -|- 240) == За* (240 — За). 


Следовательно, для определения а 
получаем уравнение 


1440" = За? (240 — 3За*). 
откуда а—8. Из системы уравнений 
р -- с = 6, = 60 


теперь легко найти две пары значе- 
ний б ис (08а ответа): 
а = $, В =б6, с = 10 или а = 8, 
БА: 


которые теометрически определяют 
один треугольник {© точностью до 
обозначения сторон фи 0. 

На этом примере особенно хорошо 
видна основная особенность \ метода 
нлощадей — из геометрической зада- 
чи он «делает» алгебраическую, сводя 
все к решению некоторой системы 
уравнений. 

Задача?7. (МГУ, — физфак, 
1966 г.} Доказать, что если длины 
сторон треугольника образуют ариф- 








Рис. ба. 


метическую прогрессию, то центр 
окружности, вписанной в этот тре- 
угольник, и точка пересечения его 
медиен лежат на прямой, параллель- 
ной средней по длине стороне тре- 
угольника. 

Решение. Пусть стороны тре- 
угольника АВС обозначены так, что 
абс. Тогда по условию задачи 
а--с=26. Пусть О — центр вписан- 
ной окружности, а ЛИ — точка пере- 
сечения медиан АД,, ВВ, и СС, 
(рис. ба). 

Сначала выведем одно нолезное 
свойство точки ЛМ пересечения медиан 
треугольника АВС. На рисунке 66 
треугольник АВС разбит медианами 
на 6 меньших треугольников. Пло- 
щадь каждого из них равна 1/5 пло- 
щади всего треугольника АВС. Дока- 
зать это очень просто: используя 








Рис. 7. 
формулу (1), запишем равенства 

1 
5 вв.б = 5 АВС, В.М = -ВВь, 


1 1 
5. мов, — ти 5. вв: =-5 5 `, АВС- 


Аналогично находятся площади ос- 
тальных треугольников. 

Теперь найдем длину перпендику- 
ляра /1/М”, опущенного из точки М 
на сторону АС: 


За лье = 8 дыс=-5- ММ/.АС= 


1 и | 1 
мм .б, Эл АВС = ГИ 


в (аеее тЫ 
тр ‚(75 }= 





2 


откуда ММ’-==г, то есть МОПАС. 

Метод площадей часто оказывает- 
ся удобным и па отдельных этанах 
решения стереометрических задач. 

Задача 8. (МГУ, мехмат, 
1969 г.) В шар вписана пирамида, 
боковые ребра которой равны с. Осно- 
вание ее — прямоугольник, стороны 
которого стягивают дуги и В радниан 
в сечениях шара плоскостями боковых 
граней. Определить радиус описан- 
ного шара. 

Решение (рис. 7). Так как 
вписанный угол измеряется полови- 


45 


ной дуги, на которую он опирается, 
то 


30% =, +40 = 


5 
Поэтому ОС = 2с5т- $ 
АБ = 2ст-—. 


Рассмотрим сечение шара плоско- 
стью АОС. Так как центр шара лежит 
в этой плоскости (докажите!), то ра- 
диус шара равен раднусу А окруж- 
ности, опнсанной около треуголь- 
ника АОС. Но АО -== 9С =с, а 


АС -— 2 ]/ уп. упа-Р- (как ли- 


атональ прямоугольника АВСО). По- 
этому для определения радиуса Ю 
достаточно воспользоваться выраже- 
ниямн для площади треугольника 
АСС по формулам (4) и (5). 

В результате очевидных преобра- 
зований получаем ответ: 


К, 
у: (=> ++ ‹оз->) 


Метод площадей удобно применять 
также в задачах, в которых требуется 
найти разного рода оценки для гео- 
метрических величин. 


Задача 9. В каких пределах 
может изменяться отношение ра- 
диуса окружности, вписанной в пря- 
моугольный треугольник, к высоте, 
опущенной на гипотениузу? 


Решение. Если с — гино- 
тенуза прямоугольного треугольни- 
ка АВС, то можно записать (см. фор- 
мулы (1) и (6)): 

ее г, откуда —^ ы 
р уд # 2’ 
Таким образом, необходимо оценить 

отношение 





а ее 
р а а Ь м —- 
в 


= тА-- тв +1 
86 


Так как А+В-=-90°, то 
чи А+ мВ -1- | = зтА -- с0$ А + 
21 =г 260$ (45° —А) +1. 


Острый угол А прямоугольного тре- 
угольника может принимать любое 
значенне между 0 и 90°. Поэтому 
угол 45° -— А меёняется в пределах 
от —45° до +45° и, как легко полу- 
чить из свойств косинуса, при этом 


2<ъ/2 соз (45°— А) {1-1 14+т 9. 


Следовательно, в любом прямо- 
угольном треугольнике всегда вы- 
полнены неравенства 


ыы г 1 


Как мы убедились, метод площадей 
действительно приводит к простым 
решениям многих задач. Конечно, 
он не заменяет все остальные методы, 
но представляет собой подход, о ко- 
тором не следует забывать, приступая 
к решению той или иной задачи. 


Упражнения 
1. Найти медиану та треугольника, 
зная его ‹стороны а, В. с. 
2. Доказать, что в произвольном тре- 
‚угольнике 


Е 
п Тъь 


3. (МГУ, экономич. ф-т, 1969 г.). В о<- 
троугольном треугольнике АВС дано: АВ =: 
— с, проведенная из вершины В медиана 
Вр — т. Угол ВОЛ острый н равен В. 
Вычислить площадь треугольника АВС. 

4. (МГУ, ф-т психологии, 1969 г.}. 
Дан равнобедренный прямоугольный тре- 
угольник. Доказать, что радиус окружности, 
касающейся гилотенузы и продолжений ка- 
тетов, равен сумме гилотенузы и раднуса 
окружности, вписанной в треугольник. 

5. Известно, что в треугольнике АВС: 
З`Авс= 18. то= 6, ту 4. Доказать, 
что медианы то и ть перпендикулярны. 

6. Доказать, что сумма расстояний от 
произвольной точки, взятой внутри нерав- 
иосторониего треугольника, до сторон этого 
треугольника заключена между нанменьшей 
н наибольшей из высот треугольника. 

7. Основанием АВСР прямой призмы 
АВСРА,В, С.Р, (где АА,. ВВ,, СС. ОО, — 
боковые ребра) служит ромб со стороной а 
и острым углом Фф, а высота призмы равна Я. 
Найти расстояние от вершины 8, до диагона- 
ли А.Д боковой гранн АРБ. А,. 





НЕПРИКОСНОВЕННЫЙ КОРОЛЬ 


Ранее мы рассмотрели 
множество самых раз- 
нообразных — математи- 
ческих задач ва шах- 
матной доске. Теперь 
мы остановимся на за- 
дачах, которые также 
можно отнести к мате- 
матическим, однако их 
шахматное содержание 
богаче, чем раньше. 
Другими словами, нас 
будут интересовать эле- 
менты математики, кото- 
рые встречаются иепо- 
средственно0о в самой 
шахматной игре. 

Сначала напомним 
связанную с  расстоя- 
ниями особеппость «гео- 
мегрни шахматной дос- 
ки». Поля @е|] и а5 на 
рисунке 1 находятся ина 
«диагональном» рассто- 
янии. Король се е? мо- 
жет достигнуть поля а5 
за 4 хода. Оказывается, 
путь по диагонали явля- 
стся самым коротким из 
всех возможных; ника- 
ким другим маршрутом 
его заменить нельзя. 

Теперь рассмотрим 
два поля, расположен- 
ные на одной прямой: 


поля еЁ и е8 на верти- 
кали е. Двигаясь по ней, 
король е] может достиг- 
нуть поля 8 за 7 ходов. 
Ясно, что маршрут ко- 
роля мог бы быть идру- 
гим. Существуег ровно 
393 (!) сиособа, позво- 
ляющих достигнуть по- 
ля е8 за те же 7 ходов. 
Король может двигать- 
ся к полю 6е8 самыми 
причудливымн  зигзаго- 
образными  маршрута- 
ми, лишь бы они нахо- 
дились в рамках очер- 
ченной на рисунке | 
фигуры и лишь бы ко- 
роль переходил на каж- 
дом ходе © одной горн- 
зонтали на следующую. 
Для доказательства 





можно подсчитать чис- 
ло маршрутов, содер- 
жаших 0, 2, 4 или 6 хо- 
зов но диагонали. Вос- 


пользовавшись некото- 
рыми сведениями из 
комбинаторики (см. 
«Квант» № 1. 197 г.}, 
легко его найти: 
| А? ы С?.Са+ 
Ее СЗ: 393. 


Итак, движение ко- 
роля по прямой в слу- 
чае надобиости можно 
заменить движением по 
ломаной линии. Вот 
практическая — илаюст- 
рация этого важного со- 
ображения. 

На рисунке 2 пешка 
а7 беззащитна, и един- 
ственный шанс черных 
заключается в том, что- 
бы на неизбежное Кр:а7 
ответить Крс7 с ничьей, 
так как белый король 
не сможет выйти из за- 
точения. Путь белого 
короля до пешки зани- 
мает о ходов. Однако 
существует лишь один 
вынгрывающий марин 
рут: 1. КрЁ7—еб! КрЬ2— 
с3 2. Креб — 45!!, и не- 
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Рис. 2. И. Майзелис, 1921 г. 
Белые начинают ин вынгры- 
вают. 
возможность хода 2... 
Кра4 оказывается для 
черных губительной. 
(Не проходит, напрни- 
мер, 1. Креб КрсЗ 2. 
Краб Кр44 3. Креб 
Креб' 4. КрЬ7 Краб 
5. Кр; а7 Крсд. 

Конечно, па практике 
встречаются и более 
тонкие случан. 

Математики уже дав- 
но отчаялись создать 
строгую — математнчес- 
кую теорию 1нахматной 
игры и ограничиваются 
лишь частиыми вопро- 
сами. Вирочем, нссле- 
доваиие многих шахмат- 
ных позиций носит внол- 
не математический ха- 
рактер. Приведем ие- 
сколько примеров, все 
они относятся к теории 
пешечных окончаний. 

В позиции на рисун- 
ке 3 белый король не 
принимает участия в иг- 





ре, и все зависит от то- 
го, успевает ли черный 
король догвать пешку 
13. Неопытные шахма- 
тисты обычно рассуж- 
дают так: пешка идет 
сюда, король туда, пеш- 
ка сода, король туда..., 
то есть, что называется 
«на пальцах». При этом 
они, как правило, пу- 
таются (особенно когда 
на доске есть еце какие- 
вибудь пешки) и про- 
считываются. Оказыва- 
ется, исход игры очень 
легко оценить при по- 
мошм «правила квадра- 
та»: достаточно выяс- 
нить, может ли король 
при своем ходе вступить 
в «квадрат» паники, в 
данном случае изобра- 
женный на рисунке 3: 
с3-—с8 —68— 13. Еще 





Рис. 4. 


прове провести мыслен- 
но всего одну линию — 
диагональ квадрата 
(п3—с8). Мз этого сле- 
дует, что в позиции на 
рисунке 3 черные при 
своем ходе делают ничью 
(попадают в квадрат), 
а ирн ходе противника 
проигрывают. 
Рассмотрим теперь 
позицию па рисунке 4. 
Черные прин своем” ходе 
сразу проигрывают, так 
как белый король идет 


на 66 и съедает пешку 
аб. Таким образом, 6е- 
лым падо передать оче- 
редь хода противнику. 
Как это сделать? После 
1. Кра5 Крс8 ничего не 
дает 2. Краб (2... Кра8 
3. с Кре8 4. Крсб 
пат!), а 2. Крс5 Крс7 
приводит к исходной по- 
зицин. Выигрыш тема 
достигается при номощи 
так называемого «мето- 
да треугольника». Дия 
данного случая этот тре- 
угольник  (с4—94—95) 
изображен на том же 
рисунке 1. 

После 1. Кре5—95 
Крс7—<8 2. Кра5—@4 
Крс8--653 3. Крд4—с4! 
КрЬ8—с8 4. Крс4—45 
белые достигают своей 
цели, так как на 4... 
Крс8—48 тенерь выиг- 
рывает 5. Кра5—96, а 
на 4... Кре8 — с7—5. 
Кра5 — с5. 

Обратимся теперь к 
позиции на рисунке 5а. 
Хотя у белых здесь две 
лишние пешки, выйг- 
рать чрезвычайно слож- 
но. Для анализа пози- 
ций с блокированной пе- 
шечной структурой при- 
меняются различные ме- 
тоды: «критические рас- 
стояния Бнанкетти», 
«координатная система 
Эберса» и другие. Об- 
щая теория блокирован- 
ных пешечных окоича- 
ний носит название тео- 
рии соответственных по- 
лей. Исследование каж- 
дой конкретной позиции 
можно — рассматривать 
как решение тонкой ма- 
тематической задачи, но 
общей математической 
теории пока создать нс 
удалось. Разумеется, и 
мы не в состоянии оста- 





= соч 


Рис. 5а. Р. Бианкетти, 
1925 г. Белые начинают и 
вынгрывают. 


новиться в наших замет- 
ках на всех деталях тео- 
рнн соответственных по- 
лей *),ограничимся лишь 
исследованием позиции 
рисунка 5а, отмечая ре- 
зультаты анализа на ри- 
сунке 56. 

Белые намерены про- 
рваться либо через поле 
46, либо через 14, чер- 
ный король должен ста- 
раться успеть воспре- 
пятствовать обоим этим 
планам. Таким образом, 
если белый король по- 
падает на с5, то черный 
должен встретить его на 
поле е7 (при короле на 
47 черные не успевают 
защитить пешку 854: 
Крс5—94—е3—14 ).Дру- 
тими словами, полю с5 
соответствует поле е7. 
При положении белого 
короля на 14 черный 
должен уснеть на П5, 
то есть полю 14 соответ- 
ствует поле |5. 

Очень важным для бе- 
лых является поле 44. 
Нетрудно убедиться, 
что в этом случае король 


*) Подробнее 06 этом 
можно прочесть, например, 
в книге «Шахматные оконча- 
ния», т, 1, под редакцией 
Ю. Авербаха, М., 1956 г. 


_ тельно все 





должен стоять на :7, 
чтобы на Кра4—с5 от- 
ветить Кр!/—е7, а на 
Кра4—е3 иметь ответ 
Кр!7—956. С поля с4 
белые могут пойти как 
Крс5, так и Кра4. 
Черный король в этом 
случае должен быть рас- 
положен на 18, откуда 
возможно как Кре7 (при 
Крс4—‹с5), так и Кр 
(при Крс4— 44). С поля 
93 возможны ходы Крс4, 
Кр94, КреЗз. Поэтому 
полю 43 соответствует 
поле 57. С поля с3 воз- 
можны ходы — Крд4, 
Крс4, КраЗ. При этом 
единственное поле, от- 
куда черный король мо- 
жет попасть на {7, 18, 
57, — это поле 88. 
Обходя последова- 
наиболее 
важные поля, — имею- 
щиеся в — распоряже- 
нии белого короля, и 
подыскивая поля соот- 
ветствия для его чер- 
ного коллеги, получа- 
ем рисунок 56. Соот- 
ветственные поля здесь 
обозначены одним и тем 
же номером. Заметим, 
что найденное соот- 
ветствие не однозначно, 
что и видно на рисун- 
ке. Например, полям 


Ь4 и 44 для белого ко- 
роля соответствует од- 
но и то же поле М 
для черного. 

Теперь решение на- 


ходится почти = авто- 
матически, При этом 
следует руководство- 


ваться лишь одним пра- 
вилом: ставить белого 
короля на такое поле, 
которому соответст- 
вует в данный момент 
поле нахождения чер- 
ного короля, либо на 
такое поле, на  соот- 
ветствующее которому 
черный король не мо- 
жет попасть в один ход. 
Так как полю Ь1 соот- 
ветствует поле 57, по- 
лю 62— НУ, а полю а9— 
28, то решает только 1. 
Кра!1—а2!'. После]. 
КрЬ1?  Крё?! или 1. 
КрЬ2? КрВ7! черныв в 
обоих случаях добива- 
ются ничьей. 
Поскольку  дальней- 
ший ход игры прост, 
то приведем лишь основ- 
ной вариант (если "ер- 
ные играют по-другому, 
то, как вы без труда ус- 
тановите сами, они про 
нгрывают еще быстрее): 


1. Кра!—а2!! КрЬ8—17 
2. Краг—62! Кри7—57 
3. Крь2—653! Крб7—68 
4. КрьЗ—с3!  Кря8—18 
5. Крс3З—с4! Крё8—7 


6. Крс4—44!' По лест- 
нице, изображенной на 
рисунке 5а, белый ко- 
роль совершил «путь 
наверх», и черные без- 
защитны. 

Очевидно, с помощью 
рисунка 56 легко оце- 
нить позицию и при 
других начальных по- 
ложениях королей, но 
только для данной пе- 
шечной конфигурации. 
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Рис. 6. В. Лейк, 1939 г. 
Белые начинают и делают 
НИЧЬЮ. 


Заканчивая этот не- 
большой экскурс в тео- 
рию шахматных окон- 
чаний, предлагаем вам 
самостоятельно — иссле- 
довать позицию рисун- 
ка 6. Заметим, что если 
кому-нибудь из вас уда- 
лось бы создать  стро- 
гую математическую 
теорию эндшпиля рас- 
смотренного типа, то 
это было бы существен- 
ным вкладом и в тео- 
рию шахмат. 

Неприкосновенный ко- 
роль. Белый король находит:- 
ся на поле с3 и не имеет 
права двигаться (поэтому он 
и называется меприкоснозен- 
ным). У белых имеется в рас- 
поряжении еще ферзь. Могит 
зи они дить мат одинокому 
коралю черных? 

Эту задачу  приду- 
мал доктор физико-ма- 
тематических наук А. 
Брудно. „Любопытно, 
автор, ни 


что ни сам 





многие из  высококва- 
лифицированных шах- 
матистов не смогли ре- 
шить эту задачу. На 
помощь  пришда... вы- 
числительная машина. 
Сначала король за- 
гоняется в угол, на- 
пример, на а8 — рису- 
НОК 7, — это в состоя- 
нии сделать один ферзь. 
Если теперь ход черных, 
то после 1... КрЬ8 2. Феб 
белые выигрывают 
в 10 ходов (убедитесь в 
этом самостоятельно). 
Итак, белым нужно 
передать очередь хода 
противнику. Это до- 
стигается методом, 
очень - напоминающим 
метод «треугольника»: 
ФЗ1—45--Кра8—а7 
(1... Кра8—Ъ8 2. Ф45—- 
сб!) 2. Ф45—№5 Кра7— 
а8 3. ФЬ5—аб |+ Кра8— 
ЪЗ 4. Фаб—сб! 
Попробуйте выяснить, 
можно ли заматовать 
вражеского короля в 
том случае, если коро- 
левский трон белых во- 
друзить на поле с2. 
* * 


В 1968 году в Москве 


состоялся градицион- 
ный матч Москва — Ле- 
нинград. При счете 


39'/, : 39'/. (матч прово- 
дился на 40 досках в два 
круга) оставалась одна 
незаконченная партия, 
которая и решала судь- 
бу матча. Черными иг- 
рал ленинградец, имев- 
ший лишнюю пешку, и 
в случае его успеха по- 
б-ждала команда Цении- 
града. Доигрывание 
партии длилось ровно 
до той минуты, когда 
ленинградцы уже рис- 
ковали опоздать на по- 
езд. В результате воз- 





в 


Рис. 8. А. Волович — 
В. Лявданский. 


никла позиция, изобра- 
женная на рисунке 8. 
Партню должна была 
присудить = авторитет- 
ная  гроссмейстерская 
комиссия. Однако вся 
беда в том, что позн- 
цию «ферзь и коневая 
пешка против ферзя» 
ахматисты исследуют 
уже много десятков лет, 
а к окончательному мне- 
нию прийти так и не мо- 
гут. Описанный случай 
послужил толчком для 
новых исследований, од- 
нако каждый последу- 
ющий анализ опровер- 
гал предыдущий. Тем 
временем жюрн решило 
признать партню ничь- 
ей, что вызвало возра- 
жения со стороны ленин- 
градских шахматистов. 
Дело кончилось тем, что 
ответный визит москви- 
чей в Ленинград не со- 
стоялся. Вот уже три 
года, как многолетняя 
традиция нарушилась. 
А умела бы машина оце- 
нивать такие окончания, 
как на рисунке 8, «ссо- 
ры» между городами не 
произошло бы... 
Впрочем, мы догово- 
рились не рассматри- 
вать программирование 
шахмат, математических 
задач на шахматной дос- 
ке и так очень много. 


ОБЗОР ЧИТАТЕЛЬСКИХ 


В 197! году почта доста- 
вяла в редакцию «Кванта» 
вдвое больше писем, чем в 
предыдущем. Общее их чис- 
ло в отдельные месяцы до- 
стигало 350 и не падало ни- 
же 250 писем в месяц. Ко- 
нечно это не так много, но 
мы надеемся, что число пи- 
сем будет увеличиваться. 

Авторами подавляющего 
чнсла пнсем являются, как 
н следовало ожидать школь- 
никн, активно ннтересую- 
щиеся математикой н физи- 
кой или обеими науками. 
Пишут не только старше- 
классники, и ученики 7-х и 
8-х классов. На  задачн 
«Кванта» для младших 
школьников» отвечают ученн- 
ки начальной школы. Есть 
даже письмо от дошкольни- 
ка, написанное отцом под 
его диктовку (Сережа Аба- 
нмов из г. Куйбышева). 

Об активности читателей 
особенио красноречиво сви- 
детельствует то особое вни- 
мание, которое они уделяют 
задачам,  помещаемым в 
журнале под рубрикой «За- 
дачник «Кванта». Если в ян- 
варе число читательских пк- 
сем с решениями задач из 
этого раздела составлял 
всего лншь около 30 про- 
центов, то в феврале было 
уже 40 процентов, а в марте 
50, в апреле 60, а в последу- 
ющие месяцы их число дво- 
стигло 65 процентов от об- 
щего чнсла всех писем. До- 
бавим к сказанному. что 
большинство писем содержит 
решения не одной, а сразу 
нескольких задач, степень 
трудности которых значн- 
тельно превышает среднюю. 
Такнм образом, многие 
школьники с пользой для 
себя поработали, стремясь 
найти иден решений, а так- 
же четко и оригинально их 
выразнть. Иногда эти чита- 
телк продолжают участво- 
вать в работе этого раздела 
журнала и после окончания 
средней школы. 

Школьиики, — присылаю- 
щие решения задач, поме- 
щенных в «Задачнике 


«Кванта» приучаются рабо- 
тать в науке на доступном 
им сейчас уровне. 

На чнтательских конфе- 
ренциях отдельными читате- 
лями было высказано мне- 
ние, что было бы желатель- 
но несколько снизить науч- 
ный уровень статей и задач, 
помещаемых в «Задачнике 
«Кванта». 

Однако большинство 
школьников, настроившнихся 
на науку, резко возражают 
против снижения уровня 
трудности помещаемых в 
«Кванте» материалов. На- 
пример, вот что по этому 
поводу написал нам киевля- 
нин Я. Можаровский: «Жур- 
нал лично мне очень нра- 
вится. Это, по-моему, един- 
ственный журнал у нас в 
стране, который на доста- 
точном научном уровне пуб- 
ликует статьи, предназна- 
зенные для тех, кто избрал 
физику и математнку своей 
будущей — специальностью... 
Я уверен, что жаловаться 
на слишком тяжелые статьн 
могут лишь школьники, ко- 
торые почтн не открывают... 
учебников н книжек по фн- 
зике и математике, мало ре- 
шают задач. Ведь в стать- 
ях по физике редко можно 
встретить, к сожалению, 
хоть какую-инбудь форму- 
лу. Куда же более популя- 
ризировать? Хочу сказать, 
что лично я знаю еще 20— 
30 товарищей по учебе, ко- 
торые разделяют это мне- 
ние...» 

А вот миение /. Суворо- 
вой из г. Александровска, 
представителя других чита- 
телей «Кванта» — учителей: 
«Я работаю учителем фнзи- 
ки 5-й год. Веду в школе 
факультативные занятия по 
физике. В этом году рабо- 


таю с десятыми классами. 
Мы регулярно следим за 
всеми номерамн «Кванта». 


Именно научность журнала 
нас привлекает». С ней со- 
лидаризуется А. Колпаков, 
учитель физики из Курска: 
«С большим вниманием и 
пользой применяю материа- 


ПИСЕМ 


лы Вашего журнала для фа- 
культативных занятий и для 
подготовки нанболее спо: 
собных учащихся к олныпиа- 
дам. Ваш журнал выписы- 
вают многие учьтеля и уча- 


щиеся нашей щколы. 
Школьники делятся между 
собой прочитанным в 


«Кванте». Вот что написал, 
например Е. Завьявкин из 
г. Кирово-Чепецка: <...Ваш 
журнал как хороший, нет.--— 
как отличный учитель и по- 
мощник. Он во многом ме- 
ня заинтересовал м во мно: 
гом помог разобраться. На: 
верное, я не очень литера- 
турно приношу Вам свою 
благодарность, но не это 
главное... Когда дал его по- 
читать ребятам, то и они и 
многие учителя его выписа- 
ян в этом году. Наверное, 
спрос на «Кваит» каждый 
год будет расти». 

Однако, наряду с этими 
письмами мы получаем и та- 
кие письма, в которых чита- 
тели, не без основания, жа- 
луются на недоступность для 
ясного понимания и Труд- 
ность отдельных статей по 


физнке. 
«Меня зовут Турбина Га- 
лина, я учусь в 9 классе 


средней школы 22 г. Вороне- 
жа. По математике и физике 
за 8 класс у меня 5 Но, чи- 
тая Ваш журнал, я многого 
не понимаю. Даже, точнее 
сказать, почти в каждой ста- 
тье я не понимаю  физиче- 
ского смысла формул. На- 
прнмер, в 9 номере за 1971 г. 
в статье «Беседа о принципе 
неопределенностн» Азбеля не 
понятно, что означает фраза: 
«По теорнн относительности 
ту 


а. 
ое | 
Ведь теорию относительно- 
сти Эйнштейна изучают в 
высших учебных заведениях. 
Трудно повернть. чтобы каж- 


дый, или хотя бы половина 





р = ми = ». 


читателей — учеников из 
200 тыс. человек {тираж 
266135) поняли сущность 


указанной формулы. 
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Я вообще не знакома с 
такими словамн как «нере- 
лятнвистская» квантовая ме- 
ханика и др. Поэтому мне 
бы хотелось, чтобы матернал 
излагался в более простой 
форме и был рассчитан дей- 
ствительно на учащихся не- 
спецнализированных школ 
9—10 классов». 

Мы очень благодарны Га- 
ле за это письмо. Ведь та- 
кие письма помогают нам в 
нашей работе. 

Редакиия считает, что 
претензин Галн справедли- 
вы. Помещая статьн повы- 
шенной трудности, мы будем 
каждый раз это оговарнвать 
и, конечно, разъяснять смысл 
иепоиятных выражений. 

Мы хотели бы. чтобы 
большее число читателей вы- 
сказалось по этому поводу. 

Иногда «Квант» оказыва- 
ется журналом для семейно- 
го чтения. Вот что пишет 
Наташе Сукиасова из Харь- 
кова: «Я люблю математи- 
ку. брат увлекается  физи- 
кой; мы собираем библно- 
течку, в которой ваш жур- 


нал занимает важное место. 
Все номера «Кванта» мы 
храким, нередко приходится 
перечнтывать отдельные 
статьи по нескольку раз». 
Радует и то, что, некоторые 
чнтатели благодарят редак- 
цию за «конкретную боль- 
шой эффектнвности помощь» 
(С. Беренштейн, Москва). 
Так, 8. Балабанов из Ново- 
кузнецка сообщил, что рабо- 
та над матерналамн, поме- 
щеннымн в «Кванте» под 
рубрикой «Практикум абиту- 
риента» ломогла ему Посту- 
пить в институт. Еще конк- 
ретнее высказался Г. Зайцев 
{г. Гагра): «В дни сдачи 
вступительных экзаменов в 
университет я встретил това- 
рищей, которые были едины 
со мной во мнении о болылой 
пользе журнала «Квант», 
особенно его разделов под 
рубриками «Задачник «Кван- 
та» н «Практнкум абнтури- 
ентах. В этом нас оконча- 
тельно убедил опыт вступн- 
тельных экзаменов». 

Ряд писем содержит по- 
желания редакиим. Так, на- 


учный сотрудник из Брян- 
ска В. Чмутов высказал 
мнение: «Хотелось бы, что- 
бы было больше материала 
о новейших, так сказать, са- 
мых последних достнжениях 
математики, статей обзорно- 
го характера на популярном 
уровне по различным совре- 
менным разделам математн- 
кн». Некоторые читатели 
подчеркивают свое желанне 
видеть более полным раздел 
«Лаборатория «Кванта», 
другне просят расширить 
раздел головоломок, пара- 
доксов, нгр в фокусов... 

Эти пожелання наших чи- 
тателей вполне оправлавны, 
н мы в будущем году пю- 
стараемся их удовлетворить. 

едакция благодарна чк- 
тателям, приславшим  кон- 
кретиые критические замеча- 
ния по материалам, поме. 
щаемым в «Кванте». 

Мы глубоко признатель- 
ны всем читателям, напнсав- 
шим нам, с нетерпением 
ждем писем в будущем году. 


В. Н. Березин, 
М. Л. Смолянский 


Математическая олимпиада в МЭСИ 


В 1932 году был создан Московский экономико-статистический институт. Сейчас он 
занимает ведущее положение в стране по подготовке специалистов, связанных с машин- 
ной обработкой данных, необходимых для управления сложными снстемамя. 

В этом учебном году будет осуществлен первый выпуск факультета экономической 
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кибернетнкн. Факультет готовит инженеров-математнков по математическому обеспече- 
нию ЭВМ, а также специалистов по использованию математических методов в экономике. 

Использование современных вычислительных машин немыслимо без математики. 
Вот почему при поступленни в ниститут абнтурненты сдают два экзамена по математнке. 
Впервые в этом году экзамены по математике и физике прьнимали при помощи ЭВМ. 

В этом году МЭСИ проводит | математнческую олимпналу для учащихся выпуск- 
ных классов средних школ. Олимпиада проводится в два тура: | — заочный, [| — очный. 

К участню во втором туре допускаются школьинки. успешио справившнеся с задача- 
мн первого тура н приславшие решения не позднее 15 января 1972 года (по штемпелю 
почты}. Очный тур будет проводиться с участием ЭВМ {см. «Квант» № 10, 1971 г.}. 
Каждый участник олимпнады, допущенный ко второму туру, будет оповещен по указан- 
ному им адресу. Успехи в олнмпинаде будут учтены прин поступлении в институт. 

Решенне задач должно быть выполнено на русском языке в ученической тстради. 
Наш адрес: Москва, Г-435, Б. Савииский пер., 14, «Олимпнада». 

Задачи первого тура 

1. Доказать, что если стороны прямоугольного треугольника составляют арифметн- 
ческую прогрессию, то ее разность равна радиусу вписанного круга. 

2. Решить уравнение х! и! = {х -- И)! (если я! = 1 2.3.4. п). 

3. Доказать, что если два угла треугольника связаны равенством, 

5114 + $18 = с0$А-+-со$В, 

то треугольник прямоугольный. 

4. Сколько надо взять слагаемых суммы 1+2+3-[..., чтобы получить трехзначное 
число. состоящее из одниаковых цифр? 

$ Шары одинакового раднуса уложены один раз в форме квадрата, а другой раз — 
в форме правнльного треугольинка. Найти количество шаров, если известно, что вдоль 
стороны квадрата располагается на два шара меньше, чем вдоль стороны треугольника. 

И. Г. Венецкий, Ю. И. Соркин 











С 7 по 20 июля 1971 года 
в Чехословакии состоялась 
ХИ Международная  ма- 
тематическая олнмпнада уча- 
щихся средних школ. Не- 
посредственным организато- 
ром олимпиады было Ми- 
нистерство школ Словацкой 


социалистической реслуб- 
лики. 
Предварительная работа 


жюри, в котором былн пред- 
ставлены все страны —участ- 
ники и председателем ко- 
торого был академик Сло- 
вацкой Академии наук Ште- 
фан Шварц, проходила с 8 
по 11 июля в курортном мес- 
течке Тале в Средней Сло- 
вакин. Жюри отобрало 6 
задач, по 3 задачи на каждый 
день соревнований. По мне- 
нию большинства членов жю- 
ри, задачи ХИ олимпиады 
в среднем превосходили по 
трудности задачи предыду- 
щих международн:дх олим- 
пнад. К сожалению, впослед- 
ствии выяснилось, что за- 
дачи, представлениые Бол- 
гарией (задача № 5) и Швс- 
цией (задача № 6), были 
ранее опубликованы. Однако 
с общей оценкой трудностн 
задач прошедшей олимпнады 
можно согласиться, тем бо- 
лее, что большинство ко- 
маид стран — участниц на- 
брало существенно меньшее 
число очков, чем на пред- 
шествующих олимпиадах. 
Соревнования участников 
олимпиады состоялись в те- 
чение двух дней 13 и 14 
июля в городе Жилине. Там 
же проходила и дальнейшая 
работа жюри по проверке 
работ и присуждению пре- 
мий. Олимпиада была четко 
организована местным орг- 
комитетом. Очень квалифн- 


ИНФОРМАЦИЯ 





МЕЖДУНАРОДНЫЕ ОЛИМПИАДЫ 


ШКОЛЬНИКОВ 


ХИ МЕЖДУНАРОДНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 


ОЛИМПИАДА ШКОЛЬНИКОВ 


цированно работали выделен- 
ные для координации оценок» 
чешские и словацкне мате- 
матикн. 

В ХИТ математической 
олимпиаде участвовало 15 
стран — наибольшее число 
за всю историю междунарол- 
ных олимпиад. Дебютантом 
соревнований была Куба. 
Второй раз в олимпиаде 
участвовала Австрня. Ос- 
тальные страны: Болгария, 
Венгрия, Великобритания, 
ГДР, Голландия, Монголия, 
Польша, Румыния, СССР, 
Франция, Чехословакия, 
Швеция, Югославия. — яв- 
ляются уже традиционны- 
ми участиикамн этого мате- 
матического клуба. Каждая 
страна выставила команду 
из 8 учашнхся (Куба была 
представлена лишь четырьмя 
участникамн).В каждой стра- 
не формирование команд про- 
водилось на основе резуль- 
татов различного рода наци- 
ональных соревнований. 

Для нашей страны между- 
народная олимпиада — яви- 
лась естественным продол- 
жением Всесоюзной олнм- 
пиады, состоявшейся в Риге 
в апреле этого года. 

Советский Союз на ХИ ма- 
тематической олимпиаде пред- 
ставляли: Алексей Алексана- 
ров (школа-интернат №45 при 
ЛГУ), Сергей Гашков (шко- 
ла-интернат № 18 при МГУ), 
Василий Ерохин  (Ленин- 
град, школа № 30), Джит- 
рий Логачев (Москва, школа 
№ 2), Олег Ляшко (Харьков, 
школа № 27), Евгений Сал- 
линем (школа-интернат № 45 
при ЛГУ), Михаил Цфасман 
(Москва, школа № 2) и 
Александр Чистов (Ленин- 
град, школа № 239). 


Все члены советской ко- 
манды являлись победите- 
лями Всесоюзной олимпиады, 
успешно они выступнли и 


иа ХШ Международной 
олимпиаде. Сергей Гашков 
получнл первую премию. 


Вторую премню получили 
Дмитрий Логачев, Олег Ляш- 
ко, Василий Ерохин, Алексей 
Александров и Михаил Цфас- 
ман. Третью премию полу- 
чили Александр Чистов и 
Евгений Саллинен. 

Все нашн «олимпийцы» хо- 
рошо себя зарекомендовали 
и были зачислены без сдачи 
вступнтельных экзаменов 
ина механико-математические 
Е Московского или 

енинградского университе- 
тов. 

Всего по итогам олимпиа- 
ды было присуждено 48 пре- 
мий: 7 первых, 12 вторых, 
29 третьих. Кроме Сергея 
Гашкова первую премию по- 
лучили Руме Имре (Веи- 
грия), Гондош Ференц (Вен- 
грия), Бурмайстер Вольф- 
ганг (ГДР), Шарек Стани- 
слав (Польша), Комят Петер 
(Венгрия) и Франко Петер 
(Венгрия). 

Особо отметили успех вен- 
герского школьника Руже 
Имре,  набравшего  макси- 
мально возможное число оч- 
ков. Он в третий раз являет- 
ся участником этого между- 
народного состязания. Дру- 
гим ветераном олимпиады 
является уже известный чн- 
тателям «Кванта» школьник 
из ГДР Вольфганг Бурмай- 
стер, в пятый раз отстанвав- 
ший честь своей команды. 

По традиции на междуиа- 
родных математических олим- 
пнадах официально подво- 
дятся лишь итоги личного 


первенства участников. Олна- 
ко всегда большой интерес 
вызывают неофициальные ито- 
ги командного первенства ло 
сумме очков, набранных 
командами различных стран. 

Лучший результат пока- 
зала команда Венгрии, на- 
бравшая 255 очков нз 336 
возможных, команда СССР 
имеет 205 очков. Затем сле- 
дуют комаиды ГДР — 142 оч- 
ка, Польши — 118 очков, Ве- 
ликобритании — и Румынии 
— по 110 очков. Каждая 
из остальных команд на- 
брала менее 100 очков. 

Торжествсиное — закрытне 
олимпиады состоялось в Бра- 
тиславе в университете име- 
ни Яна Амоса Каменского, 
где победителям олимпнады 
были вручены дипломы н 
премии. Нет сомнений, что 
зля многих юных участни- 
ков олимпиады эта между. 
народная математическая 
встреча является лишь на- 
чалом большой интересной 
жизнн в современной мате- 
матнке. 

На заключительном засе- 
даиин руководитель Поль- 
ской делегации пригласил 
все страны, участвовавшие 
в ХИЕ олимпиаде, на ХУ 
олимпиаду в Польскую На- 
родную Республику. 
3.д-чн ХИ} Международной 

олнмпнады 
Первый день соревнований 


1. Доказать, что следующее 
утверждение: 
«Для любых действнтель- 


ных чисел ат, @4, ..., @л ВЫПОЛ- 
няется неравенство 
(ааа, —а3).. (аи —ап)-+ 

(а,—а{а—а-)...(а—ал)-Е 
— (ап — а (ал — аз).. (а — 
—@л-1)>>0ь 
справедливо при п=3 и 
п = 5 и не справедливо ни 
при каком другом натураль- 
ном й>2 (Венгрня, 5 очков). 

2. Пусть имеется выпуклый 
многогранник Р, с девятью 
вершинамн А, А», ..., Д.. 
Обозначим через Р», Р..... 
‚. Ру многогранннки, по- 
лученные из Р, параллель- 
ными переносами, которые 
перемещают точку А, соот- 
ветственно в точки До, Аз... 
... 49. Доказать, что тю 
крайней мере два нз много- 
гранников Р,. Р.», .... Ро 
нмеют хотя бы одну общую 
внутреннюю точку (СССР, 
7? очков). 

3. Доказать, что последо- 
вательность [2"—3} (1=2, 3, 
4, ...) содержит бесконечное 
множество чисел, каждые два 
из которых взанмно просты 
(Польша, 9 очков). 


Второй день соревнований 


4. У тетраэдра АВСР все 
грани — остроугольные треу- 
гольникн. Рассмотрим все 
замкнутые ломаные линии 
ХУСТХ, определенные сле- 
дующим образом: Х — точка 
на ре АВ, отличная от А 
н В. Аналогично У, 2, Т- 
внутренние точки ребер ВС, 
Ср, ОА соответствеино. До- 


казать, что 

а) ели 2РАВ-т 2 ВСО 
= АВС-->СРА, то среди 
этих ломаных нет ни одной 
кратчайшей; 

6) если РАВ >ВСР = 
= «2 АВС--2СРА, то суще- 
ствует бесконечно много ло- 
маных минимальной длины и 
эта длина равна 2АС $т > 


где @ = 3ВАС-т 3 САР-- 
+ РАВ (Голландия, 6 оч- 
ков}. 

5. Доказать, что для любо- 
го натурального числа т 
существует непустое конеч- 
ное множество $ точек плос- 
кости такое, что для любой 
точки А из $ имеется ровно 
т точек из 5, которые на- 
ходятся на единичном рас- 
стоянии от А (Болгария, 
7 очков). 

6. Рассмотрим квадратную 
таблицу 

0: 1412...@1я 
@21@2о.-.@2п 


ап 1@п2-..@пп, 


состоящую из неотрицатель- 
ных целых чисел и удовлет- 
воряющую следующему ус- 
ловию: как только а;; = 0, 
так справедливо неравенство 
ап На;»-| ... вы № 

ау... Ралр> п. Дока- 
зать, что сумма всех элемен- 
тов таблицы не меньше чем 


| 
5 ^"* {Швеция, 8 очков). 


И. С. Петраков, 
В. А. Скворцов 


ВПЕЧАТЛЕНИЯ УЧАСТНИКА ОЛИМПИАДЫ 


10 яюля наша команда 
приехала в Братиславу. На 
вокзале нас встречали орга- 
низаторы, которым удалось 
сразу же создать на олимпиа- 
де теплую и непринужденную 
атмосферу. В гостинице мы 
смогли познакомиться со сво- 
ими соперниками. Члены дру- 
гих команд, как только с на- 
ми встретились, начали да- 
вать свои задачи. Среди за- 
дач. условия которых нам 
удалось разобрать, выделя- 
лась одна, предложенная 
югославскими ребятами: 
«Ползут три черепахн. Пер- 
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вая говорит: «За мной лол- 
зут две черепахи», вторая 
говорит: «Передо мной пол- 
зет одна черепаха и за мной 
ползет одна черепаха», а 
третья: «Передо мной ползут 
две черепахи и за мной пол- 
зет одна черепаха». Как это 
может быть?» Решение ее 
поражает своей силой и убе- 
дительностью"). 

Утром следующего дня 
участников повезли в Жили- 





*) Ответ: третья чере- 
лаха лжет. 


ну, где должна была состо- 
яться олимпиада. По пути 
все с удовольствием осмот- 
ели современный курорт 
ештяны и старинный горо- 
док Тренчин. Фотоаппараты 
а без перерыва. В 

илине мы первым делом 
осмотрели здание строитель- 
ного техникума, где должно 
было состояться соревнова- 
ние, затем поехали на озеро 
Бойнице. На обратном пути 
на одной из горных дорог 
автобус с командами Австрин, 
Болгарии, Кубы и ГДР «при- 
лег» на бок. Все броснлись 





Члены советской команды. 


на помощь, но Когда выяс- 
нилось, что иикто не постра- 
дал, вновь защелкали фото- 
аппараты. Происшествие от- 
влекло нас от мысли о пред- 
стоящем соревнования и 
убедило, что жесты, озна- 


чающие «автобус  перевер- 
нулся», на всех языках 
«звучат» примерно однна- 
ково. 


Наступили главные дни — 
дни соревнований. 13-го со- 
стоялось официальное — от- 
крытие олимпиады. В прези- 
диуме находились организа- 
торы и руководители команд, 
в том числе руководители 
нашей сборной В. А. Сквор- 
цов и И. С. Петраков. Нам 
пожелалн успехов. Еще до 
этого были сообщены поряд- 
ковые номера участников (по 
словацкому алфавиту): 
1. Александров Алексей. 
2. Цфасман Михаил. 3. Чис- 
тов Александр. 4. Гашков 
Сергей. 5. Ерохин Васнлий. 
6. Логачев Дмнтрий. 7. Ляш- 
ко Олег. 8. Саллниен Ёвге- 
ний. Аналогичные номера по- 
лучили ребята других ко- 
манд. Всех участников, нме- 
ющих номер 1, разместили 
в комнате 1, номер 2—- в ком- 
нате 2 и так далее. В кон- 
вертах, лежавших на столах, 
были задачи первого дня 
соревнований. 


Слева 
Д. Логачев, О. Ляшко, И. С. Петраков, А. Александров: 
второй ряд: С. Гашков, Е. Саллинен, А. Чистов, М. Цфас- 
ман. 


направо: В. Ерохин, 


Первая задача довольно 
проста. Наша команда полу- 
чила за нее 34 очка. Слу- 
чай п=3 доказывается ал- 
гебраически. Для п=5 за- 
метим, что при @:.2@з>... 
>> а (для определеиности) 
первый, третий и пятый чле- 
ны суммы положительны, вто- 
рой н четвертый отрицатель- 
ны, причем по модулю первый 
больше второго, а пятый 
больше четвертого. Для дру- 
гих п строятся противоре- 
чащие примеры. 

Самыми сложными для 
нашей команды оказались 
вторая н третья задачи. Вто- 
рая задача имеет нетриви- 
альную идею: все многогран- 
инки Р., Р.,..., Ру содер- 
жатся в многограннике, по- 
лучаемом из Р, гомотетией 
с коэффициентом 2 относи- 
тельно точки А!. За эту 
задачу команда получила все- 
го 21 очко. В третьей задаче 
доказывается, что по первым 
& членам такой последова- 
тельности можно постронть 
&--1-й член. Возьмем все 
простые делители этих # чле- 
нов последовательности: ру, 


ра..... Рт: число 
о: П {2.-|.-: ‘2пв— а 
делится на ра, Ра... Рт. 


Но так как все эти прос- 


тые делители нечетны, число 
—1 —1)--- а -1 
о (21-1 @:—1-- т 3 


не делится ин на одно из них, 
следовательно, взаимно прос- 
то со всеми членами После- 
довательности. За эту за- 
дачу мы также получили 
маловато, всего 27 очков. 
Вечером того же дня состо- 
ялась какая-то экскурсия, 
воспоминаний о ней не оста- 
лось, так как все наши мысли 
были поглощены задачамя. 

Задачи второго дня, по 
мнению советской команды, 
были проще, чем первого. 
Четвертая задача, вероят- 
но, была бы сложнее, если 
бы в ее вопросе ие содер- 
жалось подсказки: тот факт, 
что в выражении для длины 
ломаной фигуркрует угол <, 
вызывает естественное 
желание «создать» его 
на плоскости. Решается она 
«разворачиванием»  тетраэд- 
ра на плоскость. Эта задача 
дала команде 34 очка. 

Пожалуй, самой легкой 
из всех задач была пятая. 
Даже не верится, что за ее 
решение давалось 7 очков, 
столько же, сколько за вто- 
рую. Она решается методом 
математической — индукции. 
Надо лишь доказать, что 
для системы 5, удовлетво- 
ряющей условию задачи для 
К точек, существует такой 
параллельный перенос, ко- 
торый образует (вместе с 5) 
систему $;, для которой вы- 
полнено условие задачи для 
А--1 точки. За эту задачу 
наша команда получила 51 
очко. 


В задаче 6 проще всего, 
предположив противное, за- 
писать все возможные не- 
равенства для строки с ми- 
нимальной суммой стоящих 
в ней чисел и, аналогично, 
для столбца. Затем надо сло- 
жить все  иеравенства и 
учесть, что сумма в выбран- 
ной строке (столбце) ие пре- 


п 
вышает —5_. За шестую за- 


дачу наша команла получила 
38 очков. 


Эти результаты мы узнали 
поздиее, а сразу после сорев- 
нования всей команде ка- 
залось, что выступили весь- 
ма неудачно. Немного уте- 
шил нас только разговор с 
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членами других команд: поч- 
ти все, по их словам, выс- 
тупили хуже. 

Сразу после олнмпиады бы- 
ла организоваиа поездка в 
Высокие Татры по очень кра- 
сивым горным дорогам. Мно- 
гочисленные старинные зём- 
ки выглядели как бы естест- 
венным продолжением гор. 
Нам показали горы не толь- 
ко снаружи. но и изнутри: 
участиики олимпнады побы- 
вали в Демевовских пеще- 
рах, где прекрасные при- 
родные сооружения умело 
дополняются искусной под- 
светкой. 

Восемнадиатого все вюв 
выехали в Братиславу. В 
поезде мы впервые после 
соревнований увидели на- 
ших руководнтелей В. А. 
Скворцова и И. С. Петра- 
кова, которые жили отдель- 
но от команды н, пока мы 
ездили на экскурсии, про- 
веряли нашн работы н участ- 
вовали в заседаниях жюри. 
Они сообщили наши резуль- 
таты, которые в сравненин 
с результатами другнх ко- 
манд оказались выше, чем 
мы предполагалн. 

19 июля состоялось закры- 
тие. Прозвучал гимн ЧССР 
как страны-организатора. 
Жюри сообщило итогн со- 
ревнований, высказав мысль, 
которую подсказал нам весь 
ход олимпиады: на олимпнаде 
есть победители, мо нет и не 
может быть побежденных, все 
услут из Чехословакии с са- 
мыми хорошими воспомииа- 
ниями об этом празднике 
дружбы юных математнков 
разных стран. Победителям 
и призерам олимпиады были 
вручены дипломы и умело 
подобранные премии. В за- 
ключение прозвучал между- 
народный студенческий гимн. 
Руководитель Польской ‘де- 
легации прнгласил все стра- 
ны - участницы в Польшу 
на ХГУ Международную ма- 
тематическую олимпиаду. Я 
заканчиваю рассказ о ХИ 
ММО пожеланием успеха 
участникам ХТУ ММО. Пер- 
вых Вам мест, «сборная — 


72». 
М. А. Цфасман 
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аки т- а г мет в 


2. д чиста пашемье 


ре лье 2 


\ АЕКДУНАРОДНАЯ ФИЗИЧЕСКАЯ 


лы ПИАДА ШКОЛЬНИКОВ 


Со 2 по И июля 1971 года 
в Болгарии проходила У 
Международная физическая 
олимпиада школьников со- 
цналистических стран. От 
каждой страны пригламалось 
по 5 участников. Два школь- 
ннка (один изПольши и один 
из Чехословакии) по болез- 
ни не смогли приехать. Все- 
го в олимпиаде участвовало 
33 школьника из 7 стран: 
Болгарин, Венгрии, ГДР, 
Польши, Румыкии, СССР и 
Чехословзкин. 


Программа олимпиады це- 
ликом была подготовлена Ор- 
ганиизационным комнтетом 
ВБолгарни. В программу вхо- 
дило решение 4 теоретичес- 
ких задач (для их решения 
отводилось 5 часов) и выпол- 
нение | экспериментальной 
задачи (на нее отводилось 
тоже 5 часов). 


Достижения оценивались 
суммарным количеством наб- 
ранных участниками баллов, 
присуждаемых Международ- 
ным жюри, учрежденным из 
руководителей каждой коман- 
ды от 7 стран-участниц олим- 
пнады. Наивысшее число бал- 
лов за каждую теоретичес- 
кую задачу — 10, за экспе- 
риментальную— 20 {10 за вы- 
полнение ее теоретической 
части и 10 за эксперимент 
н его оформление). Таким 
образом, максимальное чис- 
ло баллов было 60. 


Никто нз участников 60 бал- 
лов не набрал. Наибольшее 
число — 48 — имеют два 
школьннка: Адам Тихи из 
Венгрии и Карел Шаферник 
из Чехословакии. Оба оии 
получилн первые премии. 

Всего было выдано 5 пер- 
вых премий. 


От Советского Союза в 
олимпиаде участвовало 5 де- 
сятнклассников: Алексей Аб- 
рикосов (Москва), Сергей Буд- 
ник (Днепропетровск), Анд- 
рей Варламов (Киев). Витас 
Сальджюна? (Вильнюс), Алек- 
сандр Снигирев (село Осинов- 


ка Могилевской обл.}. Все 
они — победители Всесоюз- 
ной физической олимпиады 
1971 года. 

Все наши школьники ус- 
пешно выступили в У Меж- 
дународной физической олим- 
пкаде и получили соответст- 
вующие грамоты и премии. 
Первую премию получил Ан- 
дрей Варламов (45 баллов), 
вторую премию — Алексей 
Абрикосов (44 балла). А. Аб- 
рнкосов был удостоен также 
специального приза за на- 
ибольшее число безупречно 
выполиенных заданий (4 из 
6 заданий были отмечены 
наивысшимя баллами и по- 
хвалой). В этом году, как 
и на предыдущих олимпиа- 
дах. в соответствии с уста- 
вом, рассматривалось только 
личное первенство и не было 
командных соревнований. 

Ниже приводятся задачи 
У Международной физичес- 
кой олимпиады 197] года. 

1. Гладкий клии с массой 
М имеет треугольное сече- 
ние с углами при основании 
9, и 6.. На клине находятся 
два груза с массамн м: ит., 
гладкие, связанные между 
собой нерастяжимой нитью, 
перекинутой через маленький 
блок, прикрепленный к вер- 
шине клина. Массами нитн 
и блока пренебречь ло срав- 
нению с массами грузов я 
клина. Вся система перво- 
начально покоится. С каким 
ускорением ао будет сколь- 
зить клин, если он находится 
на идеально гладкой горн- 
зонтальной плоскости и если 
система предоставлена сама 
себе? Выразить ускорение 
грузов по отнощению к клину 
а’ через ускорение клина. 
При каком соотношенин масс 
т, и т, клин будет непод- 
вижен, а грузы будут сколь- 
зить по клину? 

2. Стеклянная трубка се- 
чением $ = 1 см? запаяна 
с одного конца, заполнена 
водородом н расположена вер- 
тнкально так, что верхний 
конец запаян, а нижний опу- 





щен в ванну со ртутью. 
Все это находится в герме- 
тизированной камере, запол- 
ненной воздухом с темиера- 
турой Ту = 273°К и дав- 
лением р» = 1,334-10$ н/м?. 
Ртуть в трубке поднялась 
на высоту й, = 700 мм над 
уровнем ртути в ванне. 

Перемещеннем одной из 
стенок камеры давление воз- 
духа изотермически пони- 
жается до р, = 8-10% н/и?, 
пря этом высота ртутного 
столбика снижается до й, = 
— 400 мм. Затем, посредством 
нагрева при постоянном объе- 
ме камеры, температура по- 
вышается до Т.) и высота 
ртутного столбика становится 
при этом Й. = 500 мм. После 
этого происходит изобарн- 
ческое расширение воздуха 
в камере, причем ртутный 
столбнк устанавливается на 
высоту #Н== 450 мм. 

При условии, что данная 
система всегда находится в 
состоянии  термодинамичес- 
кого равновесия, вычислить: 
массу водорода т, темпера- 
туру Т., давление водорода 
в конечном состоянии р- 
Плотность ртути при Ту 
Ру = 1,36-10% кё/мз, козф- 
фициент объемного расшире- 
ния ртути В = 1,84.10- 
град-1, газовая постоянная 
Ю—8,317-103 дж/кмоль-грод. 


Температурное расширение 
стекла и изменение уровня 
ртути в ванне — не учнты- 
вать. 

Замечание. Пусть 
АГ — максимальная раз- 
ность температур между сос- 
тояниями системы. Так как 
ВАТ = х<1, то можно вос- 
поьзвна приближением 


А Я 


$. Подсчитать общую энер- 
гию , накопленную от ис- 
точников постоянного напря- 
жения В, Е., Е... Ба в 
конденсаторах емкостью С,, 
С.. С.. С, если они под- 
ключены, как показано на 
схеме. Все сопротивления 
имеют одинаковую величину. 
Внутрениим сопротивлением 
нсточников пренебречь. 


Какой заряд д „будет иметь 
конденсатор С,, если точки 
Н и В соединить накоротко? 

Числовые даниые: Е; = 
— 486, Е, = 86, Ву == 12 в, 
Е == 16 в; == С. = С. = 
==С. = } мкф (см. рисунок). 

4. Перед вертикально рас- 
положенным плоским зерка- 
лом находится наполненный 
водой аквариум шарообраз- 
ной формы из тонкого стекла. 
Раднус аквариума Р, рассто- 
яние между его центром и 
зеркалом ЗВ. Наблюдатель, 


находящийся иа большом рас- 
стоянии перед аквариумом и 
зеркалом, смотрит по на- 
правлению, проходящему че- 
рез центр аквариума, перпен- 
дикулярно зеркалу. В диа- 
метрально противоположной 
от наблюдателя точке аква- 
риума находится маленькая 
рыбка, которая начинает пе- 
ремещаться перпендикулярно 
осн вдоль стены аквариума 
со скоростью и. С какой от- 
носительной скоростью отн 
булут расходиться изобра- 
жения рыбки, видимые из- 
блюдателем? Показатель пре- 


ломления воды п = и о 


Эксиери менталь- 
ная задача. Даны: 
источник постоянной э. д. с., 
амперметр, вольтметр, реб- 
стат и соединительные про- 
вода. Соберите схему, кс 
торая позволит вам лолу- 
чить графическую зависн- 
мость полезной мощностн Р, 
развиваемой источником на 
реостате, в зависимости от 
силы тока /. 


Используя данные из по- 
лученного графика: 


1) найдите внутреннее со- 
противление источникаэ.д.с., 


2) определите э. д. с. ис- 
точника, 


3) начертите графнк зави- 
симости полезной мощности 
Р от внешнего сопротивле- 
ния, 


4) начертите зависимость 
полной мощности от внешнего 
сопротивления, 


5) начертите зависимость 
коэффициента полезного дей- 
ствия данного источника от 
внешнего сопротивления. 


Замечание. Основ- 
ную графическую зависимость 
— зависимость полезной мощ- 
ности от силы тока — по- 
строить, используя не менее 
30--35 точек. 


Решения этих задач поме- 
щены в журнале «Физика в 
уколе» № 6, 1971 г. 


‚ М. Д. Карасев, 
Г. С. Тарасюк 


У ГОРОДСКАЯ НАУЧНАЯ КОНФЕРЕНЦИЯ 


«Первое открытие всегда за- 
ключается в том, ито есть 
вещи, которые стоит от- 
крывать». 


Л. Томсон «Дух науки» 


В конце апреля в Кневе 
проходила \У ежегодная го- 
родская научиая конферен- 
ция школьников. В ней при- 
няли участие юные люби- 
тели физики, заиимающиеся 
в физических кружках Двор- 
ца пионеров и школ города. 
На конференции были за- 
слушаны доклады и сообще- 
ння, приняты новые члены 
в городское научиое общест- 
во школьников и подведены 
итогн конкурса на лучшую 
ученическую работу. 

Основные цели конферен- 
ции — привлечь школьников 
к научно-исследовательской 
работе, выявить талантливую 
молодежь, глубоко и серьез- 
но интересующуюся наукой, 
помочь учащимся проявить 
свои способности и правиль- 
но выбрать профессию. 

В работе секции физикн 
приняли участие ученые го- 
рода, учителя, 540 зикольни- 
ков Киева н области, делега- 
ции юных физиков из Харь- 
кова, Донецка и Хмельниц- 
кого. 

На конкурс было подано 
143 работы. Жюри конкур- 
са, в которое входили яид- 
ные ученые институтов АН 
УССР, отметило высокий на- 
учный уровень 30 работ. 
Из-за недостатка времени 
всего было заслушано 14 до- 
кладов. Основные требова- 
ния, предъявленные к рабо- 
там при отборе, сводились к 
следующему: — непременное 
наличие элемента творчества, 
осмыслениое изучение науч- 





ШКОЛЬНИКОВ КИЕВА 


ной литературы, точное и 
лаконичное изложение ре- 
зультатов работы. Приведем 
некоторые доклады, отмечен- 
ные премиями. 

В докладе члена физичес- 
кого кружка Дворца пноне- 
ров Сергея Кривошлыкова 
было дано теоретическое 
объяснение нитересному эк- 
спериментальному эффек- 
ту — увеличению времени 
всплывания тел во вращаю- 
щейся жидкостн. Электри- 
ческий счетчик потока жид- 
кости в трубопроводе раз- 
работал ученик 171 школы, 
член физического кружка 
Дворца пионеров Владимир 
Малкин. Доклады учеников 
145 школы Андрея Варламо- 
ва и Сергея Парновского 
(оба занимаются в кружке 
Дворца пнонеров) были по- 
священы применению мето- 
дов виртуальных перемеще- 
ний и принципа Ферма для 
решения задач. Простому 
способу определения периода 
гармонических колебаний 
был посвящен доклад учени- 
ка 47 школы Евгения Шкляр. 

Многие работы выполня- 
лись совместно, небольшой 
группой школьников. Так, 
группа учащихся кневской 
фнизико-математической шко- 
лы при КГУ разработала мо- 
дель транспортного устрой- 
ства с двигателем шагающе- 
го типа, а члены физичес- 
кого общества 173 киевской 
школы создалн установку 
для определения концентра- 
ции растворов с помощью 


А. И. Шапиро 


ультразвука и так далее. Уче- 
ница 9 класса 109 школы 
г. Волгограда Надя Поленич- 
кина рассказала в своем со- 
общении о том, как под ру- 
ководством ‘ученых учаци- 
еся этой школы получают 
новые электропроводные ма- 
терналы на полимерной ос- 
нове. 

Премиями были отмечены 
и некоторые работы, которые 
из-за недостатка времени не 
были доложены на конферен- 
цки. Из них хочется выделить 
реферативную Деу учени- 
ка 8 класса 108 школы Во- 
лоди Винецкого «Методы оп- 


ределения скорости света». 
Конференция — показала, 
что серьезное увлечение 


школьников физнкой далеко 
от игры в науку. Тематика 
лучших работ свидетельст- 
вует о желании их авторов 
‹ максимальной степенью пол- 
ноты разобраться в заияте- 
ресовавшем их явлении. 

К сожалению, однако, 
часть работ, поданных на 
конкурс, страдала повторе- 
нием чужих мыслей н пусто- 
словием. Встречались рабо- 
ты, авторы которых, начктав- 
шись популярных брошюр, 
считали багаж свонх знаний 
достаточным, чтобы сразу ре- 
шать глобальные проблемы 
современной физики. Особен- 
но в этом отношении «повез- 
ло» лазерам и ускорителям. 

Конференция была очень 
интересна и, несомненно, 
принесла пользу всем участ- 
викам. 


ми 
|, 


УГОЛОК КОЛЛЕКЦИОНЕРА 


МАРКИ, ПОСВЯЩЕННЫЕ 
МОГАННУ КЕПЛЕРУ 
М ТИХО БРАГЕ 


Иоганн Кеплер (1571—1630), 400 лет 
со дня рождения которого исполняется в 
этом году, был выдающимся астрономом и 
великолепным математиком. 

Он открыл трм закона движения пла- 
нет, на которых вечно будет покомться лла- 
нетарная астрономия. 

Кеплер был сторонником теорим Ко- 
перника, защищал его во время универсн- 
тетских дискуссий. Он писал: «Я пюблю Ко- 
перимка нв за одни его высшие дарования, 
но м за ум, твердый м спокойный». 

: Неа фото приведены марки Яеменской 

УЕМЕМ АВАВ ВЕРИВЦС 1 арабской республики, на одной мз которых 

ма мА дан портрет Моганна Кеплера рядом с пПор- 

третом Николая Коперимка, а ма второй, 

взятой из сермн, посвященной открывате- 

лям космоса, помещен портрет Кеппера и 

ЭТ. ТУСИЮ ВЯАНЕ советский вымпел, доставленный на Луну. 

й к. 848 Пертрет Кеплера вы видите также на марке 

<: Германской демократической республики, 
выпущенной в 1971 г. 

На фото приведены еще две марки 
(Даник и Яеменской арабской республики) 
< портретом известного астронома Х\! ве- 
ка Тмхо Браге, у которого несколько пет 
работап помощииком Моганн Кеплер. 

Тихо Браге был блестящнм  наблюда- 
телем и гениальным изобретателем точных 
астрономических приборов. Он построил 
первую в Евроте большую обсерваторию и 
составып уднентельно точные табпнцы дан- 
А А 

В. А. Алтыкыс 


УЕМЕМ АВАВ ВЕРУВИС 





ЗНАЧКИ, ПОСВЯЩЕННЫЕ МЕЖДУНАРОДНЫМ 
МАТЕМАТИЧЕСКИМ ОЛИМПИАДАМ 


В июле 1959 года по инициативе Румынского математического и физического общества 
и Министерства просвещения Румынии была проведена 1-ая Международная математиче- 
ская олимпиада (ММО). В ней приняли участие команды Болгарии, Венгрин, Германской 
Демократической республики, Польши, Румынии, СССР и Чехословакии. С тех пор тради- 
ционно в июле месяце каждого года проводятся Международные математическне олим- 
пиады в одной из социалистических стра. 

Делегация каждой страны состоит из 8 участников, руководителя команды и его замес- 
тителя. Все руководители команд являются членами международиотго жюри. Участники 
команды — учащиеся выпускных классов средних школ не старше 19 лет, являющиеся, 
как правило, победителями национальных олимпиад (см. «Кваить, № Ш, 197] т.). 

До начала олимпизды каждая страна присылает в оргкомитет страны-организатора 
свои задачи. Из их числа международное жюри отбирает 6—7 задач, идущих ма олимпиаду. 
Трудность каждой задачи оценнвается в очках. Жюри устанавливает максимальное число 
очков, которое может быть присуждено за каждую задачу. Лля награждения участииков 
олимпиады, набравших соответствующее число очков (число очков определяется между- 
народным жюри}, учреждены первая, вторая н третья премии и почетные грамоты. 

В честь олимпиад выпускаются специальные значки, которые вручаются всем участ- 
никам олимпиады. 


Т ММО лроходила с 23 по 31 июля 1959 года в Румынин. 

В составе советской команды выступали А. Тоом (3-я премия), В. Федорец, В. Фролба 
и А. Четаев. 

И ММО проходнла с 18 по 25 июля 1960 года в селения Сипая (Румыния). 

На рисунке 1 нзображен значок Румынской национальной олимпиады, вручавшийся 
участникам Ен ИП Международных математических олимпиад. 

Ш ММО проходила с 7 по 13 июля 1961 года в Будапеште (Венгрня). Специального 
значка К этой олимпиаде не выпускалн. 

Советская команда во 1 н Ш олимпиадах участня не приннмала. 

ГУ ММО проходила с 7 по 13 июля 1962 года в Праге (Чехословакия). На рисун- 
ке 2 изображен значок, посвященный этой олимпнаде. 

В составе советской команды выступали И. Бернштейн (первая премия), УТ. Гон- 
чарова (первая премия), А. Потепун (вторая премия), Г. Маргулис (вторая премия), 
Г. Куранов (третья премия), Д. Миштайи (третья премия), Е. Панкратьев и А. Шерменев. 





Рис. Г. Рис. 2. Рис. 3. Рис. 4. 
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Рис. 5. 





Рис. 10. 


У ММО проходила с 5 ло 13 июля 1963 года, во Вроц- 
лаве (Польша). Кроме ранее перечисленных стран в ней 
прннялЕ участие команда Югославни. 

В составе советской команды выступали Г. Малолет- 
кин (первая премия). А. Толпыго {первая премия), А. Зай- 
цев (первая премия). В. Фшиман (вторая премия), А. Звя- 
гинцев (вторая премия), С. Смирнов (вторая премия) и 
К. Андреев (третья премия). Специального значка не было. 


УТ ММО проходила с 30 июня по 10 июля 1964 года 
в Москве. На рисунке 3 приведен значок, посвященный этой 
олимпиаде. Дебютантом олимпнад была команда Монголии. 

В составе команды Советского Союза выступали 
ЛД. Бернштейн (первая премия), Г. Архипов (первая премия}, 
Ю. Матиясевич (первая премия), В. Алексеев (вторая пре- 
мия). А. Виленкин (третья премкя), В. Ивлев (третья пре- 
мия). А. Флоренсов (третья премия), И. Рипс. 

УН ММО проходила с 3 ло 13 июля 1965 года в Бер- 
лнне (ГДР). Впервые в этой олимпиаде приняла участие 
команда Финляндии. Значок, выпущенный К этой олимпиаде, 
изображен на рисунке 4. 

В составе команды Советского Союза выступали 
П. Блехер (первзя премия), С. Валландер (первая премия). 
А. Зубков (первая премия). А. Пересецкий (первая премия), 
Н. Широков (первая премия). А. Карзанов (зторая премия), 
В. Стояновский (вторая премня), и Ю. Муравьев. 

МИ ММО проходила с 3 по [3 нюля 1965 года в Со- 
фин (Болгария). На рисунке 5 изображен значок, выпущен- 
ный к этой олимпиаде. 

В составе команды Советского Союза выступали 
Ю. Богданский (первая премия). С. Гиусейн-Заде (первая 
премия}. А. Марченко (первая премия), М. Фокин (первая 
премия. Г. Розенблюм (первая премия). Б. Матикайнен 
(вторая премия). А. Заимских (третья премия), С. Либер. 

]Х ММО проходила с 2 по 13 июля 1967 года в Це- 
тннье (Югославия). На рисунке 6 изображен значок, выпу» 
щенный к этой олимпнаде. Впервые в олимпиаде приняли 
участие команды Англии, Италин, Франции и Швеция. 

В состав советской команды вошлн: 4. Лив:ниц (пер- 
вая премия). В. Тирчанинов (первая премия}, А. Суслин 
(первая премня), 4. Бошерницан (вторая премня), Ю. Жа- 
ринов (вторая премия), И. Кричееер (вторая премия), С. Со- 
болев (третья премия), В. Харламов (третья премня). 


Х ММО проходила с 5 по 18 июля 1968г в Моск- 
ве. Значок этой олимпнады показан на рисунке 7. 

В составе советской команды выступали: М. Бдюдзе 
{первая премия), 7. Курчанов (первая премия), В. Поно- 
маренко (первая премия). С. Соболев (первая премия), 
В. Федотов (первая премия), В. Кумарин (вторая премия), 
В. Макарычев (третья премия), Г. Белый (третья премия), 

На рисунке 8, 9, 10 приведены соответственно значки Х1, 
ХПи ХИ ММО. Подробно об этих олимпнадах вы сможете 
прочесть в «Кванте» № 4 за 1970 г., №№ 2, 12 за 1971 г. 


М. Л. Смолянский 


ОТВЕТЫ, УКАЗАНИЯ, РЕШЕНИЯ 








К статье ‹ Метод площадей » 
1 ЕЕ ЗВЕНЕ 
1. то и 2 фа. 
2. Используйте формулы (1) и (6). 


1 
3. 5 = тп 28 + 


-- тошВЬ с— т2вт? В. 

4. Докажите, что если радиус окруж- 
ности, касающейся гипотенузы с и продол- 
жений катетов а`и & треугольинка АВС, 
равен р, то 


ыы 
В о ОВ: 


5. Выведите формулу $) двс = 


2 Ь 
== -5- то ть Ут Фаь, 


где Фоь — угол между медианами Та ни ть. 

6. Заметьте, что если а — наименьшая, 
а с — наибольшая из сторон треугольника, 
то Аа — наибольшая, а й‹ — наименьшая 
из его высот. 


а У а зтз9 
1 Ив? -- а? 


К статье «Задачи на устном экзамене по 
физике в Ленииградском люлитехническом 
институте » 


1. уе 
11а  теЕЁзта 


те ОА. 
е ит } ер.$ — ый. 


7. 


+ 


3. 0,5 ко! МЗ. 
М кам 
м, =5.10 '. 
5. М—=0/—1Ю=4,48 кат. 
6. кет = 1.зо (т = 


2 
= ТЕ тек == О-деек) . 


7. 1,67 см. 
8 784 н. 
К; 2 
О 14 баре. 


‚= 
10. #10 в, г— 0,5 ом. 

11. 96 вт и 144 вт. 

12. Расстояние от центра шара до изо- 


бражения иголки равно 2,04 см. Размеры изо- 
бражения иголки 0,18 см. 
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НАПЕЧАТАНО В 1971 ГОДУ 


СТАТЬИ ПО ФИЗИКЕ 


Азбель М. Я. Диалог о темпе- 
ратуре 

Азбель М. Я. Беседа о прин- 
цнпе неопределенности 

Асламазов Л:Г. Эффект 


Доплера 

Асламазов Л. Г. Снежные 
заносы 

Асламазов Л.Г. Лунные 
дорожки 


Беспалов О. Г., Настю - 
ха А. И. Геоакустическая раз- 
ведка подводных месторождений 
полезных ископаемых 

Воробьев И. А. Межзвезд- 
ные корабля на гравитационных 
рессорах 

Жуковский Н.Е. Основы 
теории вихрей 

Зайцев И.А. У Всесоюзная 
физическая олимпиада 

Зильберман А. Р. Преобра- 
зование электрическнх цепей 

Капица П. Л. Из воспомина- 
ний о пр соре Резерфорде 

Киконн А. К. Вращательное 
движение тел 

Кикоин А. К. История изо- 
бретения электрического кон- 
денсатора 

Китайгородский А. И. 
Модели молекул 

Кривошлыков С. А. 
Механнка вращающегося 
волчка 

Коган Б. Ю. Удивительные 

°катки 

Кузнецов В.И. Великий 
закон 

Куллити Б. Диффузия в ме- 
таллах 

Лившии М. С. Парадоксы 
реактивного движения 

Минц Р. Г. Графики потен- 
циальной энергии 

Мякишев Г.`Я. Взаимодейст- 
вие атомов и молекул 

Огневецкинй И. И. Поле 
тяжести сферически-однородно- 
го тела 

Резерфорд Э. Некоторые 
космические аспекты радиоак- 
тивности 

Смородиннский Я.А. Дви- 
жение планет 

Смородннский Я. А. 3За- 
кон Ома 

Смородинский Я.А. «Пс- 
хожие»ь движения 

Смородинский Я, А. Двн- 


2 11 
97 
4 30 
6 23 
9 18 


10 26 
421 
11 42 
3 10 
817 


9 56 
12 18 


10 21 
3 21 


10 10 
ти 
5 8 
и 1 


11 16 


8 9 
120 
38 
9 15 


жение комет и открытие атом- 
ного ядра 12 
Стасенко А. Л. Этот ужас- 


ный космический холод 8 51 


Фабрикант В. А. Парадокс 
С. И. Вавилова 2 
Федоров М.А. Полупровод- 
ннковые диоды и триоды 6 
Фуллман Р. Рост кристаллов 6 
Хейфец С. А. Блеск в приро- 
де, илн почему у кошки глаза 
светятся 
Эйнштейн А. Иоганн Кеплер 12 


СТАТЬИ ПО МАТЕМАТИКЕ 


Башмаков М, И. Нравится 
ли вам возиться с целыми чис- 
лами?. 3 

Башмаков М. И. О посту- 
лате Бертрана $ 

Бендукидзе А. Д. Архимед 
и квадратура параболы 7 

Березин Н. Луночки 
Гиппократа 5 

Виленкин Н. Я. Комбина- 
торика 1 

Гервер М. Л. Задача о числах 
в табляце 12 

Гик Е. Я. Шахматно-математн- 
ческие заметки 

От персидского шаха до наших дней 8 

Конь Аттилы 9 

Ферзь-часовой 10 

Неприкосновенный король 12 

Гутенмахер В. Л. У Все- 
союзиая математическая олим- 
пнада | 

Гутер Р. С. Вычислительные 
машнны и системы счислення 9 

Гутер Р.С. Язык человека и 
язык машины 10 

Депман И. Я. Совершенные 
числа 8 

Каток А. Б. Экономика и ли- 
нейные неравенства 3 

Каток А. Б. Экономика и ли- 
нейные неравенства (продол- 
женне) 

Колесников Н.Н. 

П. Л. Чебышев (1821—1894) 

Копылов Г. И. Логические 
кубики 

Лиман М. М. Заспорили два 


друга 
Марон ИН. А. М. В. Остроград- 
ский 
Матиясевич Ю. В. Первое 
знакомство с номограммами 
Раскин В. В. Может ли ма- 
шина переводить? 
Раскин В.В. Еще раз о ма- 
шинном переводе 12 
Фукс Д. Б., Фукс М. Б. О наи- 
лучших приблнжениях 6 
Фукс Д.Б., Фукс М. Б. 
О нанлучших приближеннях 
{продолжение) и 


Цинман Л. Л. Логические за- 4 14 
дачи и алгебра высказываняй 
Ширшов А. И. 06 одном 
свойстве биномиальных коэф- 


фициентов 10 16 
Яглом И. М. Две игры со 4 

спичками 2 
Янкелевич В. Г. «Непри- 

водимый» случай 11 20 


МАТЕМАТИЧЕСКИЙ КРУЖОК 


Готман Э.Г. Вспомогатель- 
ная ры 1 28 


Коган Б. Ю. Физика помогает 
геометрии 5 22 
Лоповок Л. М. Полупра- 
вильные многоугольники 3 25 
Орлов А. И. Принцип Ди- 
рихле 717 
Савин А. П. Инверсия н за- 
дача Аполлоння 8 23 
Скопец 3. А. Сравнение раз- 
личных средних двух положи- 
тельных чисел 2 20 
Тоом А. Л. Решення задач 
вступительной контрольной ра- 
работы в ЗМШ 6 25 
ЛАБОРАТОРИЯ «КВАНТА » 
Бахмин В.И. Фотографиро- 
ванне невозможных объектов 527 
Вуях Р. Искусственные миражи 10 29 
Вуд Р. Демонстрация орбит тел, 
движущнхся под действием цент- 
рального притяження И 22 
Вуд Р. Внхревые кольца 12 28 
Грегг Дж. Четыре опыта со 
зрением 8 29 
Косоуров А. Г. Волны в 
мелкой тарелке 1 32 
Пенроуз Л., ПенроузР. 
Невозможные объекты 5 26 
Мннц Н.А. Странный маятник 6 30 
Задачиик «Кванта» 
Задачи 
№61 — №65; Ф72 — $76 1 39 
№М6б — м70; Ф77 — Ф82 2 24 
МИ! — №75; Ф8З — $8? 3 30 
№76 — М80; Ф88 — $92 4 33 
№81 — М85; Ф9З — $97 5 30 
№86 — М90; Ф98 — Ф!02 6 33 
№91 — М95; Ф103 — Ф?7 7 22 
№96 — м100; $108 — Ф!12 8 33 


М!101 — М105; ФИЗ — ФИ? 9 31 


№106—М№М110; Ф!18 — Ф!22 10 33 
МИ — М115; $123 — $127 11 24 
Мб — №120; Ф128 — $132 12 31 
Прамии «Кванта» 9 33 


Решения задач 
М2! — М25; Ф29 — ФЗ4 2 26 
№26 — М28; Ф35 — Фо 3 32 
№29 — МЗ0; $41 — $47 Е 4 35 
МЗ! — МЗЗ: $43, Ф48В — Ф51 5 32 
М34 — МЗ8; $Ф52—Ф58 6 35 
№39 — №49; $45, Ф59 — Фб5 7 


№45, М50 — №60; Фбб — Ф7! 
м6! — М63; Ф72 — $74 


М64 — М69; $75 — $78 
№70 — М73; $79 — $82 
М74 — М76; $83 — $88 


ПРАКТИКУМ АБИТУРИЕНТА 


Агеев А.Н., Рудой Ю. Г. 
Письменный экзамен по физике 
в Московском автодорожиом 
институте 

Алимов Ш. А., Василь- 


ев ФП., Моденов В.П. 


Вступительный письменный 
экзамен по математике на фа- 
культете вычислительной мате- 
матики и кибернетикн в МГУ 
в 1970 году 

Асламазов Л. Г. Статика 

Атамукас М. С. Квадрат- 
ный трехчлен 

Белонучкин В.Е. Оза- 
дачах по фотометрии 

Белонучкин В.Е., Ко- 
зел С.М. Письменный экза- 
мен по физике в МФТИ 
в 1970 году 

Беляев С. А. Кинематика 
и связи 

Берхина Т. И., Кан Э.М. 
Вступительные экзамены по 
математике в Московском тек- 
стильном институте в 1970 году 

Гольдберг В.В. Показа- 
тельные уравнения 

Гольдберг В. В. Логариф- 
мическне уравнення 

Демьякнов В.Б. Тригоко- 
метрнческне неравенства 

Зайчиков Зедачи иа 
законы Ньютона 

Зайцев И.А. Кннематика 

Козлов М.М, Коч- 
нев И. Г. Задачи на устном 
экзамене по физике в Ленин- 
градском политехническом ин- 
ституте 

Колесников Н.Н. 
Письменный экзамен по матема- 
тике на мехмате МГУ 
в 1970 году 

Колесников Н.Н... Тн- 
хомиров В. М. Письмен- 
ный экзамен по математике на 
химическом факультете МГУ 
в 1970 году 

Кордемский Б.А. Грг- 
фики в задачах на равноценные 
процессы 

Кушниренко А. Г., Фо- 
мин С.В. Письменный экза- 
мен по математике на гумани- 
тарных факультетах МГУ 
в 1970 году 

Меледнн Г. В. Письменный 
экзамеи ло физике в ИГУ 
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Мордкович А. Г. Две дю- 
жины задач на прогрессни 

Новиков И. Д. Метод пло» 
щадей 

Петров В.Л. Что здесь — 
теряем или находим? 

Рыжков В. В. Вступительные 
экзамены по математике в Уни- 
верснтет дружбы народов 

Савин А. П., Федо- 
сов Б. В. Вступительный 
пнсьменный экзамен в МФТИ 
в 1970 году 

Сндоров Ю. В. Задачи по 
геометрии 

Сканавн М. И. Метод под- 
становки при решении уравнений 
и систем уравнений 

Тонян В.А. Вступительные 
экзамены по математике в Мос- 
ковском ннстнтуте электронного 
машнностроения 

Шабунин М. И. Системы 
алгебранческих уравнений 

Щегольков Е. А. Вступн- 
тельные экзамены по матемогике 
в МГПИ им. В. И. Ленино 


ИНФОРМАЦИЯ 


Березин В. Н.. Смолян- 
`кнй М. Л. Обзор читатель- 
ских писем. 

рук Ю.М., Минц Н.А. 

ГУ Международная физнческая 
олимпиада школьников 

У Всесоюзная математическая 
олимпнада 

\У Всесоюзная физическая олим- 
пнада 

Заочная олимпизла Азиатской 
части 

Карасев М. Д., Тара- 
сюк Г.С. У Международ- 
ная физическая олимпиада 
школьников 

Новости физики 

Олимпнады, олимпнады 

Петраков И.С. ХИ Меж- 
дународная математическая 
олимпнада школьников 

Петраков И. С., Сквор 
цов В.А. ХШ Междуна- 
родная математическая олим- 
лиада школьников 

Раббот Ж. М. Заочиая ма- 
тематическая школа 

Раскин В. В. Лингвистика 
и математика встречаются на 
олимпиаде 

Розентуллер В. М. Заоч- 
ный математический турнир 

Смолянский М. Л., Дья- 
ченко Г.Н., Гольд- 
берг В. В. О математичес- 
кой подготовке абнтуриентов 

Соркин Ю. И.. Шкун- 
дина Н. Б. Олимпиаду 
прояодит машина 
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Терушкин А. Г. Московский 


математический... 5 58 
Хренов Л. С. Форум астро- 

номов н геодезистов 716 
Цфасман М.А. Впечатле- 

ния участника олимпнады 12 54 
Шапиро А. И. У городская 

иаучная конференция школь- 

ников Киева 12 58 

РЕЦЕНЗИИ, БИБЛИОГРАФИЯ 

Ащеулов С. В., Бары- 

шев В.А. Не учебник н ие 

задачник 10 54 
Балк М. Б. Полезная книга 7 62 
Брук КЮ. М. Полет огненных 

стрел 2 52 
Брук Ю. М. По обе стороны 

зеркала 8 58 
Гутер Р.С. Еслн вам нужно 

что-нибудь посчитать... 3 57 
Лешковцев В. А. Всегда ли 

прав наш глаз? 8 60 
Лешковцев В.А. Как видят 

невидимое 9 57 
Лешковцев В.А. От га- 

лактик до элементарных час- 

тиц 11 63 
Лишевский В. П. Задачи, 

игры, опыты 1 64 
Мишкевич Г. И. Чародей 

с Плуталовой улицы 3 58 
Хрусталев А. Ф. Сборники 

ошибок автора 10 53 
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Алтыкис А. В. Маркн, по- 
священные Н. Коперинку 

Алтыкис А. В. Марки, по- 
священные Н. Е. Жуковскому 

Алтыкис А. В. СР роли: 
на космонавтики 

Алтыкис А. В. Марки, посвя- 
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Алтыкис А. В. Марки, по- 
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Алтыкис А. В. Марки, по- 
священные создателям ядерной 
физики 

Алтыкис А. В. На марках — 
атомные реакторы 

Алтыкис А. В. Марки, посвя- 
щенные Иоганну Кеплеру 
и Тихо Браге 

Дьяченко Г. Н. Значки Все- 
российских и Всесоюзных олим- 
пиад 

Колесников Н.Н. Марка 
и этикетка, посвященные 
М. В. Остроградскому 

Копылов Г. И. Логические 
кубики 

Смолянский М. Л. Значки, 
посвященные международным 
математическим олимпиадам 
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О а И 26—28 августа в Ленинграде со- 
р 


и г т | стоялся Международный симпозиум, 

т посвященный 400-летию со дня рож- 
дения великого физика, астронома и 
математика Иоганна Кеплера. С до- 
кладами выступали ученые многих 
стран. 

К этому юбилею была выбита ме- 
мориальная медаль, снимок с кото- 
рой мы здесь помещаем. На ее обо- 
ротной стороне отмечено, что сим- 
позиум состоялся в рамках ХШ Мн- 
тернационального конгресса по ис- 
тории науки, проходившего в нашей 
стране. 

Ленинград был не случайно вы- 
бран местом юбилейного симпозиу- 
ма. В архиве Академии наук в Ле- 
нинграде хранятся 18 томов, пере- 
плетенных в белый пергамент м со- 
держащих почти все рукописи Кеп- 
лера. Еще 3 тома хранятся в библио- 
теке в Вене. Рукописи Кеплера были 
куплены русским правительством в 
1774 году. Многие из рукописей до 
сих пор не опубликованы. Рукописи 
Кеплера были представлены на спе- 
циальной выставке в ленинградском 
планетарии, где происходили заседа- 
ния симпозиума. 
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